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这 -~ 版 与 以 前 各 版 有 着 极其 重大 的 区 别 ， 书 中 已 删 去 了 关于 解析 
几何 学 的 材料 , 因此 也 就 不 得 不 把 其 余 的 材料 重 加 编排 。 特别 是 以 前 
在 这 一 管 中 所 讲 的 关于 微分 学 在 几何 上 的 应 用 ， 已 完全 收集 在 第 二 章 
$7 里 。 其 砍 ， 在 第 一 逢 里 还 安放 了 专 认 复数 ， 多 项 式 的 主要 性 质 ， 以 
及 系统 的 面 数 积分 法 的 一 章 ;以 前 这 是 第 二 着 的 第 一 章 。 

这 里 不 均 本 叫 训 述 往 面 和 微 的 梓 充 和 修改 ,只 指出 一 些 重要 的 增 
补 。 故 于 在 各 矢 里 必须 碰 到 近代 分 析 学 中 相当 微妙 而 且 复杂 的 问题 ， . 
我 们 衣 为 , 在 第 一 章 8$ 2 未 讨 极 限 论 之 后 ,讲述 了 无 理 数 理论 以 及 这 理 


论 在 证 明科 限 存在 准则 与 束 粮 阔 数 你 质 时 的 应 用 , 乃 是 有 用 外 的 。 就 


在 那里 , 我 们 引入 了 初等 丽 数 的 严格 定义 及 其 性 质 的 讨论 。 在 专 计 多 
元 夯 数 的 第 五 章 中 ,我们 引入 了 隐 画 数 存 在 的 永明。 站 

本 书 的 讲述 是 这 样 安排 的 ,使 得 大 号 字体 的 部 分 可 以 独立 地 阅 计 。 
放 在 小 号 字体 里 的 有 各 种 举例 ,有 某 些 个 别 的 补充 于 题 , 还 有 我 们 在 上 
面 提 到 的 种 种 理论 材料 ,而 第 四 章 的 最 后 儿 段 则 双 含 有 性质 比较 复杂 
的 补充 理论 材料 。 | 

莫 赫 金 哥 尔 获 数 授 对 本 书 的 询 述 方面 答 我 提 了 许多 宝贵 的 意 网 ， 
这 些 意 见 我 已 却 在 最 后 定稿 时 加 以 利用 。 我 前 为 向 他 表示 深切 的 感谢 
是 自己 惊 快 的 义务 。 B. 斯 米尔 施 夫 
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这 一 成 主要 正文 与 全 书 整 个 乱 排 仍然 没有 变更 ,但 在 多 壕 方面 作 
了 一 些 修改 ,以 求 其 更 趋 于 六 密 与 完备 ,特别 是 有 关 微 积分 学 在 几何 的 : 
应 用 问题 上 。 B. 斯 米尔 话 夫 
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第 一 章 画 数 关系 与 极限 论 


$1， 变量 


1， 最 及 其 测量 在 精确 自然 科学 中 , 数学 从 析 具 有 基 汪 重要 性 。 
其 他 每 站 科学 只 溢 重 于 研究 我 们 周 图 世界 的 菜 些 特定 方面 ,而 数学 所 
耿 探 计 的 , 虽 是 可 供 科学 研究 的 一 切 现象 所 固有 的 最 一 般 性 质 。 

最 及 其 测量 的 酸 念 是 基本 概念 之 一 。 量 的 特性 就 在 于 它 可 以 被 测 
县 ,也 就 是 ,可 以 用 某 种 方法 ,与 取 作 中 位 量 的 同类 某 特 定量 来 作 比 较 。 
比较 的 方法 随 着 所 窒 量 的 性 质 而 定 , 而 这 比较 的 步 又 旭 叶 做 测量 。 测 
量 的 结果 得 出 抽象 的 数 , 它 表示 所 葵 量 与 单位 量 之 比 。 

任何 自然 规律 部 告诉 我 们 量 之 间 的 关系 ,或 者 更 确切 地 说 ,都 输 出 
表示 这 些 量 的 诸 数 之 间 的 关系 。 数 学 研究 的 对 象 也 正 就 是 数 以 及 数 之 
间 的 各 种 关系 ,而 不 管 引出 这 些 数 与 这 关系 的 那些 量 或 规律 的 具体 性 
持 是 什么 。 

因此 , 每 个 量 都 有 测量 它 的 抽象 数 与 之 对 应 。 但 这 抽象 数 完全 要 
取决 于 所 选 的 单位 量 或 尺度 。 单位 量 雯 大 , 用 以 测定 所 烙 量 的 那个 数 
就 残 小 ;反之 ,用 较 小 的 音 位 ,就 得 到 较 大 的 数 。 

选择 尺度 要 看 所 窒 量 的 性 质 与 测量 时 的 情况 而 定 。 在 测量 同一 类 
量 的 时 候 , 尺度 的 大 小 也 可 在 很 大 的 范围 内 变动 , 一 一 以 测量 长 度 为 
例 ,在 精确 的 光学 研究 中 , 用 一 埃 之 长 (一 毫米 的 千 万 分 之 -一 ，10r-10m) 
作 单 位 ;而 在 天 文学 中 普通 用 的 长 度 单位 叶 做 光 年 ,就 是 一 年 内 光 所 多 
过 的 距离 (一 秒 甸 光 大 鹊 走 300000 km) 。 

2. 数 测量 粘 果 得 到 的 数 ， 可 以 是 整数 (车 考虑 的 量 是 单位 量 的 

(1) 


2 第 一 斑 ”图 数 关系 与 宜 孙 诅 


Se 


昧 数 借 ) ,分 数 ( 若 存 在 另 一 新 中 位 , 堆 测 量 的 量 与 原 趴 位 量 都 是 新 单位 
量 的 整数 倍 , 一 简 罕 地 ,就 是 被 测量 的 量 与 单位 量 可 以 通 的 ) ,以 及 
无 更 数 (上 迹 的 公共 单位 不 存在 时 ,就 是 被 测量 的 量 与 单位 量 不 可 以 通 
移 )。 

例如 ,在 切 等 几何 学 中 诅 明 了 ,正方 形 的 对 角 线 与 它 的 边 长 个 可 以 
肖 药 ,所 以 车 我 们 用 边 长 作 音 位 , 来 测量 正方 形 的 对 角 线 , 则 所 得 的 数 
~/ 2 是 无 湿 数 。 用 相称 长 作 单 位 ,测量 图 周 的 长 ,所 得 的 数 = 也 是 无 理 
数 。 

为 要 弄 清楚 无 理 数 的 概念 ,可 以 应 用 十 进 制 小 数 。 由 算术 知道 , 任 
一 有 再 数 可 以 表示 成 有 限 位 小 数 或 循环 无 穷 位 小 数 ( 邦 循环 或 混 循 环 ) 
的 形式 。 例 如 , 由 十 进 制 除法 法 则 ,用 分 母 除 分 子 , 我 们 得 到 ; 


5 
——=0.1b1818... =0. 16 
a (15) 


二 
反之 ,由 算术 我 们 也 知 进 任 一 十 进 制 乱 环 小 丝 麦 示 一 个 有 理 数 。 
测量 与 所 用 单位 量 不 可 以 通 和 鸥 的 量 时 ,我 们 可 以 先 计 算 彼 测量 的 
量 包 合 若 干 单 位 量 , 册 看 剩余 的 重 包 合 若干 个 十 分 之 一 的 单位 是 ,再 看 
新 的 剩余 量 包含 若干 个 百 分 之 一 的 单位 量 , 如 此 槛 涂 作 下 去 。 用 这 方 
法 测量 与 单位 量 不 可 以 通 狗 的 量 时 ,就 作成 一 个 不 循环 的 无 穷 位 小 数 。 
任 一 无 型 数 对 应 一 个 这 样 的 无 穷 位 小 数 ;反之 , 任 一 不 循环 的 无 益 仔 小 
数 对 应 一 个 无 理 数 。 者 在 这 个 无 和 位 小 数 中 只 取 前 几 伍 ， 姑 得 到 所 对 
应 无 理 数 的 一 个 坊 小 的 近似 值 。 例 如 ,用 普通 法 期 开平 方 到 三 位 小 数 ， 
得 到 : 


= 0.9777... =0.2(7)。 


\/2 =1.4i4.., 
交 7 1.414 与 1.415 就 各 是 ~ 2 的 ,准确 到 了 千 分 之 一 的 , 较 小 的 与 较 
大 的 近似 和 什 。 
利用 十 进 制 小 数 ,可 以 比较 无 理 数 被 此 之 问 的 大 小 ， 内 及 无 理 数 与 
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有 涅 数 之 机 的 大小。 
在 很 多 场合 ,必须 考虑 带 有 不 同 正 鱼 号 的 量 (温度 高 于 或 低 于 零 
度 , 赴 和 线 运 动 中 正 的 或 负 的 速度 等 等 ) 。 这 样 的 量 分 别 用 正 数 或 银 数 来 
表达 。 若 x 及 是 正 数 , 而 a>?, 旭 -<< 一 5。 任 一 正 数 或 雾 必 大 于 
性 一 负数 。 和 如 此 双 部 有 理 数 与 无 理 数 按 大 小 排列 成 一 定 的 顺序 。 所 有 
这 些 数 组 成 实数 偶合 。 
注意 ,在 用 十 进 制 小 数 表 示 实 数 时 ,我 们 可 用 循环 节 是 9 的 无 状 位 
小 数 来 奉 代 任 一 有 限 位 小 数 。 例 如 , 83.16=3.1599…。 车 不 用 有 限 位 
小 数 , 期 实数 与 无 穷 位 小 数 恰 好 成 一 一 对 应 ,就 是 任 一 实数 对 应 一 个 确 
定 的 无 穷 位 小 数 , 而 任 一 无 状 位 小 数 对 应 一 个 确定 的 实数 。 负数 对 应 
冠 有 货号 的 无 旁 位 小 数 。 
在 实数 范围 内 ,除去 用 零 除 以 外 ,四 种 演算 都 可 以 实行 。 任 一 实数 
的 寄 欢 要 永远 有 一 个 确定 的 值 。 正 实数 的 偶 次 根 有 两 个 值 , 只 是 符号 
相反 。 负 实 数 的 偶 次 根 , 在 实数 范围 内 没有 意义 。 至 于 实数 以 及 它们 
pn 的 小 号 字 中 再 训 。 
一 个 数 a a ee 4 的 把 对 值 ， 训 作 
lz|。 和 如 此 ,我 们 就 有 : 
若 a 是 正 数 ， la| 一 C; 
车 a 是 负数 ， la|=—0&。 
不 难 鞍 明 , 和 的 狗 对 值 |a+5|, 仅 当 4 与 5 同 号 时 , 与 各 项 绝对 值 
的 和 || 十 2| 相等 ;否则 jc 二 | 较 夏 ;所 以 
ot+6b|<|al+|o|。 
例如 ,十 3 与 一 7 的 和 的 移 对 值 等 于 4, 而 各 项 经 对 值 的 和 是 10。 
同样 可 证 ， 
lc 一 引 >|c| 一 12|， 
上 式 中 融 12| 之 |21。 
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积 的 绝对 值 等 于 各 因数 绝对 值 的 积 , 离 的 息 对 值 等 于 除数 的 绝对 
什 除 被 除数 的 完 对 值 之 商 


ciol=lal lolol ,||=-Ei 

3， 常量 与 变量 ”数学 中 所 讨论 的 量 分 为 二 类 : 弟 量 与 变量 。 

在 烙 定 的 问题 中 , 不 变 的 , 保持 一 个 值 的 量 时 做 常 旷 ; 在 葵 定 的 问 
题 中 ,由 于 某 种 各 放 , 取 不 同 值 的 量 叶 做 变量 。 

由 这 定义 显 见 ,常量 与 变量 的 概念 ,要 看 现象 是 在 什么 恼 况 下 来 研 
完 有 鬼 。 同 一 的 量 , 在 茶 神 情况 下 可 以 认为 是 常量 ;而 在 别 的 入 殉 下 , 就 
可 能 是 变量 。 

例如 ,测量 物体 的 重量 时 , 要 认 清 , 称 量 是 在 地 球 表面 上 同一 地 方 
举行 ,还 是 在 不 同 的 地 方 举 行 ; 若 在 同一 地 方 称 量 , 则 确定 重量 的 重力 
加 速度 是 常量 ,于 是 各 种 物体 间 的 不 同 重量 只 与 它 个 的 质量 有 关 ; 若 在 
未 同 的 地 方 称 量 , 旭 因为 重力 加 速度 依 乳 于 地 球 转动 的 离心 力 ,就 不 郁 
反 它 算 做 常量 ; 据 此 , 设 称 量 时 不 用 杠杆 做 的 秤 ,而 用 弹簧 酸 ,项 两 一 移 
体 在 赤道 上 此 在 两 极 轻 些 。 

同样 ,在 较 粗 略 的 技术 计算 中 ,一 个 握 轴 的 长 度 可 以 算 作 是 不 变 的 
蔓 ; 若 比 较 精 确 些 , 当 必 须 考 由 到 温度 变化 的 作用 时 ，, 杠 轴 的 长 度 就 成 
了 变量 , 目 然 , 全 部 计算 也 就 大 为 复 林 了 。 

和 .区间 测量 变量 时 ,有 很 多 不 同情 况 。 有 的 变量 可 以 取 任 一 实 
数值 ,没有 年 何 限制 (例如 , 由 一 定时 刻 开 始 计算 ,时 间 t 可 取 任 一 实数 
值 ,可 正 可 负 ); 有 的 只 取 腿 于 某 一 不 等 式 的 值 ( 例 如 , 艳 对 温度 T”, 须 
> 一 273.0); 还 有 的 变量 只 能 取 某 些 值 ,而 不 能 任意 取 值 (如 只 取 获 数 
一 某 城 居 民 数 , 定 积 气体 内 分 子 数 一 或 只 取 有 理 数 等 )。 

我 们 欧 几 种 在 理论 研究 与 实际 应 用 中 ,测量 变量 时 最 常见 的 情况 。 

4,，6 为 二 已 知 实数 , 若 变量 2 可 以 取 适 合 条 件 a<x<? 的 至 部 的 
实数 值 , 划 说 z 在 区 网 [e; 思 上 变化 。 这 种 包含 两 端的 区 天 , 常 呈 做 于 
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区 出 。 若 变量 能 取 区 疝 (c, 3) 中 , 除 两 痴 外 , 全 部 的 数值 ， 即 4<Z< 
<b, 则 说 2 在 区 间 (ec, 8) 内 变化 。 这 种 不 含 两 端的 区 阅 叫做 开 区 疝 。 
此 外 ，z 变化 的 花 国 也 可 能 是 一 端 于 一 羊 开 的 区 疯 ; a<z<b 或 <<< 
<7Zs 入 0。 

若 2 的 变化 范围 ， 由 不 等 式 < 和 2 确定 ， 划 说 2 在 一 个 左 端 闭 右 疡 
开 的 区 冰 [e, 十 cc) 上 变化 。 园 样 的 ,对 不 等 式 Z<0， 我 们 有 左 问 开 有 
端 于 的 区 间 《〈 一 co 01。 车 zw 可 以 取 任 一 实数 值 ,上 则 说 x 在 一 个 两 问 开 
的 区 测 ( 一 00, 十 ceo) 上 变化 。 

5 盖 数 概念 在 实际 问题 中 , 要 考虑 的 常常 不 仅 是 一 个 变量 ,而 
是 同时 有 几 个 变量 。 

例如 , 就 一 公斤 的 空气 来 讲 , 确定 它 的 情 党 的 变量 , 就 有 它 所 受 的 
压力 p(g/m?)，, 所 占 的 容积 vtm )， 以 及 它 的 温度 0。 现在 假设 空 
气 的 温度 保持 在 0 GO; i 就 是 个 常量 , 等 于 0, 只 剩 下 Pp 与 ?两 个 变量 。 
若 改 变 压 力 02， 则 容积 % 也 被 改变 , 例如 车 空气 咎 压 旨 , 旭 容 积 减 小 。 
在 这 里 ,我 们 可 以 随意 改变 压力 p (至 少 在 技术 许可 的 范围 内 ) ,所 以 我 
们 把 2 呀 做 自 变 量 ; 显然 , 对 每 一 个 压力 的 值 , 气体 应 占有 一 个 完 会 确 
定 的 容积 ;于 是 应 该 有 一 个 定律 ,用 这 定律 ,对 每 一 个 2p 的 值 ,可 以 找到 
对 应 于 它 的 4% 的 值 。 这 就 是 著名 的 波 义 耳 一 马 碧 特定 律 。 它 襄 , 气体， 
当 温 度 不 变 时 ,容积 与 压力 成 反比 。 : 

应 用 这 定律 到 一 公斤 的 空气 上 , 可 求 得 2 与 Pp 之 于 的 关系 如 方程 

,273 x 29.27 
2 

在 这 情形 下 ,变量 "对 做 目 变 量 2 的 夯 数 。 

由 这 个 特例 推广 ,理论 上 讨 , 我 们 可 以 襄 , 自 变量 的 特性 就 是 :有 一 
企 尼 可 能 取 的 值 的 集合 ,在 这 个 集合 中 我 们 可 以 随 章 为 它 选 择 任 何 一 
个 值 。 例 如 自 变量 zx 的 值 的 集合 , 可 能 是 某 个 区 出 (ga, 5) 或 是 这 区 毅 
的 内 部 , 就 是 自 变 量 z 能 取 满足 不 等 式 a<z<2 或 a<z<6 的 任意 一 
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个 值 。 也 有 时 4 可 以 取 任 一 整数 值 。 上 述 例 中 ,2 起 着 自 变 量 的 作用 ， 
而 "是 2 的 画 数 。 现 在 答 夯 数 一 个 理论 的 定义 。 

定义 “车 对 于 自 变 县 4 的 任何 -个 确定 的 值 (在 可 能 取 的 依 的 人 
合 内 ) ,对 应 的 量 % 有 确定 的 值 ,% 就 时 做 自 变 蝇 的 责 数 。 

奋 9 是 2 的 图 数 , 确定 于 区 间 (c,， 0) 上 , 则 对 于 2 在 这 区 上 册 上 的 任 
何 一 个 值 , 对 应 的 y 有 确定 的 值 。 

两 个 量 中 ,zz 或 y 郑 个 算 作 自 变量 , 常 是 看 怎样 方便 。 上 例 中 我 们 
也 可 以 随意 改变 容积 2, 每 次 都 确定 一 个 压力 p, 因此 我 们 可 把 Y 算 作 
目 变 量 而 把 压力 2 看 作 % 的 责 数 。 由 上面 的 方程 解 p; 就 得 到 由 自 变 
量 "表达 男 数 2 的 公式 : 


_ 278 x 29.27 
用 心 


上 面 关 于 两 个 变量 的 叙述 ,不 难 推广 到 随便 几 个 变量 的 情形 ,着 且 
我 们 可 以 分 别 出 自 变量 与 因 变 量 或 函数 。 
回 到 我 们 的 例 ,假设 温 度 不 总 是 00, 而 是 可 以 变 的 。 波 义 耳 一 局 
声 特 定律 就 应 当 换 成 磅 复杂 的 克拉 波 朗 关系 式 : 
2 一 29.27(278 十 全 )， 
这 里 指出 , 研究 气体 的 状态 时 ，p, 2 与 隐 中 只 有 两 个 可 以 随意 改变 ， 
和 若是 答 定 了 了 两 个 的 值 划 第 三 个 的 值 就 完全 确定 了 。 例 如 若 取 2 与 了 作 
目 变 量 ; 2 就 是 它们 的 田 数 : 
29.27(273 十 2 


7 
或 者 把 % 与 7 了 算 作 自 变 量 , 2 就 是 它们 的 沙 数 。 
看 另 一 个 例 ,由 三 角形 的 边 长 a, 5, c 表达 面积 S, 有 公式 
> S=\MVp(p—a)(p—b) (Pp~—O), 
其 中 是 三 角形 的 千 周 


b 
DD= 2 se 


S1， 变 量 a 


三 边 4,8,¢ 可 以 随意 改变 ,只 须 每 边 大 于 其 余 两 边 之 评 而 小 于 其 
和 。 如 此 变量 a, 5, c 是 限于 不 等 式 的 自 变量 ,而 是 它们 的 求 数 。 


re 


我 从 也 可 以 随意 取 三 角形 的 两 个 边 , 如 4，2, 与 面积 人; 应 用 公式 
S==ab oi 


求 &,b 两 边 的 夹 角 0, 这 里 a, 3, S 是 自 变量 , 0 是 男 数 。 而 <，2， 
应 该 限于 不 等 式 


Sin 0-2 < 下 
ob 


注意 , 在 这 例 中 , 我 们 得 到 C 的 两 个 值 。 因 为 C 可 以 取 作 一 个 语 
角 或 是 一 个 钝 角 ,都 可 能 使 


sin C= > 

汶 里 我 们 得 到 多 值 丙 数 的 概念 , 它 的 详 汗 情形 以 后 再 议 。 

6. 表示 男 数 关系 的 分 析 法 ” 任 一 自然 律 , 答 出 一 个 现象 与 男 一 个 
现象 的 关系 ,于 是 建立 一 个 量 与 量 之 间 的 巩 数 关系 。 

画 数 关系 的 表示 法 很 多 ,最 重要 的 有 三 种 :(1 ) 分 析 法 ;( 2 ) 列表 
法 ; (3 ) 图 示 法 或 几何 法 。 

如 果 一 个 量 与 量 之 间 的 画 数 关系 ,用 一 个 合 有 这 些 量 与 各 种 数学 
演算 (如 加 , 残 , 乘 , 除 , 取 对 数 等 。) 的 方程 来 表示 ,我 们 说 汶 是 用 分 析 
法 表示 画 数 。 作 理论 研究 时 , 总 是 用 分 析 法 表示 画 数 , 亦 序 , 在 建立 基 
本 前 提 之 后 , 利用 数学 分 析 得 出 辕 果 来 , 这 千 果 是 个 数学 公式 的 形式 ; 
以 天 体力 学 为 例 , 在 各 种 运动 中 , 宅 们 的 位 置 与 相互 的 作用 都 是 由 一 个 
基本 定律 一 一 万 有 引力 定律 一 -得 来 的 。 

若 某 丽 数 ( 序 因 变量 ) 可 以 由 自 变 量 通过 数学 演算 来 直接 表达 , 旭 
蚜 做 显 画 数 。 显 画 数 的 例子 ,有 如 定 温 下 , 用 压力 p 作 自 变量 , 气体 容 
积 » 的 表达 式 ( 一 元 显 画 数 )， 

y=273x29.27 
pa 
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或 用 边 长 作 自 变量 ,三 角形 面积 5 的 囊 达 式 ( 三 元 显 夯 数 ) : 
S=MVp(p~a) (Pp—b) (p—o)o 
再 如 
y= 273— B+7 (1) 
是 一 个 自 变量 z 的 显 丁 数 。 
有 时 用 自 变 量 表 达 一 个 画 数 的 公式 ,不 很 容易 或 者 不 可 能 写 出 来 。 
我 们 就 简写 作 : 
y= (2)。 

。 这 个 写法 标记 出 , y 是 自 变量 4 的 画 数 , f 用 作 记 对 4 的 关系 的 
符号 。 自然 ; 别 的 字母 也 可 以 用 来 替代 f 。 车 要 考虑 2 的 儿 个 不 同 的 
画 数 , 划 须 用 不 同 的 字母 来 记 对 2 的 关系 : 

f(z)， 了 (wz)，9 (2) 等 等 。 

这 里 写 的 符号 , 不 仅 用 于 分 析 法 表示 的 画 数 , 而 且 也 用 于 [全 中 所 
定义 的 最 一 般 的 画 数 关系 。 

用 类 似 的 记 法 ,多 元 画 数 写成 : 

v= F(t, Y, 2), 

这 里 2 是 变量 x,y, 2 的 责 数 。 

答 自 变量 以 特殊 值 ,完成 了 ,也 ,… 中 所 指出 的 演算 ,就 得 到 画 数 的 
特殊 值 。 例 如 z= 元 时 ,而 数 (1 ) 的 值 是 


y=2x (于) -38x 二 +7=6。 


一 般 来 讨 , ?=zo 时 , 男 数 f(e) 的 值 记 作 了 (zo)。 多 元 画 数 可 以 类 
推 。 | 
.不 要 把 [ 思 中 所 苔 的 画 数 的 一 般 定义 ,与 y 的 通过 2 的 分 析 表 达 式 
相 混 。 画 数 的 一 般 定 义 中 ,只 说 是 有 一 个 法 旭 , 当 变量 % 在 它 的 可 取 什 
的 集合 中 任 取 一 值 时 , 对 应 的 有 确定 的 值 。 并 没有 假设 y 要 有 通过 
的 分 析 霄 达 式 。 还 撩 注意 , 在 自 变 量 的 不 同 的 变动 区 域 , 可 用 不 同 
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的 分 析 宪 达 式 定义 画 数 。 例如 我 们 在 区 闻 (0, 3) 上 作 一 个 夯 数 9 如 
下 : 0 过 2 和 2 时 , y=2 十 5; 而 2<2 和 383 时, yy 二 11 一 2w。 于 是 当 w 取 区 
出 (0, 8) 上 任 一 值 时 ,对 应 的 y 有 确定 的 值 ,所 以 Y 是 一 个 图 数 。 

7 。 隐 融 数 ”车 一 个 函数 没有 通过 站 变量 的 直接 的 分 析 表 达 式 ,而 
只 有 一 个 方程 素 示 辑 数 的 值 与 自 变 量 的 值 的 关系 ,就 时 隐 阔 数 。 例 如 ， 
者 变量 Yy 与 变量 2 适合 方程 

ys— w=0, 

则 2 是 自 变 量 * 的 隐 画 数 ; 从 另 一 方面 看 ， 也 可 以 把 2 算 作 是 自 变量 Y 
的 隐 画 数 。 

几 个 目 变 量 2,， 2%,， z,… 的 隆 丁 数 ， 一 般 由 方程 

Flw, yy, 2 0) =0 

确定 。 

只 有 当 这 方程 对 "可 解 , 而 "能 表现 成 2, y,z,… 的 显 画 数 

0 一 人 (2 2 …) 

时 ,才能 计算 这 个 郴 数 的 值 。 

上 例 中 , y 可 以 通过 > 者 达成 

y= M0 

但 是 , 要 得 属 夯 数 ”的 各 种 性 质 , 不 一 定 要 解 这 方程 ; 常 是 就 确定 
它 的 方程 来 考察 隐 可 数 就 足够 了 。 

例如 ,气体 的 容积 是 压力 2 与 温度 了 的 您 夯 数 ,由 方程 

pV = RR(278+ 人 1) 

确定 。 

三 角形 中 a, 5 二 边 的 夹 角 0 是 4, 0 与 面积 S 的 隐 函 数 , 由 方程 “ 

ab sin OC = 2S 

确定 。 

8$. 列表 法 ” 国 数 的 分 析 糙 示 法 主要 是 在 作 理 论 研 究 时 用 ,就 是 在 
研究 一 般 定 律 时 用 。 但 在 实际 上 要 求 出 各 种 画 数 的 芭 些 特殊 什 时 , 分 
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析 和 才 示 凌 常 不 很 方便 ,因为 需要 每 次 作 所 有 必要 的 计算 。 

为 方便 起 见 , 在 实际 应 用 中 , 对 于 最 常用 的 画 数 , 常 将 自 变 量 的 许 
多 特殊 值 与 对 应 的 函数 的 特殊 值 列 成 麦 。 

例如 ,在 实用 中 常见 的 有 下 列 放 男 数 的 改 : 

1 =, 2 /Ww ,AL, 于 ro， logi0 i, logi0 Sin X%，logio coS 2 等 ， 
此 外 ,还 有 很 有 用 的 较 复 厅 的 画 数 的 表 : 如 只 塞 尔 男 数 表 , 梯 轿 丽 数 表 
等 。 也 有 多 元 男 数 的 表 , 最 简单 的 如 乘法 表 , 就 是 2 与 y 取 整数 值 时 ， 
图 数 z=2%y 的 值 的 表 。 

有 时 ,要 用 来 计算 夯 数 值 的 那些 自 变 量 的 特殊 值 , 在 表 上 没有 ,而 
表 上 只 有 与 它 临 近 的 值 。 为 楼 在 这 种 情形 下 用 表 , 有 各 种 的 揪 补 法 ,中 
学 里 用 的 对 数 表 , 就 是 其 中 一 种 (和 逐 差 法 ) 。 

列表 法 的 重要 性 ,在 于 已 可 以 用 来 表示 不 知道 分 析 救 达 式 的 那 种 
画 数 ;在 做 实验 时 , 就 需要 用 列表 法 。 任 何 实验 研究 的 目的 , 在 于 找 出 
我 们 所 不 知道 的 画 数 关 系 , 因 此 任何 实验 的 和 顷 果 总 是 列 吏 一 个 表 , 翅 示 
这 实验 中 所 研究 的 量 的 各 个 值 的 关系 。 

9. 数 的 回 示 法 ” 讨 画 数 关系 的 图 示 法 时 ,我 们 先 由 一 个 变量 的 疼 
示 法 开始 。 

任何 一 个 数 z 可 以 用 某 个 线段 来 表示 。 为 此 只 要 在 选 定 了 单位 长 
后 ,， 作 一 个 长 度 等 于 入 定 的 数 2 的 线段 就 成 了 。 如 此 ,任何 一 个 量 ,不 

B 4 6 仅 可 以 用 数 来 表达 ,也 可 以 用 
TY 线段 作 宅 的 几何 表示 。 
园 1. 为 使 这 方法 也 可 表示 外 
数 ,我 们 在 一 条 标明 方向 的 直线 上 取 和 线段 (图 1 )。 其 次 ,用 符号 48 裘 
示 任 意 线 段 ,并 把 4 叫做 线段 的 起 点 , 呈 岂 做 终点 。 

若 由 4 到 B 的 方向 与 壮 厂 的 方向 一 致 ， 基 这 线段 表示 一 个 正 数 。 
车 由 4 到 卫 的 方向 与 窟 线 的 万 向 相反 ， 划 这 线 眉 表示 一 个 负数 (图 1 
中 41B1)。 到 于 所 考虑 的 数 的 把 对 值 , 旭 由 表示 这 个 数 的 米 段 的 长 雇 
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表达 ,与 方向 无 关 。 

线 眉 4B 的 长 度 记 作 |48|; 若 线段 48B 表示 数 x, 划 可 以 简写 作 : 

z=AB; |z|=|4B|。 

更 确定 些 ,可 以 先 在 志 线 上 选 定 一 点 0, 而 把 一 切线 段 的 起 点 总 放 
在 0 点 。 于 是 , 任意 一 点 4, 有 一 个 以 它 为 钦 点 的 钱 段 04, 表示 一 个 
数 2 (加 2)。 反 之 , 答 定 一 个 数 2, 就 可 确定 一 个 线段 0O4 的 大 小 与 方 
向 ,于 是 确定 它 的 交点 4。 

如 此 ,车 在 一 个 有 定向 * 
的 真 线 芝 承 Eo 图 2. 


0 A x 


不 成 人 原 太 )) 井 坪 一 个 冯 本 及 应 于 熔 朋 辜 - 二 一 小 基 肉 


O04 至 示 这 个 数 z; 反之 , 轴 上 任 一 点 4 确定 一 个 实数 x， 自 米 眉 53 4 下 
示 ; 这 个 数 z 叫做 4 点 的 坐标 , 若 须 要 标明 4 的 坐标 是 "， 则 写作 
4%) 

若 数 2 改变 , 则 表示 它 的 4 点 就 在 轴 上 移动 。 前 面 计 过 的 区 间 的 

概念 , 有 了 数 2 的 图 示 法 , 可 以 更 清楚 些 。 若 z 在 区 间 a<2<0b 上 变 
动 , 则 了 半 轴 上 的 对 应 点 在 一 个 线段 上 ， 这 个 线段 的 两 个 端点 的 坐标 
是 & 与 0。 
”车 只 限于 有 理 数 , 剧 当 线段 04 与 单位 长 不 可 以 通 移 时 , 4 点 就 没 
有 对 应 的 坐标 。 换 名 话说 只 是 有 理 数 不 能 卉 满 直线 上 全部 的 点 。 于 是 
要 引入 无 理 数 来 补 是 它 。 一 个 变量 的 图 示 法 的 基本 假山 就 是 : 卫 ' 卫 轩 
上 任何 一 点 对 应 于 一 个 确定 的 实数 ,反之 , 任何 一 个 实数 对 应 于 及 ' 革 
轴 上 一 个 确定 的 点 。 

在 总 ' 开 轴 上 取 两 点 :点 4 有 坐标 和 ,点 4s 有 坐标 za。 线段 04: 
与 04s 就 各 对 应 于 数 w 与 ts。 无 论 41， hs 的 相互 位 置 如 何 , 不 难 诈 
明 , 线段 444。 对 应 于 一 个 数 (zs 一 2) ， 因 此 ,这 个 线段 的 长 度 就 等 于 这 
个 差 的 绥 对 值 。 就 是 


[A414s > | ze 一 21|。 
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例如 , 厦 0 一 一 3， 2 一 7， 妈 点 4 在 0 之 左 , 到 0 的 距离 等 于 3; 
而 点 4s 在 0 之 右 , 到 0 的 距离 等 于 7 。 和 线段 4:4。 的 长 度 就 是 10, 而 
与 ' 子 珊 同 向 ,就 是 它 对 应 于 数 10=7 一 (一 8)=83 一 404。 点 4 与 4 
的 其 他 排列 情形 , 请 藏 者 自 取 。 

10. 坐标 以 上 我 们 看 到 , 直线 上 点 的 位 置 可 以 由 实数 确定 。 
更 在 用 类 仆 的 方法 确定 平面 上 点 的 位 置 

在 平面 上 取 两 个 互相 重 
直 的 轴 这 三 与 了 了 ,并 规 
完 它 们 的 交点 0 作 各 轴 的 原 
十 计 x ”点 (图 3 )。 用 箭头 标明 加 的 
方向 。 守 了 轴 - 上 的 点 对 应 
的 实数 记 作 2。 了 'Y 井上 的 
点 对 应 的 实数 记 作 yy。 潜 和 给 

回 8. 出 定 值 > 与 y, 草 在 及 ' 玉 与 
YY 韩 上 有 定点 4 与 如 ;知道 了 点 4 与 B, 可 以 过 4 与 BB 各 作 寿 行 于 
埋 的 直线 ,于 是 得 到 它们 的 交点 1。 

量 2 的 每 一 对 值 ,对 应 于 平面 国 上 点 及 的 一 个 确定 的 位 置 。 

反之 , 平面 上 每 一 点 发 ， 对 应 于 量 z, 4 的 一 对 确定 的 值 , 就 是 过 
点 以 平行 于 二 朝 的 直线 与 六 了 及 了 了 的 交点 4 及 B 所 对 应 的 数 。 

图 3 中 标明 艺 了 与 子 了 轴 的 方向 , 于 是 点 4 若 在 0 之 右 , 2 算 
作 正 的 ;者 在 0 之 左 , 算 作 提 的 ,点 卫 知 在 0 之 上 ,Y 算 作 下 的 ;车 在 0 
之 下 , 算 作 负 的 。 


王国 于 配属 
一 全 二- 


Ti 
十 可- 十 证 十 HH 
慎 要 二 二 六 加 当量 德 央 并 类 国 避 痢 锯 生 


由 做 点 MM 的 华 标 区 作 图 
OF, 上 0 
量 2 时 做 点 于 的 横 坐 标 , vy 欢 坐 标 。 用 坐标 答 定 的 点 以 ,号 夏 
M (z, y) © 


Lo 
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这 种 表示 法 叫做 志 角 尝 标 法 。 
点 以 的 位 置 在 各 象限 办 (I--IV) 时 (图 3), 它 的 坐标 的 符号 如 下 求 : 


显然 , 点 的 坐标 z, 9 就 等 于 点 4 到 两 坐标 轴 的 距离 , 还 上 应 

1 图 形 与 复线 方程 ”再 看 表示 点 ML 的 量 2 与 y, 珊 2 与 4 由 一 
个 画 数 关系 束 系 , 就 是 说 随意 变 黑 人 
(或 急 的 值 , 每 欢 总 得 到 一 个 对 应 的 9 
(或 2) 的 值 。 每 一 对 这 样 的 x? 与 的 
值 ,对 应 于 玫 面 了 0Y 上 点 列 的 一 个 
确定 的 位 置 ;车 改变 2 与 y 的 值 ,好 点 Fc 于 于 全 
MM 在 平面 上 移动 , 于 是 自动 的 作成 一 “世上 -一 
条 线 ( 图 4) ,这 时 做 函数 关系 的 图 示 。 图 4 

车 落 数 关系 用 分 析 法 以 显 式 

y= (%) 

或 隐 式 F(w, y)=0 
锥 出 , 旭 这 个 方程 咱 做 南 曲 线 的 方程 ,而 这 个 典 线 时 做 该 方程 的 图 形 。 

tg 与 它 的 方程 表示 同一 个 图 数 关系 ,只 是 方法 不 同 ， 


rrrroirorr ro 
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和 

若 已 知 曲 线 的 方程 , 就 可 用 画图 颖 , 作出 相当 正确 的 曲线 (更 正确 
地 襄 ， 可 以 作出 由 绞 上 任意 多 的 点 ); 作 出 较 多 的 点 ,曲线 的 形状 就 会 显 
出 来 ;这 科 方 法 叫做 描 进 。 
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作曲 线 时 , 选择 尺度 是 很 重要 的 ; 4 与 9 的 尺 诬 可 以 选 得 不 一 样 。 
如 果 % 与 y 用 相同 的 尺度 , 平面 就 如 万 格 匈 ; 用 不 同 的 尺 瞩 , 平面 如 知 
形 格 乡 。 以 后 我 们 关于 x 与 y 用 相同 的 尺度 。 

读者 可 以 变更 4 与 y 的 尺度 ,用 此 处 所 介 灵 的 描 迹 法 作 几 个 最 简 

以 上 讨 到 点 以 的 坐标 , 曲线 的 方程 与 方程 的 图 形 等 , 由 这 些 概念 
建 并 起 代 数 与 几何 的 紧密 连 系 。 一 方面 , 可 能 由 几何 的 玖 杰 来 故 示 并 
研究 分 析 . 上 的 机 数 关 系 , 另 一 方面 ,也 可 能 由 代数 的 演算 来 求 几何 问题 
的 解答 ;这 是 笛 卡 儿 首 荐 的 解析 几何 学 的 基本 任务 。 

因为 特别 重要 ,我 们 再 把 作为 解析 几何 学 的 基础 的 几 件 事 列 在 下 
面 : 

若 于 奉 面 上 规定 好 两 个 坐标 轴 , 则 和 盏 面 上 任 一 点 对 应 于 一 对 实数 
人 好 经， 反之 ， 全 到 一 居 实 数 兴 忆 于 革 国 上 一人 


ao iis gl 


村 对 应 守 与 y 的 一 个 夯 数 关系 ， A z 与 Y 的 广 
程 , 这 个 方程 必须 且 仪 须 被 曲线 上 的 点 的 坐标 满足 ; 反之 ,一 个 含有 两 
个 变量 2 与 的 方程 对 应 于 一 条 曲 绕 ,这 条 曲线 由 所 有 的 坐标 能 满足 
这 个 方程 的 扣 租 成 。 

渴 在 再 回 到 最 简单 函数 的 图 形 。 还 要 注意 , 若 有 一 个 由 方程 粮 定 
的 国有 关系 , 无论 是 显 式 或 是 隐 式 : 
z y==f(z) 或 Fl(%, 2)=0， 
则 在 以 交工 与 了 了 为 轴 的 平面 上 ， 对 应 于 芒 方 程 的 曲 糖 是 做 这 方程 
的 图 形 或 由 这 方程 确定 的 醒 数 的 图 形 。 这 图 形 上 的 点 的 横 坐标 与 磷 华 
标 , 分 别 葵 出 这 责 数 关系 中 变量 x 与 y 的 值 。 
”在 自动 训 录 仪器 里 , 图 形 是 自动 作成 的 , 通常 用 变量 + 计时 间 , y 记 所 注意 的 


随时 间 改 变 的 量 , 如 气压 《气压 图 )、\ 气 六 ( 气 台 其)。 DU 有 表示 和 气 
体 压 力 与 容积 的 关系 的 轿 。 
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12， 和 线性 范 数 ” 画 数 中 最 基本 的 ,也 是 实际 上 最 重要 的 ,是 一 欢 二 
村 并 


y=Q72+b， (2) 
其 中 a 与 5 是 已 知 常数 。 这 个 画 数 的 图 形 是 直线 。 它 也 叫做 线性 西 
数 。 先 考虑 5 等 于 雳 的 情形 。 这 时 画 数 成 为 : 
y= a%, (3) 
它 表示 y 与 z 成 正比 , 常 系数 o 岂 做 比例 系数 。 

由 图 (图 5 ) 可 以 看 出 ,方程 (3 ) 的 图 形 有 下 述 的 几何 性 质 : 无论 于 
其 上 取 那 一 个 点 以 ,其 艇 坐标 y= 瑟 履 与 横 坐 标 “= ON 之 比 为 一 常量 
”&g。 而 这 个 比值 就 是 线段 ON 与 OX 轴 交 角 a 的 正切。 因此 , 点 性 的 
几何 轨迹 是 一 条 过 坐标 原点 的 且 与 OX 韩 的 交角 为 a (a 十 m) 的 窒 线 。 

我 们 认为 a 是 由 0 加 以 道 时 全 方向 到 这 得 线 的 角度 。 


图 5. 加 6. 
由 图 还 可 看 出 方程 《3 ) 中 系数 5 有 重要 的 儿 何 意义 : 是 鼓 万 程 
所 对 应 的 直线 与 0X 轴 灵 和 角 的 正切 。 因此 , ac 是 做 这 坎 线 的 儿 座 。 注 
党 , 者 4 是 负数 , 卓 a 是 印 角 , 于 是 对 应 的 直线 的 借 儿 情形 如 图 6 所 
Fo 
现在 回 到 线性 落 数 的 一 般 情形 , 考虑 方程 (2)。 方 程 (2 ) 的 图 形 
中 的 座 坐 标 y, 与 方程 (3 ) 的 图 形 中 的 绝 坐 标 差 一 个 常数 项 2。 因此 ， 


我 们 可 以 由 图 5 所 示 的 方程 (3 ) 的 图 形 (c>0 时 ) 直接 得 到 方程 (2) 
的 图 形 ;只 人 须 : 若 5 是 正 的 ,就 于 行 半 OF 朝向 上 移动 一 段 1, 若 是 负 
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的 ,就 向 下 移 。 如 此 所 得 的 坦 线 平行 于 原来 的 直线 , 且 在 0Y 轴 上 截 一 
段 OM。=25 (图 7)。 

所 以 , 夯 数 (2 ) 的 图 形 是 一 条 
直线， 它 与 0X 轴 艾 角 的 正切 等 于 
xi 而 原 扣 C 到 蕊 与 OF 韩 的 变 点 的 
距离 等 于 2。 

系数 “ 呈 作 这 度 线 的 斜 变 ,0 时 

做 这 直线 的 炎 截 距 。 反之 , 车 已 知 
一 条 将 线 , 不 平行 于 07 轴 , 朋 对 应 于 该 直线 的 方程 可 以 写成 如 (2 ) 的 
形状 。 依 照 以 上 所 述 , 只 须 取 和 肥 数 4 等 于 该 直线 与 0X 转交 角 的 正切 ， 
而 2 等 于 该 直线 在 OF 轴 王 所 蕉 线段 之 长 。 
还 有 一 种 特殊 情形 。 旷 4==0, 方程 (2 ) 成 为 : 
一 0， (21) 
亦 序 得 到 这 样 一 个 x2 的“ 苹 数 " ,无论 2 取 什 么 值 , 一 数 的 值 永远 是 3。 
不 难看 出 , 廊 程 (21) 的 图 形 是 一 条 直线 , 这 直线 平行 于 OX 轴 而 与 0 
珊 的 距 鹿 是 |?|( 若 5>>0 则 在 上 。 若 9<0, 旭 在 下 )。 为 了 不 作 特 殊 的 
规定 ,我 们 说 为 方程 421) 也 确定 一 个 4 的 图 数 。 
13.， 改 变量 。 线 性 男 数 的 基本 性 质 ”现在 我 们 襄 一 个 研究 夯 数 关 
有 系 时 ,常常 遇 到 的 重要 概念 。 
当 自 变量 2, 由 初 值 变 到 亚 值 za 时 , 亲 值 与 初 值 的 差 ze 一 2 叫 
做 2 的 改变 量 。 画 数 %=.fz) 的 对 应 的 移 值 与 初 值 的 差 。 
ga 一 人 一 三 Za3) 一 了 (Zi) ， 
叫做 2 的 对 应 的 改变 量 。 
改变 量 常 到 作 : 


4d2 一 23 一 04， AYy=Ys—Yio 
注意 , 改变 量 可 以 是 正 量 , 也 可 以 是 负 量 , 尔 即 改变 并 不 一 定 是 要 
增加 的 。 人 
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x 整个 用 作 一 个 表示 % 的 改变 量 的 符号 。 


应 用 于 闭 性 辆 数 
ya 一 023 十 0， =ar+b, 
逐 贰 相 减 ,得 至: 
%a 一 从 一 4 一 0)， (4) 
或 y= a 4x, 


这 等 式 说 明 , 线性 面 数 y=az 十 5b 具有 一 个 性 质 ， 就 是 夯 数 的 改变 
这 两 数 的 图 形 的 妊 率 。 

若 利 用 图 形 (图 8 ), 旧 
自 变 量 3 的 改变 量 对 应 于 
线段 MP= a 
函数 的 改变 量 对 应 于 线段 
P1Mf。= 4y 一 Ys 一 Yi， 于 是 公 
式 44) 可 得 搂 由 考察 二 角形 
MiPM; 推出 。 8. 

现在 假设 有 一 个 画 数 具有 上 述 性 质 ,就 是 由 变量 的 改变 量 与 夯 数 
的 改变 量 成 正比 ,如 公式 (4 ) 所 示 , 由 这 公式 推出 : : 

ys 一 (0s 一 0) 十 或 Ye=ars+ (Yi 081)o 
我 们 把 变量 的 初 值 vz 与 yi 算 作 定 值 , 工 把 差 (一 czi) 记 作 人 
ya 一 Cs 十 0。 

因为 变量 的 弥 值 zs 与 ys 可 以 随意 取 ， 所 以 可 以 用 2 与 9 蔡 代 oa 

与 y%;. 于 是 上 面 这 方程 就 可 以 -写成 : 
一 002 十 0。 

就 是 任 一 画 数 , 车 具 有 -上述 性 质 ; 改变 量 成 正比 , 则 一定 是 一 个 帮 
性 画 数 y= ax 十?， 其 中 a 是 比例 系数 。 

因此 , 在 任 一 自然 律 中 , 如 所 考虑 的 量 的 改变 量 成 正比 , 就 可 用 绪 
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性 画 约 ,或 者 字 的 图 形 一 一 直线 一 一 来 者 示 ; 这 是 对 种 有 的 管 形 。 
14， 等 速 运动 的 园 形 ”等 速 运 动 图 形 的 最 重要 应 用 是 对 直线 及 其 季 数 葵 以 力 
学 的 解 悉 。 若 点 卫 沿 其 一 路 嫉 ( 香 道 ) 运动, 在 款 道上 取 一 定点 ， 则 点 一 的 位置 就 
由 这 定点 到 点 了 的 距离 先 全 决定 。 这 个 距离 ,也 就 是 弧 4P, 也 做 经 过 的 路 程 , 训 
作 s) s 可 以 是 正 的 或 是 负 的 ,在 原点 4 的 一 方 s 的 值 算 正 的 。 在 另 一 方 算 负 的 。 
取 时 间 + 作 让 变量 , 纸 过 的 路 程 * 就 是 + 的 画 数 ， 作出 运动 的 图 形 , 就 是 夯 数 


关系 


8= f(t) 
的 图形 (图 9); 不 要 把 它 与 运动 的 辕 道 相 混 。 
车 在 任 一 级 时 间 , 该 点 所 走 的 路 程 与 这 区 并 之 长 成 正比 ,或 者 说 在 从 揣 到 名 这 
毁 时 间 , 所 走 的 路 程 与 这 区 间 之 长 的 比值 
S89—81 ds 
~ 
是 个 常量 , 则 这 运动 叫做 等 速 的 ; 比值 作 叫 做 这 运动 的 速 府 , 记 作 2。 
由 以 上 所 玉 , 等 速 运 动 图 形 的 方程 有 如 : 
S 一 全 十 380) 


这 图 形 是 一 条 直线 ,条 奉 等 于 运动 的 速球 , so 是 s 的 动 逢 , 喜 是 上 =0 时 s 的 值 。 


凡 9. 园 10. 


图 10 巍 示 一 个 点 卫 的 运动 的 图 形 ,从 时 烈 0 到 时 到 刀 ) 它 以 党 速率 v1 党 正方 
向 移动 (与 t 轴 成 锐角 ) ,从 到 思 , 以 较 大 的 常 速率 v3 洛 正 方向 移动 ( 较 大 锐角 ) ， 
以 后 以 负 的 常 速率 vs( 沿 相反 方向 鲍 角 ) 回 到 最 初 位 置 。 有 时 必须 研究 在 同一 未 
道上 运动 的 询 多 点 (例如 作 火 车 或 电车 的 行驶 时 间 卖 ) , 为 要 确定 这 些 点 相遇 的 情 


于 -aa 


130 9 10 _ 11 从 
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| A 
-EN 


PH 人 
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图 世 。 


15， 径 验 公式 ”由 于 直线 作 起 来 简 蛙 ,并 且 它 直达 图 数 的 改变 量 与 自 变量 的 
改变 量 成 正比 的 此 质 , 作 站 和 线 的 图 形成 为 找 码 验 公 式 的 最 方便 的 办 法 ,所谓 克 刚 全 
式 , 是 没有 理论 的 研 完 时 ,由 试 险 家 接 得 来 的 公式 。 

由 试验 的 记录 表 ， 在 作 图 柳 上 得 到 一 列 的 氮 ; 藻 我 们 要 得 到 所 考察 的 本 数 关 采 
的 近似 杜 葵 公式 是 厂 性 西数 的 形式 ,就 要 作 一 条 直线 。 若 没 有 一 条 雷 线 鬼 过 全 部 
作出 的 点 ( 常 是 不 可 能 的 ), 若 只 好 做 一 条 家 乒 , 使 在 它 两 侧 的 点 的 数目 相等 , 并且 
都 离 它 充 分 近 。 在 误差 论 及 观测 的 处 理 中 研究 作 这 种 前 绑 的 四 精确 的 方法 。 但 是 
在 实际 工作 中 , 对 于 不 很 精确 的 研究 , 作 这 亚 瞪 可 厂 都 是 用 “ 坚 悉 ”法 , 就 是 用 一 条 
起子 拉 直 了 斌 着 比 。 作 好 直 厂 ,再 这 接 景 一 量 , 就 可 以 确定 它 的 方程 : 

z Y=ar+b 
就 是 未 知 的 烃 验 公式 。 求 这 种 公式 时 ,时 第 对 于 xz 与 y 两 个 量 用 不 同 的 尺度 ,就 是 
OX 与 OF 轴 上 间 样 的 长度 去 示 不 同 的 数 。 在 这 样 情形 下 , 斜率 a 不 等 于 直线 与 
0X 轴 交 角 的 正切 ; 而 差 一 个 因子 ， 这 个 因子 等 于 用 以 表示 2 与 y 两 个 量 的 第 位 长 
的 比值 。 
例 《 轿 12) 
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| 


ys 0.375z 十 3.65 
《我 们 用 符号 名 让 近似 相 等 ) 。 


a a 


16. 二 次 抛物 琅 ”线性 画 数 


2 一 CU 十 0 
是 次 整 画 数 或 见 砍 多 项 式 
W 一 000 十 0400 十 十 Cr 作 十 Cn 
的 特殊 司 形 ,除了 线性 画 数 它 最 简单 的 情形 就 是 二 次 二 项 式 (%n=2) 
y=ar?+ br+ 6, 
这 个 画 数 的 贺 形 叶 做 二 庚 抛物 楼 或 简称 抛物 科 。 
列 时 我 们 只 讨论 扫 ? 物 米 的 最 简单 情形 
Y=avo (5) 
用 换 迹 法 ,不 难 作 出 这 曲线 。 图 18 表示 曲线 y=2*(4=14 与 9 一 
= 一 (4 二 一 1])。 对 应 于 方程 (5 ) 的 曲线 , 当 4>>0 时 , 整个 在 0X 埔 
以 上 , 当 4a<0 时 ,在 0X 轴 以 下 , 当 2 的 绝对 值 境 加 时 ,这 个 曲线 的 维 


Yeams 


TT 人 和 
人 UEDA 
Ny yy 
WU 
~ 人 人 MN | 古人 押 六 者 和 
MHA / 


~SRNUEE 各 可 
NS 
“LANNNA 
AAA WNNAN, 
TY 人 AN 
A AN 
/有 BIN 
AL 


-HH 


-CE 


回 ”13. 加 ”14. 


坐标 的 绝对 什 增 加 , 并 且 当 a 的 绝对 值 较 大 时 , 它 培 加 得 较 快 。 图 14 
表示 , & 取 不 同 的 值 时 , 画 数 (5 ) 的 一 串 图 形 , 图 上 标记 着 有 每 一 个 抛 
物 线 对 应 的 a 的 值 。 / 

方程 (5) 只 有 z? 项 ,所 以 ,用 (一 四 替代 (z ) 时 , 它 不 改变 。 就 是 ， 
车 点 (%w,，9) 在 掀 物 线 (8) 上 ,天 (一 z, 四 也 在 这 抛物 线 上 。 显 然 , 瑟 (2,9) 
与 (一 #,Y) 对 OF 轴 是 对 称 的 , 就 是 , 对 OF 轴 来 讨 , 宪 们 中 的 一 个 是 
男 一 个 的 影像 .如 此 ,车 把 右 千 个 于 面 , 黎 OF 轴 180 使 它 与 左 守 再 
面倒 合 在 一 起 , 则 OF7 轴 右 边 的 什 个 抛物 弹 ,就 与 左边 的 什 个 重合 。 换 
名 话说 , OY 轴 是 抛物 线 (5 ) 的 对 称 轴 。 

. 举 标 的 原点 , 当 5c>0 时 , 是 这 曲线 的 最 低 点 ; 当 4 二 0 时 , 是 最 高 

尽 ; 它 时 做 抛物 厂 的 顶点 。 

者 答 定 扼 物 线 上 一 点 M0 (zy V10) :不 是 顶点 ) 则 和 柔 数 4 就 完全 确定 了 。 因 为 这 
时 有 
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Yo= a a= 了 9 
于 是 ;抛物 简 的 方程 (5 ) 就 成 为 
Y -如 之) © (0) 
己 知 凌 上 感 ， 对 称 朝 与 顶点 外 任意 一 点 就 有 一 个 最 简单 的 作 图 法 ) 可 以 作出 拢 
物 线 上 任意 多 (nn) 个 点 。 本 
将 已 知 点 Mo(zo g) 的 杭 坐 奈 与 焙 坐 奈 各 分 为 ”等 份 (图 15) , 藉 过 原点 作 入 
束 到 答 坐 标的 各 分 点 ,这 些 线 东 与 过 横 坐 标的 分 点 而 平行 了 OZ 埋 的 直线 的 交点 ， 
束 是 抛物 钱 的 点 ,实际 上 ,由 作 图 我 们 有 (图 15) 


tC 一] 一 工 一 和 i 了 
0 1 一 加。 ”4 二 人 一 人 -) =w( 生 ) » 


和 人 nn 


神 据 (60); 太 性 1 (zi9 1) 也 在 抛物 窗 上 上 。 别 的 点 可 以 类 似 的 证 明 。 


Se nt? 
ed ee A x 
or i TE 


-uriTiT 
Ed 
辐 ”15， 16. / : 
若 已 知 丙 个 函数 


y= 二 fi(%) 与 y=fs(%) 
以 及 对 应 于 它们 的 图 形 , 居 图 形 的 交点 的 坐标 满足 这 两 个 方程 ,就 是 
f1(2) =f3(%) 

的 解 。 | 


$ 1， 变量 2 


上 述 情 形 , 可 用 以 求 二 次 方程 的 近似 解 。 在 作 图 比 上 尽 可 能 精确 
的 作出 抛物 航 
4 一 2 《6: ) 
的 图 ,方程 
2 一 DO 十 9 (7) 
的 根 就 可 以 漆 作 拢 物 各 (61) 与 直线 4%y=22z 二 4 的 交点 的 横 坐 标 ,于 是 在 
图 上 找 出 交点 就 得 到 方程 47) 的 解 。 图 16 表示 三 种 情形 , 这 种 交点 
有 时 有 两 个 ,有 了 时 一 个 (直线 与 抛物 线 相 切 ) ,有 时 没有 。 
17 ， 三 次 抛物 线 三 次 多 项 式 
4 一 0 十 23 十 o 比 十 志 


的 曲线 对 做 三 欢 抛 物 线 。 我 们 考 


Ld WAY 


虚 它 的 最 简单 的 情形 
Y= 02’, (8) 
妆 是正 的 时 , 4 与 yy 同 号 ; 


2 是 负 的 , 划 异 号 。 第 一 种 情形 
的 曲线 在 第 一 与 第 三 雏 限 ,第 二 
种 情形 的 曲线 在 第 二 与 第 四 象 
了 上限。 图 工 表示 < 取 不 同 值 时 , 曲 
线 的 形状 。 

若 以 (一 2) 与 (一 9) 同时 闪 
代 2 与 y, 居 方程 (8) 的 两边 都 
变 号 ,方程 在 本 质 上 没有 改变 ， 
就 是 ,车 点 (2, 四 在 基线 (8 ) 上 图 17. 
用 点 (一 2%， 一世 在 这 曲线 上 。 显然 (%, 9) 与 (一 2， 一 切 两 个 点 对 原点 
对 称 ， 就 是 达 镁 它们 的 线段 彼 原 点 符 分 。 由 此 推 知 , 曲线 (8 ) 的 任意 
一 个 过 原点 的 弦 , 必 被 原点 于 分 。 换 名 话说 : 华 标 原点 O 是 曲线 (8 ) 的 
中 心 。 
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再 提出 三 次 抛物 线 的 另 一 种 特殊 情形 


Y= QW + Cr, (9) 
这 方程 的 右边 是 两 项 之 和 , 于是, 为 要 作 这 个 曲线 , 只 人 须 作 出 直 团 
y=02， (10) 


绸 和 直 搂 由 阐 上 求 曲 线 ( 8 ) 与 (10) 的 对 应 的 柳 坐 标 之 和 。 图 18 表示 曲 
线 〈《 9 ) 的 各 种 形状 (a 二 1,¢c 取 不 同 的 值 ) 。 
Ya 4133407239 


作出 曲线 


就 得 到 由 立 形 解 三 次 方程 


2 一 22 十 9 
的 方法 (不 太 精 确 ) ,因为 这 个 上 方程 的 根 就 是 曲线 y=z 与 直线 
4 一 2pZ 十 9 


的 交点 的 机 坐标 。 

图 上 指示 出 (图 19) , 这 种 交点 可 能 有 一 个 ,两 个 或 是 三 个 , 但 至 少 有 一 个 ， 就 
是 三 次 方程 至 少 有 一 个 实 根 。 严 社 的 证 明 , 以 后 再 议 。 

18， 反比 定律 ” 栈 数 关系 


Fei 


$ 1， 变量 2 


en 


， (11) 


表达 变量 z 与 9 之 关 的 反比 定律 。 当 ” 增多 几 倍 时 ,y 就 减少 几 倍 。 
m>0 时 ,变量 2 与 y 同 号 ,就 是 图 形 在 第 一 与 第 三 象限 ; <0 时 ,在 第 
二 与 第 四 象限 。z 近 于 雾 时 ,分 式 一 的 狗 对 值 就 很 大 。 反 之, 2 的 多 
对 值 念 大 时 分 式 一 的 绝对 值 念 小 。 

直接 用 描 迹 法 作 这 曲 
线 ， 如 圈 20, 它 表 示 出 xm 取 
不 同 的 值 时 , 1) 的 曲线 , 实 
线 对 应 于 m>0 的 情形 , 不 
线 对 应 于 和 <0 的 情形 ; 并 
标记 有 每 条 曲线 对 应 的 名 的 
值 。 这 种 曲线 叫做 等 轴 双 曲 
线 ,每 一 条 这 样 的 曲线 都 有 
无 旁 支 厂 , 当 支 炎 上 的 点 的 
模 坐 标 2 或 克 坐 标 Y， 无 限 
增加 时 , 它 开 近 于 坐标 轴 
OX 与 O07 , 这 样 的 直线 时 
做 这 双 曲 线 的 渐 近 和 线 。 图 20. 

车 葵 定 曲 痢 上 任意 一 点 M6 (zw g) ,方程 (1H) 中 的 系数 mr 就 完全 确定 了 ， 因 
为 这 时 


Toyo = My 
方程 (1) 就 可 以 吾 成 
XYy = Xoyo? (C12) 
VY Yo 
或 wo .0? 


各 此 ,车 已 知 一 等 朝 双 曲线 的 渐 近 钱 与 它 的 任意 一 点 7。 (mw, go) ,就 有 作 图 的 
方法 ,可 以 作出 这 曲线 上 任 总 多 个 点 。 取 潮 近 线 作 华 标 轴 由 华 祭 原点 任意 作 重 束 


中 
OP,, OP，… 注意 这 些 厂 与 雷 钱 
| y Yo = 
的 交点 。 过 线束 中 每 一 条 直线 上 的 两 个 交点 ,各 作 平 行 于 坐标 轴 的 直线 ,这些 直 起 
的 葡 点 ,就 是 双 曲 厂 上 的 点 (图 21) 。 这 是 由 于 三 角形 OP: 与 0SPi 相似 : 


或 


就 是 点 叶 1(21，1) 在 曲线 (12) -Es 


19. 略图 数 ” 以 上 讨论 的 画 数 y 一 az; g 一 422; y=aw? 与 y= 一 
都 是 下 面 形 状 的 郴 数 

Y= QTV" (18) 
的 特殊 情形 , 其 中 4 与 % 是 任何 常数 。 通 常 画 数 (13) 时 做 最 隙 数 。 我 
们 只 限于 作出 “= 了 2 只 取 正 值 的 图 形 , 图 22 与 23 表示 对 应 于 不 同 
的 % 值 的 图 形 。 对 一 切 % 值 ,由 万 程 y=w*, 当 4=1 时 , y=1; 就 是 所 
有 的 曲线 都 轰 过 点 民 , 1)。 当即 取 正 值 而 Z> 工 时 ,和 4 人意 大 曲线 上 升 得 
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| 
< [tyeylt, 


~ 
a, 


图 好， 
意 快 (图 22) 。 当 n 取 负 值 时 (图 28) , 夯 数 y 二 x" 相当 于 分 式 。 例 如 ， 
可 以 用 9= -点 替代 g= **。 在 这 种 情形 下 , 当 2 增加 时 , 相反 的 、y 
要 减 小 。 对 应 于 方程 (18) 的 曲线 有 时 电 做 多 带 线 。 热 力学 中 常 遇 到 他 


28 . 第 一 章 、 画 数 关 条 与 极限 认 


注意 , n 取 分 数 时 ,我 们 把 根 号 的 值 算 作 正 的 ,例如 ,2 二 M5 算 正 
的 。 : 


者 已 知 曲 线 上 两 个 点 Mz Yi) 与 则 (zy yo) 则 由 
=arty Ya= ar (14) 
可 以 确定 方程 (13) 的 两 个 常数 a 与 %， 用 (14) 中 的 一 个 除 另 一 个 ,消去 a; 


nt 
Ms 


i, 


Ya 2 
然后 , 取 对 数 , 就 由 公式 : 
n= ]og V1~ log 4 
log 21 ~ lop 7, 
确定 出 n; 求 出 % 后 ,由 (14) 中 任何 一 个 可 以 得 到 a。 
图 24 表示 由 曲 厂 (13) 上 两 个 已 知 点 六 1 (ay 4) 与 (za y2) 作出 曲直 上 任 
意 多 个 点 的 作 图 法 。 过 0 点 任意 作 两 条 下 线 09，07 各 与 OX 轴 及 OF 翰 作 成 角 
& 及 Bb; 由 已 知 点 开 1 与 以 画 坐 标 郝 的 垂 线 , 与 03，07 交 于 51， S59; T1， To; 与 从 
标 寺 次 于 由， V2; 局 ，Rz。 过 Ro 作 BoTs 平行 于 73y 过 53 作 S20 平行 子 S18。 
再 过 7 与 8 作 和 下 厂 各 平行 于 0X 与 0Y 轴 , 得 到 的 交点 以 3(z3; ys) 在 这 曲 灯 上 。 
实际 上 ,出 相似 三 角形 求 得 : 
0O OS 2_0O 0 Ta _ 
人 
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全 
由 此 zj 一 -2 ， 


同 理 可 让 4 3 o 
由 己 4) 求 得 : 


ys 一 > = ) = 
就 是 点 (zs Y3) 在 曲线 (13) 上 ,于 是 得 证 。 


20. 反 图 数 为 了 研究 更 多 的 初等 夯 数 ,现在 来 介绍 一 个 新 的 林 
念 ， 束 是 反 画 数 的 概念 。 如 以 前 1 中 所 述 ,， 研究 变量 z 与 y 之 骨 的 画 
纹 关系 时 , 自 变量 可 自由 选 定 ,只 要 看 怎么 样 方便 。 长 有 一 个 画 数 %= 
= 了 (2) , 其 中 z 用 作 自 变量 。 
若 将 V 考虑 作 自 变量 , % 作画 数 , 由 这 个 关系 4%=/ 2) 确定 的 画 数 
$=9(y) 
中 做 已 知 画 数 了 (2) 的 有 反 画 数 ,而 了 (3%) 常 肝 做 直接 画 数 。 
变量 的 记号 并 不 是 定 死 的 , 如 果 我 们 对 上 面 两 个 责 数 都 用 2 记 自 
变量 ,就 可 以 说 p(w) 是 画 数 fw) 的 有 挨 数 。 例 如 ,车站 接 责 数 蚌 
Y=Q%Tb, 4 一 0; 
划 到 夯 数 就 是 
y= | y=~ 2 


由 交接 丽 数 的 方程 求 反 丽 数 ,叫做 反 演 法 。 / 

设 已 有 直接 西数 y=f(z) 的 图 形 。 不 难看 出 , 这 个 图 形 也 就 是 反 
画 数 z==g(y) 的 图 形 。 实 际 上 , 方程 y=f(w) 与 = (y) 所 给 出 的 xz 
与 gy 之 阅 的 关系 是 一 样 的 。 在 直接 画 数 中 , 任意 苔 定 x, 在 OZ 轴 上 上 
”由 原点 0 起 取 对 应 于 这 个 数 z 的 线段 ， 由 这 线段 的 称 点 作 0X 加 的 重 
线 直 到 与 图 形 相交 , 这 一 段 重 线 的 长 度 , 连同 它 应 有 的 符号 , 就 是 对 应 
于 所 答 z 值 的 y 值 。 对 于 反 画 数 %= p(y)，, 我 们 就 要 在 0 轴 上 由 原 
点 0 起 取 葵 定 的 y 的 值 , 过 这 线段 的 多 点 作 DO7 轴 的 垂 线 直到 与 图 形 
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相交 , 这 -- 段 重 厂 的 长度 , 连同 应 有 的 符号 , 输出 对 应 于 所 给 y 值 的 
值 。 

在 第 一 种 情形 下 , 自 变 量 * 取 在 0OT 轴 上 ; 而 在 第 二 种 情形 下 , 自 
变量 y 取 在 OF 轴 上 ; 这 是 很 不 方便 的 。 换 句 话说 , 当 由 直接 西数 
% 一 六 ke) 改换 到 反 画 数 2= p(y) 时 ,我 们 可 以 用 同一 个 图 形 ,但 是 要 读 
住 , 当 改 换 时 ,表示 自 变 量 侍 的 轴 与 裘 示 画 数值 的 轴 , 就 互 换 了 。 

为 各 驶 这 种 不 方便 , 当 改 换 时 ,我 们 反 畦 整个 平面 使 0 和 与 OF 加 
互 换 位 置 。 为 此 ,显然 ,只 须 将 作 图 和 平面 ,连同 图 形 克 第 一 象限 的 于 分 线 

- 转 180"。 这 样 转 好 以 后 ， 两 轴 

就 互 换 位 置 ,而 反面 数 z= (9) 
就 要 写成 通常 的 形式 : y= 
二 9 (2)。 所 以 ,车 已 知 直 接 画 
数 y= 二 f(z) 的 图 形 , 则 为 要 得 
PX 到 反 丽 数 y= 9 (2z) 的 图 形 , 只 
须 把 图 形 的 平面 纱 第 一 象限 的 


平分 线 畦 180 ”就 成 了 。 
HA se 
数 的 图 形 , 三线 表 示 愉 夯 数 的 


四 25. 图 形 。 第 一 象限 的 下 分 线 也 用 
碟 线 卖 示 , 整个 作 图 盏 面 粒 着 它 转 ,就 由 实 线 图 形 得 到 丰 线 图 形 。 

21， 责 数 的 多 和 值 性 ”以 上 我 们 考虑 过 的 初等 函数 的 图 形 , 有 个 共 
同 的 特点 , 就 是 垂直 于 0 轴 的 直线 与 图 形 的 区 扣 ， 胞 常 总 是 有 一 个 ， 
但 不 多 于 一 个 。 意思 是 说 这 些 图 形 所 确定 的 函数 9 是 这 样 的 : 当 粮 定 
z 的 一 个 值 时 ， 就 有 ?9 的 一 个 确定 的 值 与 之 对 应 。 或 者 说 它 是 单 值 丽 
数 。 


明丽 
十- 抽 - 全 二 人 
tt | 


若 垂 让 于 OZ 轴 的 站 线 与 图 形 交 于 儿 个 点 。 就 是 说 , 对 必 的 一 个 
欠 定 值 ,有 几 个 粹 坐标 ,也 就 是 9 的 几 个 值 与 之 对 应 。 这 样 的 画 数 吓 做 
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多 值 的 。 以 前 我 们 已 经 提 到 过 多 值 画 数 [外 。 

洪 将 接 国 数 y=f(z) 是 单 值 的 ,其 反 画 数 y=g (x) 可 能 是 多 值 的 。 
例如 ,由 图 25 可 以 看 出 这 种 情形 。 

再 仔 秋 看 一 个 简章 的 情形 。 圆 13 上 实 厂 表示 画 数 y= 2 的 图 形 。 
车 绕 第 一 象限 的 平分 线 转 180?, 则 得 到 反 画 数 y= w 2 的 图 形 (图 26)。 

行 秆 考虑 它 。 当 z 取 负 值 时 (在 OF 轴 左 方 ), 所 有 垂 韦 于 OX 翰 
的 直线 与 图 形 不 相交 。 就 是 , 当 “<0 时 , 画 数 y= V3 无 意义 。 这 相 
当 于 , 负数 的 二 次 根 没 有 实数 值 。 反之 , 当 2 取 任 一 正 值 时 ,垂直 于 
0 刘 的 直线 与 图 形 交 于 两 点 , 就是, 给 定 4 一 个 正 值 时 ,图形 上 残 有 
两 个 磷 坐 标 一 一 2 与 开 Ni。 第 一 个 艇 坐标 葵 出 4 的 一 个 正 值 , 第 二 
个 炊 坐 标 是 有 同样 经 对 值 的 负 值 。 这 相当 于 , 一 个 正 数 的 二 次 要 有 两 
个 值 , 纸 对 值 相 敌 ,而 符号 相反 。 由 图 也 可 以 看 出 , 当 z=0 时 ,我 个 只 
有 一 个 值 y=0。 所 以 , 当 z>0 时 ,函数 y=\ zz 确定。 当 %>0 时 , 有 
两 个 值 ;而 z=0 时 ,有 一 个 值 。 

只 取 图 26 上 图 形 的 一 部 分 , 我 们 可 以 把 画 数 y=~Vx 作为 单 的 
的 。 例 如 , 只 取 第 一 象限 办 的 图 形 ( 贺 27)。 这 对 应 于 只 考虑 二 次 根 值 


路 “26， 一 27. 


82 第 一 章 ” 国 数 关 条 与 极限 验 


Pe 


正 值 。 图 27 上 所 者 示 的 西数 y= /2 的 图 形 的 一 部 分 是 由 直接 夯 数 
y= 二 2? 的 阅 形 (图 13) 在 OF 二 右 方 的 一 部 分 得 到 的 。 夯 数 
y 二 Mx 或 y= 

的 图 形 在 第 一 象限 的 一 部 分 ,我 们 已 经 在 图 22 上 表示 过 。 

现在 殴 从 单 值 让 接 西数 , 经 反 演 法 , 仍 得 到 音 值 反 丁 数 的 情形 , 我 
个 介 轻 一 个 新 的 概念 。 

若 当 自 变量 x 增加 时 ,对 应 的 画 数 y=f(z) 的 值 也 增加 ;就 是 若 由 
Zsz1 可 推 知 了 (Za) > 六 oa); 则 这 画 数 是 做 增 画 数 。 
由 于 我 们 所 用 的 0X 与 O7 款 的 安置 , x 增加 对 应 于 沿 OX 轴 向 
右 移 ,y 增加 对 应 于 沿 OF 轴 向 上 移 。 增 画 数 的 图 形 的 特性 就 是 : 当 治 
这 曲线 向 & 增加 的 方向 (向 右 ) 移 动 时 , 同时 也 向 y 培 加 的 方向 (向上) 
z 移 式 。 

考虑 任意 一 个 确定 于 区 
油 c 和 cz 过 上 上 的 单 值 境 西 数 
的 图 形 ( 图 28), 设 jc) 一 2， 
f(b) =d, 根据 落 数 的 增加 
性 , 显然 c<&， 在 区 汪 ce 
<y<d 上 , 任 取 一 个 y 的 
值 ,并 过 宅 所 对 应 的 点 作 OF 

28. 辐 的 垂 线 , 则 这 牌 线 与 图 形 

家 交 ， 而 且 只 有 一 个 交点 , 就 是 在 区 沿 e 和 ys<aw 上 , 任意 一 个 4 回 到 zx 
一 个 确定 的 值 。 或 者 骆 培 函数 的 反 画 数 是 单 值 的 。 
”由 图 也 不 难看 出 ,这 画 数 的 反 画 数 是 墙 画 数 。 

类 似 的 , 若 当 自 变量 % 墙 加 时 ,对 应 的 面 数 %= j(z) 的 值 减 小 ,就 
是 车 由 ze>2t 可 推 知 了 (2s) 之 了 (zo) ; 旧 这 男 数 叫做 三 丽 数 。 

像 上 面 一 样 ,可 以 肯定 , 减 画 数 的 反 画 数 是 单 值 减 画 数 。 还 要 注意 
”很 重要 的 一 点 。 在 上 面 全 部 论证 中 ,我 们 总 假定 丽 数 的 图 形 , 是 一 条 不 


6 


$1， 交 里 \ 33 


me ro tr 


曲 断 的 速 丢 曲 终 。 这 件 事 相当 于 夯 数 六 2) 有 特殊 的 分 析 的 性 里， 函 妇 

的 速 炉 性 。 画 数 的 速 乱 性 的 严格 的 数学 定义 与 对 溃 午 夯 数 的 研究 在 第 

二 章 再 蒂 。 这 一 章 中 只 要 求 对 芒 本 概念 的 初步 证 巷 , 至 于 有 系 绑 的 研 

完 , 以 后 各 价 香 廊 。 

以 后 , 当 我 们 谈 到 男 数 时 ,除非 特别 解释 ,都 是 对 童 值 函 数论 的 。 
22. 指数 夯 数 与 对 数 夯 数 ” 现 在 再 求 诗 散 初等 画 数 。 方 程 

y= (15) 

确定 一 个 指数 画 数 , 在 这 里 我 们 把 底 a 算 作 一 个 给 定 的 正 数 (不 是 4)。 

z 取 正 整数 时 , 值 oz 是 最 然 的 。z 取 正 分 数值 时 , 彭 达 式 ez 相当 于 根 


式 a 一 07, 若 g 是 偶数 ,我 们 移 定 取 根 式 的 正 值 。 当 z 取 无 理 数 时 ， 
现在 不 仔 翻 考 不 a* 的 值 ,我 们 只 指出 这 样 一 点 : 当 2 取 无 理 数值 时 ,如 
以 前 所 渡 []， 可 以 用 它 的 近似 值 替代 这 无 理 数 。 如 此 蔡 代 ， 我 们 就 得 
到 oa? 的 相当 准确 的 近似值 。 
例如 ,我 们 知道 
M32 =1.414213.…, 
于 是 avz 的 近似 值 就 有 
Qi=a; ort= a, gl 所 一 人 NA0i 人 ;ve。 

对 于 负 的 指数 ,我 们 有 定义 o-*= -去 ;于 是 当 4 取 负 值 时 ，a* 的 对 
算 , 可 以 由 2 取 正 值 时 er 的 计算 得 来 。 由 以 上 所 述 , 我 们 同意 ,在 表达 
式 or = &/ wm 中 ,所 有 的 根 式 都 取 正 值 。 子 是 , 当 4 取 任 意 一 实数 什 
时 ,而 数 or 总 是 正 的 。 此 外 , 还 可 以 鞍 明 , 4>1 时 , 协 数 。* 是 增 画 
数 ; 0<w<1 时 ,是 减 画 数 。 至 于 对 这 个 画 数 更 仔 莉 的 研究 ,我 们 以 后 
再 议 [44]，。 

图 29 表示 ，, 4 取 不 同 值 时 西数 (15) 的 图 形 。 现 在 指出 这 些 图 形 的 
一 些 特点 。 首先 , 我 们 知道 , 对 任何 a 有 oa?=1, 于 是 , 对 任何 a 国 数 
(15) 的 图 形 婚 过 坐标 是 "= 0, y=1 的 点 。 若 4>1, 旭 曲 线 , 自 左 向 右 
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(在 z 增加 的 方向 ) 无 限 上 升 ; 自 右 向 左 , 无 限 副 近 OX 翰 , 但 总 不 会 达 
到 0O 互 轴 。a<I 时 ,曲线 与 0 天 
再 的 相关 位 置 就 不 同 了 。 向 右 
时 ,曲线 无 限 逼 近 0 二 ,而 向 左 
时 , 无 限 上 升 。 由 于 co 总 是 正 
的 ,所 以 图 形 一 定 全 部 在 0 款 
以 上 。 还 要 指出 , 夯 数 9 一 (二 ) 
的 图 形 ,可 以 由 画 数 y=a 的 圈 形 
秒 OF 二 转 180。 得 到 。 这 可 由 
xz 换 成 一 > 时 ，o-*= (二 ) 的 事 


实 直 把 推出 。 
最 后 我 们 提出 ) 污 4 二 1 旧 yy 一 1 ,于 征 2 取 任 何 慎 时 2 一 1 [12]。 
方程 


2 一 logcz (16) 
确定 一 个 对 数 画 数 。 由 定义 ,对 数 画 数 (16) 是 指数 画 数 (15) 的 反 聊 数 。 
如 此 ,我 们 可 以 把 图 29 上 的 曲线 , 继 第 一 象限 的 平分 继 转 180”, 由 指 
数 画 数 的 图形 得 漳 对 数 画 数 的 图 形 。 由 于 wo> 并 时 (16) 是 增 画 数 ， 所 
以 反 画 数 也 是 的 军 值 增 画 数 。 并 旦 由 贺 29 看 出 ,两 数 (16) 只 确定 于 
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z>0 时 (负数 没有 对 数 ) 。 图 30 上 所 有 的 图 形 , 都 与 0 过 交 于 一 点 
z 一 1。 这 对 应 于 下 面 这 事实 , 无 论 底 是 什么 数 , 1 的 对 数 是 雾 , 为 清楚 
起 见 ,图 31 .上 表示 出 , co>I 时 , 画 数 (16) 的 一 个 图形 。 

对 数 画 数 的 概念 紧 窗 的 连 系 着 对 数 尺 以 及 计算 尺 的 理 葵 。 


在 一 条 葵 定 的 直线 上 作 好 分 划 ， 并 马上 数 , 使 分 划 的 长 嫉 不 对 应 于 记 这 分 划 的 
数 ， 而 对 应 于 它 的 对 数 ( 普 通用 10 作 底 ); 这 样 的 尺度 时 做 并 数 凡 (图 32) 。 如 此 ， 


32. 


若 尺 上 某 一 分 划 部 作 x; 则 线段 二 的 长 度 不 等 于 x; 而 等 于 logie + 尺 上 ; 瑟 作 z 
与 y 的 两 点 阳 壤 段 长 就 等 于 (图 32) 


1y—1z=10gi0Yy ~log1o 2=10gs0; 


为 要 得 到 乘积 zy 的 对 数 , 只 要 由 线段 lz 增加 一 段 功 ， 就 得 到 一 个 线段 , 它 的 长 庭 
儿子 / 
lcog1o2 十 logio Y= 10gig (2 Y)o 


如 此 ,有 了 对 数 尺 ,就 可 以 由 尺 麻 上 境 段 的 相 加 与 相 减 求 出 臻 的 乘积 写 商 。 


加 “33， 
实用 上 ,用 一 个 可 以 治 着 另 一 个 滑动 的 两 个 同样 的 尺 (图 32, 33) 最 为 简单 以 这 
种 理想 为 基础 ,作成 了 计算 尺 。 


在 计算 时 常用 对 数 图 新, 就 是 一 种 作 图 克 , 0X 与 07 雪上 的 分 点 不 对 应 于 意 
通信 ,而 是 对 数 尺 。 


23. 三 角 男 数 ”我 们 只 济 四 个 基本 的 三 角 画 数 : 
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y=An 2, 1 一 603 2 Y=tg ¢, Y=cteg 7, 


其 中 目 变 量 2 要 用 强度 作 单 位 来 表达 , 亦 就 是 取 图 周 上 长 上 度 每 于 年 径 


的 强 所 对 应 的 图 心 角 作 单 位 弧度 。 
34 表示 夯 数 y=sinz 的 图 形 。 由 公式 : 


TF 
O90w sin(2 十 5) 


不 难看 出 ,把 画 数 y=sin 2 的 图 形 顺 着 0 了 加 向 左 移 动 一 段 万 ， 就 得 
到 男 数 y=cos 2 的 图 形 ( 图 35)。 


35. 


图 36 表示 钞 数 y=tgz 的 图 形 。 这 个 曲线 是 由 一 串 全 周 的 互相 
分 离 的 无 穷 支线 所 和 组 成 的 。 每 条 支线 ,在 一 个 寅 度 是 关 的 麻 条 上 ，, 夫 示 
出 这 是 个 的 后面 数 。 最 后 ,图 37 者 示 画 数 y=ctg z 的 图 形 , 也 是 由 


全 同 的 无 穷 支线 组成 的 。 


81. 变量 Ea 


加 36， 
当 夯 数 y=sin 2% 与 y=60g 2 沿 荐 OZ 轴 问 左 或 向 右 移动 一 良 27 
时 , 这 些 图 形 与 原来 的 重合 , 这 对 应 于 图 数 sinz 与 cos zx 有 周期 27， 
就 是 , z 取 任 何 值 时 


sin (Z 土 2r) =sin 7, 609(w+ 27) 一 603 wo 


YA 


号 
3 
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同样 的 , 沿 着 OA 二 移动 一 段 z 时 , 国 数 y=t 堆 3? 与 y=ctg zw 的 图 形 与 
原来 的 重合 。 
图 数 : 
y=Asinar, y=Acosar (4>0,4>0) (17) 
的 图 形 与 岁数 y=sin x 及 y=cosz 的 图 形 是 最 相似 的 。 例 如 , 为 要 由 
栈 数 y=sin 2 的 图 形 得 到 丙 数 y= 4 sin co 的 图 形 , 可 以 把 y=sin 2 
疼 形 的 纵 坐 标的 长 度 4 倍 起 来 , 并 改变 OX 轴 的 单位 , 使 模 坐 标 是 x 
的 点 变 成 横 坐 标 是 和 的 点 。 面 数 (17) 也 是 周期 的 ,但 是 周期 是 。 
比较 复杂 的 而 数 
y= Asin (a2+b), y=A cos (ar+io6) z (18) 
的 图 形 叫做 简 谐 曲线 , 把 画 数 (17) 的 图 形 , 顺 着 0X 轴 向 左 移动 一 段 


二 (我 们 认为 5>0) ,就 可 以 得 到 这 个 曲 烧 。 夯 数 (18) 也 有 周期 2 。 
黑 复 夕 的 范 数 


y= A1 sin 817+ By cog owt .As sin aax + Bs CO Qs z 
的 图 形 可 以 由 每 束 的 图 形 的 炊 坐 标 相 加 作成 。 如 此 得 到 的 曲线 常 时 做 
证 和 曲线 。 图 38 表示 画 数 


y=2 sin wt co 2 
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闻 38， 


$1， 实 量 
的 图 形 的 作法 。 
往 兹 , 男 级 
y= A sinarw+Bicosgamw . (19) 
可 以 琢 示 刻 (18) 的 形式 , 它 表示 简 谐振 动 。 
实际 上 , 假 识 
mn 
VAI+B? 
I 
VAIt+B ， 
A=\Ait+Bi, 
显然 
A=mA, B,=n4, : (20) 
并 且 m? 十 m3 二 1， 
Im|l1l1, Inl<1, 
所 以 ,由 三 角 学 知道 ,总 可 以 求 到 一 个 角度 红 1, 使 得 
cog P=m, Sin 201 一 %。 (21) 


用 和夫 达 式 (20) 来 替代 (19) 中 的 4 与 有 ,再 应 用 等 式 (21) ,就 得 到 
一 4(cog b1°sin ow 十 sin b1:00s a12), 

就 是 : y= .A sin (gi2++01)。 

24、 反 三 角 图 数 ( 或 图 画 数 ) ”由 三 角 画 数 

4 一 Sin s, eosw, te ws, ctg 2 
沟 反 溉 法 所 得 的 夯 数 分 别 记 作 : 
y=are Sin 2, arc cos w, aroc tg 2%, arceteg 0， 
这 符号 故 示 一 个 角度 (或 是 绝 ) , 它 的 正弦 ,余弦 ,正切 或 余 切 等 于 ze。 先 
看 本 数 
y=are Sin gs (22) 


图 形 ( 图 39) ,依照 [320] 所 述 的 方法 ,可 以 由 酌 数 y=sin% 


下 第 一 刘 _ 夯 数 关系 与 丁 限 哈 
得 到 。 这 图 形 全 部 在 宽度 是 2, 通过 0OX 轴 上 一 1<%< 十 1 一 段 的 也 
条 上 ; 就 是 夯 数 (23) 只 确定 在 区 闻 一 1<w< +1 上 , 再 有 , 方程 (22) 相 
当 于 方程 sin yg=2, 由 三 角 学 知道 , 粉 定 一 个 “的 值 , 我 们 就 得 到 无 穷 
多 个 角 朗 y 的 值 。 实 际 上 ,由 图 形 来 看 ,过 区 出 一 1<z< +1 上 一 点 重 
直 于 OX 轴 的 直线 , 与 图 形 交 于 无 穷 多 个 点 ,所 以 画 数 (22) 是 多 值 画 
数 。 

唐 接 由 图 39 来 看 , 洲 是 我 们 不 要 整个 的 图 形 , 只 限定 要 实 线 画 出 
的 一 部 分 ， 注 对 应 于 只 考虑 区 间 (一 她 ， 多 ) 上 的 角度 9%， 画 数 (22) 就 
成 单 值 的 了 。 


加 39. 二 40. 图 ”44， 


图 40 与 4 表示 丙 数 y==are ce0g 2 与 y=arc tg zw 的 图 形 , 要 和 弄 成 
哩 值 夯 数 , 保留 的 一 部 分 , 由 实 线 标 筷 。(arc etg z 的 图 形 请 读者 自己 
作出 ) ,注意 画 数 y=arc tg 2 与 y=arc ctg 4 确定 于 z 的 全 部 实数 值 。 

由 图 可 看 出 , 在 曲线 的 实 线 部 分 上 2? 的 变化 区 册 ， 我 们 得 到 下 琢 ， 
在 这 限制 下 ,这 些 画 数 成 为 军 值 的 。 / 


# 2. 极限 验 。 速 奸 本 数 0 


| y src Si nz | are are 6o0g 了 cogz | aAre ti 世 are cte 2 | 
[ns es YE 豆 | < | 一 豆 <3< 避 GQ<y<7 
| 


如 此 确定 的 , 时 做 反 三 角 函 数 的 主 值 , 不 难 证 明 , 它们 满足 下 烈 关 
采 式 : / 


arc Sin 72+ arec ce08 2 一 可 | 
(23) 


arc tg 2+are ctg p= 可 


| 8 2， 极限 论 。 连 获 画 数 

由 ， 有 序 变量 ”以 前 读 到 自 变量 x 时 , 我 们 只 重税 2 可 以 取 值 的 
”和 集合 。 例 如 ,可 以 是 满足 不 等 式 0<z<1 的 值 的 集合 。 现在 我 们 要 考 
处 依 序 取 无 劣 多 个 值 的 变量 ,就 是 我 们 现在 不 仅 要 重 祝 < 的 值 的 集合 ， 
同时 还 要 看 它 取 这 些 值 的 顺序 。 说 得 更 精确 些 , 就 是 我 们 假设 ,对 变量 
z 的 任意 一 个 值 来 看 ,可 能 分 辨 出 来 ,其 余 的 值 , 那些 在 它 前 面 , 那些 在 
它 后 面 ;并 且 这 变 景 没有 一 个 最 后 的 值 ,就 是 无 论 取 出 这 变量 的 那 一 个 
值 , 总 有 无 穷 多 个 值 在 它 后 面 。 这 样 的 变量 叫做 有 序 变 量 。 洲 ol 
是 有 序 变 量 “ 的 两 个 值 , 区 可 能 辨别 出 它们 那个 在 前 , 那个 在 后 , 并 且 
若 2' 在 2" 前 面 , 而 wo' 在 "前面 , 区 在 2" 前面 。 例 如 ,假设 x 的 
值 的 集合 由 不 等 式 0<z<1 确定 , 而 且 两 个 不 同 的 值 的 顺序 就 按照 由 
小 到 大 的 显 序 。 如 此 ,我 们 就 得 到 一 个 有 序 变 量 , 它 由 雳 向 二 , 纸 过 所 有 
的 实数 值 , 连续 地 增加 , 但 总 不 到 一 。 对 于 有 时 间 性 的 现象 , 变量 的 值 
的 顺序 就 依照 它 的 时 间 的 顺序 安置 ;以 后 我 们 常 这 样 利 用 时 间 的 顺序 ， 
并 且 用 “ 先 "与 “后 ”两 个 辞 ,替代 “在 前 面 * 与 “在 后 面 *。 

有 序 变 量 的 重要 的 特殊 情形 是 这 样 的 一 种 ,就 是 变量 的 有 顺序 的 

秆 可 以 三 成 一 列 如 : 
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0 
的 形式 , 且 使 任意 两 个 秆 z, 与 zu, 在 后 面 的 有 较 大 附 标 。 显 见 , 像 上 述 
由 零 向 1 增加 的 变量 ; 宪 的 有 肛 序 的 值 就 不 能 这 样 祷 号 。 还 要 注意 ,有 
序 变 量 的 值 里 面 可 能 有 相同 的 。 例 如 , 像 上 面 的 入 号 变量 , 有 时 zs 一 7 
而 t12=7。 我 们 用 “有 疗 变 量 ”" 这 个 套 , 或 是 为 简短 起 见 , 就 用 “变量 ”这 
个 辞 。 总 是 抽 去 量 ( 长 度 , 重量 等 ) 的 具体 特性 。 仅 指 它 的 数值 的 全 部 
序列 。 我 们 常常 引用 一 个 字母 ,例如 z, 算 作 它 依 序 取 上 述 的 数值 。 

变量 z 的 每 一 个 值 对 应 于 OX 畏 上 一 个 确定 的 点 玉 。 如 此 ,变量 
z 的 依 序 的 改变 就 由 0 轴 上 点 K 的 移动 表示 出 来 。 

这 一 节 专 讲 极 限 的 基本 理论 , 它 是 人 部 近代 数学 分 析 的 基础 。 在 
这 理论 中 考虑 变量 的 一 些 最 简单 的 同时 也 是 最 重要 的 情形 。 

26. 无 穷 小 量 假使 , 点 KK 永远 留 在 O 互 轴 上 某 一 个 线段 的 办 
”部 。 这 就 相当 于 线段 OK 的 长 度 (0 是 坐标 原点 ) 永远 小 于 一 个 确定 
的 正 数 以 。 在 这 情形 下 , 量 2 叫做 有 界 的 。 注 意 OK 的 长 度 就 是 |z| ， 
于 是 我 们 有 下 面 的 定义 。 

”定义 车 有 这 样 的 一 个 正 数 录 在 在 :使 得 变量 的 所 有 的 值 均 注 
足 jz|< 戏 , 旭 这 变量 嘎 做 有 界 的 。 

例如 , 无 论 怎 样 取 w, = sin a 是 一 个 有 界 变量 。 在 此 时 我 们 可 以 
取 任 何 一 个 大 于 1 的 数 作 用 。 

现在 再 考虑 一 种 情形 , 假设 , 依 序 改变 的 点 五 无 限 逼 近 于 坐标 原 
点 。 襄 得 更 精确 些 ,就 是 假 南 在 OX 轴 上 ,预先 痊 定 一 个 以 O 为 中 点 的 
起 自 S'S, 无 论 它 多 么 小 , 当 点 KK 依 序 改变 时 ,要 进入 这 个 线段 内 部 ， 
并 且 以 后 就 只 在 这 楼 段 内 部 移动 。 在 这 情形 下 , 我 们 就 说 量 % 趋向 才 
或 者 说 它 是 无 穷 小 晤 小 量 。 

”线段 85 的 长 度 记 作 2s。 在 这 里 我 们 用 。 这 个 字母 记 任 意 葵 定 
的 一 个 正 数 。 车 点 尺 进入 线段 S'S 内 部 , 则 OK 的 长 度 <s， 反 之 ， 
洲 OK 的 长 度 <e, 则 点 下 进入 阐 段 SS 内 部 。 如 此 我 们 就 有 下 面 的 
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定义 : : 
定义 ”车 对 任意 答 定 的 一 个 正 数 s, 变量 2 有 这 样 的 一 个 值 在 在 ， 
使 得 在 它 在 它 后 面 的 所 有 的 值 都 满足 不 等 式 |Z| <s， 就 说 这 变量 是 趋同 等 
的 ,或 者 说 它 是 无 穹 小 。 

因为 无 穷 小 量 的 概念 非常 重要 ,我 们 再 烙 这 定义 一 个 别 的 襄 法 。 

定义 、 营 当 变量 2 依 序 改变 时 ，|z| 可 以 变 到 小 于 任意 给 定 的 正 
数 ,并 且 以 后 就 永远 小 于 8, 则 这 变量 叫做 趋向 顽 的 或 者 叫做 无 穹 小 。 

我 们 用 “无 穷 小 量 ” 这 个 矢 表 示 . 上 面 所 述 的 那 种 变量 改变 的 特性 。 
不 要 把 无 穷 小 量 的 松 念 与 实际 上 常用 的 得 小 的 量 的 概念 相 混 。 

假设 ,测量 菜 一 个 长 度 , 我 们 得 到 1000m， 还 剩 下 一 小 段 , 有 的 时 
候 , 剩 下 这 一 段 与 整个 的 长 比较 起 来 , 我 们 可 以 算 作 它 很 小 , 于 是 忽略 
不 计 。 但 是 剩 下 这 一 段 的 长 度 还 是 有 一 个 确定 的 正 数 表 达 宕 , 所 以 就 
不 能 用 “无穷小 这 个 辞 。 如 果 我 们 需要 对 这 个 长 度 作 更 精确 的 测量 ， 
就 不 能 再 把 宪 算 作 很 小 , 而 应 当 注 意 它 。 所 以 很 小 这 个 概念 是 相对 的 
概念 , 它 与 测量 的 实际 特性 有 关 。 

假设 ,变量 % 依 序 取 值 : 

TI Vay Vay ry Tny """ 
并 上 且 识 e 是 一 个 任意 给 定 的 正 数 。 为 要 肯定 2 是 个 无 益 小 量 ; 我 们 所 
要 证 明 , 自 附 标 ? 的 某 一 个 值 起 ，|z"| 小 于 &; 换 句 话说 ,就 是 须要 求 
出 这 样 一 个 整数 人， 使 得 当 m%> 和 时 ， 
[zn | < 8o 
这 个 数 W 依赖 于 所 选择 的 8。 
作为 无 穷 小 量 的 一 个 例 ,我 个 考虑 一 个 量 , 依 序 取 值 ， 
qq (0<g<1), (1) 
现在 须要 满足 不 等 式 : 
9"< 之 8 或 nl10og10 9 之 logyo 8。 
注意 log:o 9 是 个 负数 ,而 用 负数 除 时 , 不 等 式 改变 方向 ; 所 以 上 面 


ed i ss i 
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的 不 等 式 可 以 号 成; 


> logio 8 
logiog 


于 是 我 们 可 以 取 商 log1。 s: logio 9 所 包含 的 最 大 的 整数 作 入 。 因此 ， 
这 个 量 趋向 迁 , 通 常 说 序列 (1 ) 趋 向 雾 。 

若 在 序列 《 工 ) 中 我 们 用 (一 9) 替代 g, 则 不 同 的 只 是 奇 突 项 变 成 
(一 ) 号 , 但 是 这 序列 各 项 的 厅 对 值 保持 不 变 ; 所 以 它 还 是 一 个 无 益 小 
量 。 

若 量 z 是 无 穷 小 量 , 基 通 常用 下 面 的 式 子 记 它 

lim%=0 或 2 一 0; 
其 中 lim 是 拉丁 字 limes 的 前 面 三 个 字母 ,中 交 就 是 极限 。 
现在 证 明 无 穷 小 量 的 两 个 性 展 : : 
工 _ 几 个 (有 限 数目 的 ) 无 穷 小 量 的 和 也 是 无 穷 小 量 。 
考虑 三 个 无 穷 小 量 的 和 包 =2Z 二 4 十 2， 先 把 变量 算 作 是 镶 号 的 。 以 
Dy 
是 2, 9 与 2 的 依 序 的 值 。 我 们 就 得 到 包 的 依 序 的 值 : 
二 Yt21， Wa TaT Ya Ty "0o 

设 8 是 一 个 任意 痊 定 的 正 数 。 注意 z, 9 与 z 都 是 无 穷 小 量 ,我 


们 就 可 以 找到 一 个 Wi, 使 得 当 m> Wi 时 ,|z,| < 志 ; 一 个 Ya 使 得 当 
n>NWs 时 ,|yr| < 三 ;一 个 ,使 得 当 m>Ws 时, [| < 过。 若 将 Na 
Ws 与 Vs 三 个 数 中 的 最 大 的 记 作 入 , 凤 当 m> 时 ， 
多 | 去 襄 3 [nl < 要; | 二 << 癌 ， 
于 是 当 n> 育 时 z 
wl |] + grl + la) < 下 上 
就 是 当 mw>N 时 ,|ws| <s， 所 以 w=z+y+z 是 一 个 无 穷 小 量 。 至 
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| 


于 非 粮 号 变量 的 情形 ,我 们 把 2, y 与 z 算 作 某 一 个 有 序 变 量 t 的 西数 ; 
v=w(t) ,Y=Y(t) 2= 一 有。2 9 与 2 的 值 也 同样 是 有 序 疏 变 的 ， 就 是 
车 t= 在 t= 坟 前 面 , 则 2() 在 x( 坟 前面。 于 是 和 
w(t) =2(0) + yt) 十 2 并 

也 是 有 序 变量 ,这 个 和 的 意思 是 对 应 于 同一 个 t 的 值 ,变量 2,y 与 > 的 
值 的 和 。 于 是 可 以 像 对 舌 号 变量 一 样 来 证 明 。 在 可 排 变 量 的 情形 下 , : 
有 上 面 的 附 标 的 作用 ,这 时 变量 { 只 取 正 整数 值 。 

2 有 界 量 与 无 劣 小 量 的 乘积 是 无 穷 小 量 。 

考虑 烽 号 变量 的 乘积 zy, 其 中 x 是 一 个 有 界 量 , y 是 一 个 ;无 穷 小 
量 。 由 条 件 , 对 任何 的 %，|z， 永远 小 于 某 一 正 数 下 。 车 。 是 一 个 任 
意 粮 定 的 正 数 , 则 有 这 样 一 个 六 存在 , 使 得 当 mw%> 丈 时，| 加 <- 二。 
于 是 当 n>WNW 时 ， 


InYn| 一 EE yn 二 下地， 


就 是 当 mw> 六 时 ，| zy,| <s, 由 此 推 知 ,zy->0。 至 于 非 往 号 变量 可 以 
类 似 的 证 明 。 
注意 , 若 z 是 一 个 常量 ,这 第 二 个 性 质 仍 然 是 对 的 。 这 时 只 须 取 任 
意 一 个 大 于 |z| 的 正 数 作 MM 就 成 了 。 这 就 是 说 常量 与 无 劣 小 量 的 乘积 
是 无 穷人 小 量 。 
由 于 无 穷 小 量 的 概念 对 以 后 非常 重要 ,我 们 再 仔 秋 诗 一 藩 , 考 且 对 
上 面 的 处 述 作 一 些 补充 的 附注 。 
我 们 已 构 诈 明 , 和 若 0<4<<1 或 -1<g<0 上 则 具有 依 序 的 值 ( 1) 的 
变量 趋向 雾 。 瑟 g 一 子 ,得 到 依 序 的 什 : 
i 1 1 
2 3" 0 
在 这 情形 下 ,每 一 个 在 后 面 的 值 小 于 在 前 面 的 值 ,并 生变 量 素 渐 葡 
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人 


小 , 趋向 芍 。 著 起 9= 一 瑟 ， 划 得 到 依 序 的 值 ; 
_ 工 工 _1i 了 工 
了 2 9 4 3 3 3 16 EL © 
在 这 情形 下 ,变量 趋向 堆 , 但 是 取 的 什 有 时 大 于 需 , 有 时 小 于 堵 。 
在 前 面 的 序列 中 , 每 隔 一 个 放 入 一 个 数 需 , 就 是 说 ,作出 一 个 变量 
依 序 取 下 面 的 值 : 
0 


1 1 1 1 
0) 9 47 0, 8 0, 16° 


不 难看 出 ,这 个 变量 也 趋向 雾 , 但 是 它 有 无 穷 多 次 取 才 作 值 。 这 并 
不 过 反 一 个 量 趋 向 替 的 定义 。 

最 后 , 假使 一 个 变量 取 的 值 都 等 于 雳 。 这 样 的 量 也 适合 趋向 零 的 
量 的 定义 ,因为 在 这 情形 下 ，iz| 永远 等 于 霸 , 就 是 当 葵 定 一 个 正 数 
时 ,不仅 由 某 一 个 值 起 |x| <s, 而 且 它 的 全 部 值 总 小 于 s。 换 名 话说， 
等 于 雾 的 常量 适合 无 汰 小 量 的 定义 。 不 等 于 雾 的 常量 就 不 适合 这 个 定 
义 。 

再 烙 一 个 附注 。 回忆 一 下 无 穷 小 量 的 定义 : 当 任 意 给 定 一 个 正 数 
s 时 , 变量 ” 就 有 这 样 一 个 值 , 使 得 在 它 后 面 所 有 的 值 都 满足 不 等 式 
2|<s。 由 此 直接 推 知 , 当 证 明 某 一 变量 趋向 雳 时 ,我 们 可 以 只 考虑 在 
某 一 个 定 值 后 面 的 那些 值 ,并 且 这 个 定 值 可 以 随意 选择 。 

与 这 相连 有 条, 在 极限 论 中 ,有 和 界 量 的 定义 无 贷 平 要 量 y 的 所有 的 什 
满足 不 等 式 |y| < 杂 。 下 面 的 定义 就 是 够 了 : 若 存在 一 个 正 数 政 与 量 
y 的 一 个 值 , 使 得 在 这 个 值 后 面 的 所 有 的 值 都 满足 不 等 式 |y| < , 则 
量 % 叫做 有 界 的 。 

用 这 个 作 有 界 量 的 定义 时 ， 上 面 第 二 个 性 质 的 永明 完全 一 样 。 对 
于 糯 号 变量 , 由 有 界 量 的 第 二 个 定义 可 以 推 到 第 一 个 ,所 以 第 二 个 定义 
并 不 更 广泛 些 。 实 际 上 ,车 当 m> 入 时 ,|| 过 站 , 剧 把 
Ez [7s| 2 与 到 


0 Os 


ea 
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这 (NW 十 1) 个 数 中 的 最 大 的 记 作 MW', 我 们 可 以 肯定 , 对 任意 的 mw， 
1z,| <M'+1, 

27， 变量 的 标 限 ”如 果 在 0 及 轴 上 对 应 于 一 个 交 量 的 点 KK 具有 这 
样 的 特性 , 就 是 当下 依 序 改变 时 , 线段 OK 的 长 度 会 变 得 小 于 一 个 任 
意 答 定 的 正 数 s, 并 且 以 后 再 变 时 , 就 永远 小 于 s; 我 何 就 说 这 个 变量 
是 个 无 穷 小 。 现在 , 我 们 假 详 线段 OK 没有 这 个 特性 , 而 线段 4K 有 
这 个 特性 ,其 中 4 是 0X 轴 上 
一 个 定点 , 坐标 是 4。 (图 42)。 > 
在 这 情形 下 , 我 们 取 长 度 是 2 0 06E ea 
的 区 间 S'S 时 , 就 不 再 以 坐标 茹 各. 
原点 为 中 点 , 而 以 坐标 是 a 的 点 4 为 中 点 ;于 是 , 当 依 序 改变 时 ,点 区 
就 要 进入 这 个 区 央 的 内 部 , 大 且 以 后 就 永远 在 它 的 内 部 变动 。 有 这 样 
的 情形 时 ,我 们 膏 常 数 a 是 变量 2 的 极限 ,或 者 说 变量 4¢ 趋向 a。 

注意 线段 4K 的 长 度 是 14 一 z|[9]，, 我 们 可 以 给 下 面 的 定义 : 

定义 ”车 有 一 个 变量 2 与 一 个 常数 &, 使 得 差 5 一 2 (或 < 一 <) 是 
个 无 穷 小 量 , 姑 a 吓 傣 这 变量 的 极限 。 / 

注意 无 和 劣 小 量 的 定义 , 我 们 也 可 以 用 下 面 的 方法 , 苔 由 极限 的 定 


wy. / 
定义 一 个 常数 4 叫做 变量 z 的 极限 ,如 果 它 们 有 下 面 的 特性 : 当 
任意 给 定 一 个 正 数 。 时 ,变量 > 就 有 这 样 的 一 个 值 存 在 ,使 得 在 汤 后 面 ; 
的 所 有 的 值 都 满足 不 等 式 |4 一 2| <es。 

由 这 定义 直接 可 以 推出 来 下 面 的 精 果 ,我 们 这 里 不 仔 糊 证 明了 。 

一 个 变量 不 能 趋向 两 个 不 同 的 极限 ,并 且 一 个 变量 可 以 没有 极限 。 
例如 , 当 角 度 a 依 序 增加 时 ,变量 sin a 在 一 1 与 +1 之 章 扣 动 ,而 没有 
柱 限 。 


无 锥 小 量 的 株 了 等 于 等 。 
坷 一齐 改变 的 两 个 变量 2 与 y, 各 自 趋 向 极限 a 与 5, 且 当 依 序 改 
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变 时 , 沟 常 的 满足 不 等 式 c<y, 期 它 个 的 极限 4 与 5 满足 不 等 式 4<2。 
在 这 里 我 们 提出 , 若 变量 满足 不 等 式 z<y, 宅 们 的 极限 仍然 可 能 
相等 ,所 以 4<2 中 的 等 号 不 能 去 掉 。 
车 当 变 量 z, y 与 z 一 齐 依 序 改变 时 , 总 满足 不 等 式 zx<y<z, 大 
且 2z 与 z 趋向 同一 个 极限 c, 则 y 也 趋向 这 个 概 限 w 。 
若 a 是 变量 2 的 术 限 (或 趋向 o) ,就 写成 
limz = 或 2 一 0 


若 2 趋 辣 c, 则 差 2 一 5 一 x% 是 个 无 穷 小 量 ,我 们 可 以 写成 : 


《2 1 的 样子 ,其 中 w 是 个 常量 , w 是 个 无 穷 小 量 , 有 着 4 一 & 是 个 无 穷 小 


分 抒 列 2， oo … 也 趋同 极限 <c。 在 这 部 分 序列 中 , 当 上 大 境 加 时 ， 附 标 
m 竹 过 一 部 分 的 正 整 数 丧 加 。 对 于 一 个 趋 河 标 限 的 非 笑 号 变量 ,一般 
说 来 ,类 似 的 性 质 不 碟 立 。 
作为 一 个 特例 ， 我 们 考虑 一 个 变量 2z 依 序 取 值 
t=0.1, z=0.11, z=0.111,.…, 


(2 
pm ete, 
WF 
现在 诈 明 它 的 极限 等 于 二。 作出 下 面 这 些 个 益 二 一 2 
I 1  _1 
5 0 9 00 
ES 
9 “ 9000 
上 
9 9x19? 
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不 等 式 
显然 相当 于 不 等 式 : 


gx 10 


9x10"> 寺 或 n>logw 二 一 logio9， 


于 是 我 们 可 以 取 差 log。 上 一 logso9 所 包含 的 最 大 的 整数 作 本 。 在 这 
例 中 ,对 任意 的 n, 差 二 一 2 是 正 数 。 就 是 z 驳 向 极限 ,而 总 保持 小 
于 它 。 

现在 考 上 在 无 穷 多 藉 等 比 般 弘 的 前 融和: 

$=b+bg+bg +bg (0<lg!<1), 

tp fp on 0—09 

我 们 知道 Sn = 工 一 g 

取 % 三 1， 2 3 "** 我 们 得 到 友 刚 : 

31 82) 823 0 Sky bo 
由 83， 的 表达 式 , 就 有 
0 
I 

这 等 式 右边 是 一 个 常量 本 一 人 和 9"[26] 的 乘积 。 因 
此 ， snide pe 差 了 二 一, 是 个 无 穷 小 车, 且 我 
们 可 以 断 早 常数 十 一 一 序列 S19 8329“ … 的 析 绷 。 

假设 5>0 而 9 则 当 ， 取 偶数 时 , 差 工 -一 一 % 是 正 的 ;m 取 
奇数 时 , 它 是 负 的 ;于 是 推 知 , 变量 s 趋向 这 个 极限 , 依次 地 有 时 大 于 
七 ;有 时 小 于 宦 。 

对 于 趋向 一 个 标 限 a 的 量 , 像 在 126] 中 对 于 趋向 雾 的 量 一 样 ,我 个 
可 以 葵 出 一 些 同 样 的 附注 。 

任意 一 个 等 于 a 的 常量 适合 变量 趋向 极限 a 的 定义 。 这 里 我 们 指 
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出 一 个 量 ; 它 所 有 的 值 都 等 于 c, 就 是 它 的 值 有 无 劣 多 个 , 但 是 所 有 的 
值 都 等 于 同一 个 数 。 以 后 ,我 个 为 方便 起 见 , 常 这 样 把 常量 考虑 作 变 量 
的 特殊 情形 。 

其 次 , 确定 变量 * 的 标 限 时 ,不必 考虑 它 的 所 有 的 值 , 只 要 看 它 的 
在 某 一 个 值 (随意 选择 ) 后 面 的 值 就 足够 了 。 

还 要 指出 , 若 变量 “趋向 c, 划 由 某 一 个 值 起 , 它 与 4 的 差 可 以 是 
任意 小 ,于 是 它 是 有 界 的 。 

像 我 们 已 说 过 的 一 样 ,有 序 变量 不 一 定 总 有 极限 。 例 如 , 若 我 们 取 


有 极限 村 的 三 号 变量 21=0.1; cs= 0.11; zs=0.111; …, 及 有 极限 堆 


的 变量 如 一 子 ; 护 = 而 ;加 = 下; …， 则 征 号 变量 和 4 一 0.1; zs 一 广 ; 


Za=0.11; z= ; 和 和 


值 的 厚 列 24) 239 Zs 有 柱 限 i 序 出 23， 2%4， 26，*……: 有 极限 雾 。 
28， 基 本 定理 
1。 儿 个 变量 的 代数 和 的 极限 等 于 宪 们 的 极限 之 和 。 
现在 考虑 三 个 变量 的 代数 和 (2 一 y 十 2) 。 假使 量 z, y 与 z 各 自 趋 
向 极限 a, 与 c。 我 们 要 证 明 这 个 代数 和 趋向 极限 (4 一 了 +c) 。 
由 [27] : 


55 一 0.111; 2 一 "1 不 趋向 任何 极限 。 它 的 


ZX 一 & 十 CC， Y=0+B, z 一 0 十 >y， 
其 中 a, 6 与 y 都 是 无 穷 小 量 。 于 是 这 个 和 (x 一 9 十 分 就 有 表达 式 : 
% 一 4 十 2 一 (ac 十 ol) 一 (十 B) 十 (十 四 =(e 一 8 二 十 (aa 一 8 十 ?7)。 
这 等 式 右 边 第 一 个 括号 内 是 个 常量 ,而 第 二 个 是 个 无 穷 小 量 [26]。 
于 是 推 知 
: lim(w—y+z)=a—b+e=lim 7—lim ylim zo 
“有限 个 变量 的 素 积 的 极限 等 于 它 于 它们 的 极限 的 乘积 。 
我 们 只 考虑 两 个 变量 的 乘积 20， 假设 ,一 齐 收 变 的 2 与 yy 各 自 趋 
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向 a 与 5。 现 在 要 证 明 wy 趋 问 co。 
由 [24]， 
=a+a, Y=0+B, 
其 中 与 B 都 是 无 穷 小 量 , 于 是 推 知 
2 一 (C++ol( 十 B) 一 ap 十 (8 二 Da 上 TaB)。 
根据 无 劣 小 量 的 两 个 性 质 [36]。 我 们 知道 在 这 等 式 右边 括号 内 的 
和 是 个 无 穷 小 量 , 所 以 有 : 
lim (2%) =aD = 1im zol y, 


3， 商 的 极限 等 于 极限 的 商 , 如 果 分 苹 ( 除 数 ) 的 极限 不 是 雾 。 


考虑 南 汪 ， 假 发 一 齐 改变 的 量 z 与 y 各 自 趋向 枉 腿 与 5, 而 
5 关 0。 我 们 要 永明 趋向。 
为 要 证 明 这 个 定理 , 只 须 证 明 差 一 二 是 个 无 穷 小 量 。 由 输 定 的 


条 件 知 道 
v=at+a, Y=6+B (b+#0), 


其 中 与 B 都 是 无 穷人 小 量 。 于 是 


位 


-TB 0 

这 等 式 右边 的 分 式 的 分 母 是 两 个 因子 的 乘积 , 它 趋 向 *。 所 以 ， 由 
改变 中 的 菜 一 个 阶段 开始 , 它 要 大 于 -5 ， 整 个 分 式 就 在 0 与 三 之 
疝 , 就 是 它 是 个 有 界 量 , 而 表达 式 (68 一 ba) 是 一 个 无 穷 小 量 。 由 [26] 
推 知 差 下 一 了 是 个 无 江 小 量 ,所 以 


所 让 明 的 定理 在 极限 埠 中 具有 基本 意义 。 像 证 明 无 穷 小 量 的 性 导 
时 所 作 的 一 样 ,我 们 在 不 部 为 变量 是 看 号 的 一 般 情形 下 来 滤 明 它们 的 。 
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但 是 像 对 于 无 努 小 量 的 第 一 个 性 质 一 样 ， 应 当 有 下 面 的 注解 ,在 考虑 
乘积 的 情形 时 , 我 们 把 xz 与 y 算 作 一 个 有 抒 变 量 1 的 图 数 : 2 一 2 
y 二 y(t) ,这 时 它们 也 是 有 序 变 量 。 同 样 可 交 它 们 的 乘积 V() = 
一 和 by 也 是 有 序 变 量 。 在 篇 号 变量 时 ，t 有 附 标 的 作用 , 它 取 正 
整数 值 而 增加 。 

还 要 注意 , 所 证 明 的 定理 确定 了 和 、 积 及 商 的 极限 的 存在 。 例 如 ， 
第 三 定理 可 以 更 完备 地 叙述 成 :如 果 惟 除数 与 除数 趋向 极限 ,有 具 除 数 的 
极限 异 于 等 , 草 商 赵 杀 极限, 且 这 柱 限 等 于 税 除 数 的 述 限 与 除数 的 榨 限 
之 南 。 

下 面 提出 几 个 由 这 些 定 理 推 出 的 结果 。 若 变 量 z 趋 向 根 限 c,，2 
是 个 常量 ,hb 是 个 正 整数 , 划 依 照 定理 2， 变量 52* 趋向 极限 jar。 

考虑 多 项 式 

f (0) 一 Co87 TF am 十 十 GO 十 十 Go] 十 Com 
其 中 有 系数 wx 都 是 常数 。 应 用 定理 工 与 所 作 的 附注 ,可 以 肯定 , 当 2z 趋 
向 4 时 , 这 个 多 项 式 趋 向 极限 : 
limf (x) =f(0) =000" 十 COm 1 十 Ca0 -3 十 .… 十 
十 CO 十 .十 GTIC 十 Go (3 ) 
同样 ,我 们 可 以 肯定 , 当 ?* 趋 问 & 时 ,有 理 分 式 
De 的 十 Cn 如 十 Cn 
bomr Fbivr It tb, sto, 

起 问 标 限 : 


只 须 bocz 十 picprL 十 十 DC 十 六 天 0。 
以 上 这 些 若 果 , 无 乔 2 采取 什么 万 式 趋 间 c, 都 是 对 的 。 
由 一 个 变量 作成 的 多 项 式 推广 ,我 们 可 以 考虑 由 几 个 趋向 极限 的 


变量 作 太 的 多 项 式 。 
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例如 , 若 im x==a 而 lim y=5, 凤 

lm (zs 十 xy 二 0) =a?2+ ab +b2, 

29， 无 穷 大 量 车 变量 % 趋 癌 和 榴 限 , 划 如 我 们 所 述 , 它 显然 是 有 界 
的 。 现 在 我 个 考 虎 无 界 变量 的 情形 。 | 

像 以 前 一 样 , 与 量 z 一起, 我 们 考虑 对 应 于 它 的 , 沿 0 于 轴 变 的 点 
K。 设 当 点 下 依 序 改 变 时 ;无 喻 我 们 取 定 一 个 多 么 大 的 以 坐标 原点 O 
为 中 点 的 线段 TT, 宅 总 会 到 这 简 段 人 外边, 并且 以 后 就 永远 在 这 线段 以 
外 变化 。 在 这 情形 下 ,我 们 就 说 量 z 是 个 无 穷 大 量 ,或 者 说 它 趋 向 无 穷 
大 。 设 2M 是 线段 了 TT 的 长 度 。 注意 线段 OK 的 长 度 是 |z| , 我 们 就 
有 下 面 的 定义 : 

车 当 变 量 z 依 序 改变 时 , |z| 变 得 大 于 任意 答 定 的 一 个 大 数 必 , 并 
且 以 后 就 永远 大 于 内 , 则 这 变量 叫做 无 穷 大 量 或 者 说 它 趋向 无 穷 大 。 


在 它 后 面 的 值 都 有 不 等 式 jz| > 以 , 划 说 变量 ” 是 无 穷 大 。 

特别 是 , 若 一 个 无 穷 大 量 >, 当 它 依 序 改变 时 , 由 某 一 个 值 起 ,永远 
是 正 的 (点 五 在 点 0 之 有 ) ,就 说 是 2 趋向 正 无 穷 大 (十 co) 。 洲 量 z 保 
持 是 负 的 (点 在 点 0 之 左 )， 就 说 是 2 趋向 负 无 穷 大 (一 00)。 

无 券 大量 记 为 ': 

lim z=00, lim%=+oc0, lim%=—o, 

或 CXC->00, TF WF— ooo 

“无 穷 大 "这 个 辞 ,只 是 表示 一 个 变量 ” 的 改变 具有 上 述 的 特性 ;这 
里 , 像 无 穷 小 量 的 概念 一 样 ;须要 分 清 无 穷 大 量 的 概念 与 很 大 的 量 的 概 
念 。 

例如 , 车 量 % 依 序 取 值 1, 2, 3, … 凤 显 然 2 二 十 co。 堵 它 依 序 取 
秆 一 1, 一 2, 一 3,… 则 w 一 一 co; 其它 依 序 取 值 一 2， 一 8, 4,… 
则 我 们 可 以 写成 2 一 co。 

作为 例子 ,我 们 考虑 一 个 量 , 依 序 取 值 : 
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9 《5 ) 
并 裔 形 是 一 个 任意 稿 定 的 正 数 。 不 等 式 
i 
相当 于 不 等 式 : 


~ Jog 10 MM 
” “logio 9 “ 


所 以 ,车 入 是 商 logle Mi: logre 4 所 包含 的 最 大 的 整数 , 刚 当 mw> 六 时 ， 
q">M， 
就 是 说 着 虑 的 量 趋向 十 ce。 : : 
若 在 序列 (5 ) 中 ,用 (一 9) 替 代 (g), 旧 只 是 39 的 奇 次 窜 变 号 .而 序 
列 中 各 项 的 息 对 值 保持 不 变 。 所 以 当 9 取 鱼 值 ,而 移 对 值 大 于 1 时 , 序 
列 (5 ) 趋 向 无 劣 大 。 
以 后 ,我们 说 到 变量 趋向 极限 时 ,总 器 为 极限 是 有 限 数 。 有 了 时 我 们 
说 一 个 变量 趋向 无 穷 大 的 攀 限 ” ,这 就 克 示 它 是 个 无 穷 大 量 。 
由 以 上 的 定义 , 窒 接 推出 下 面 的 车 果 : 若 变量 2 趋向 雾 ,而 和 是 一 


个 腊 于 竺 的 已 知 常量 , 旧 变 量 一 趋向 无 稚 大 ; 并 且 , 光 % 趋 向 无 穷 大 ， 
期 se 一 趋向 雳 。 


30、 章 汪 变量 “考虑 一个 变 基 时 ,常常 不 能 求 出 它 的 柱 限 ,但 对 和 
们 重要 的 是 要 知 道 这 个 极限 是 否 存在 ,就 是 这 变量 是 否 趋 向 一 个 极限 。 
现在 就 别 极 限 存在 的 一 个 判别 法 。 

假 汶 变量 > 总 是 增加 的 《更 正确 些 说 ,永远 不 减 ) 或 者 总 是 减少 的 
(更 正确 些 说 ,永远 不 增 ) 。 在 第 一 种 情形 下 ,这 个 量 的 任意 一 个 值 不 小 
于 所 有 的 在 它 前 面 的 值 而 不 大 于 所 有 的 在 它 后 面 的 值 。 在 第 二 种 情形 
下 , 旭 不 大 于 所 有 的 在 它 前 面 的 值 而 不 小 于 所 有 的 在 它 后 面 的 值 。 在 
这 两 种 情形 下 ,我 们 都 貌 :这 个 量 单 天 的 改变 。 

OX 轴 上 对 应 于 它 的 点 下 就 在 一 个 方向 移动 一 一 如 果 变 量 上 升 ， 
就 在 正 的 方向 ,如 果 下 降 , 就 在 负 的 方向 。 显 然 ,这 表示 只 有 丙种 可 能 : 
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或 者 点 上 沿 直 线 移 向 无 限 远 CC 一 十 co %-> 一 00) ,或 者 点 区 无 限 逼 近 
于 未 一 个 定点 女 \ 图 43) , 就 是 变量 2 趋向 一 个 极限 。 车 除去 改变 的 畦 
调 性 以 外 ,还 知道 量 z 是 有 和 寞 的 ,其 不 会 有 第 一 种 可 能 ,于 是 可 以 肯 定 ， 
这 个 量 趋 癌 一 个 票 限 。 


X 
oy ohhg A 


图 43. 
这 样 以 次 觉 为 基础 的 讨论 , 自然 不 能 算是 证 明 , 以 后 我 们 再 引入 
严格 的 证 明 。 
这 个 极限 存在 的 御 别 法 ,常常 叙述 如 下 :车 变量 2 是 有 界 的 并 且 莉 


调 地 改变 , 划 它 趋向 一 个 极限 。 
作为 例子 ,我 们 考 虚 序列 : 
$ 内 8 
t 一 于 ， w= 多-， Us = B17， “ ww 一 (6) 
其 中 字 是 一 个 炽 定 的 正 数 。 
我 们 有 
必 
1 《7 ) 


当 %>2 时 ,分 数 却 小 于 一 ,于 是 tw<u-1， 就 是 , 变量 ww, 由 某 


一 个 值 起 ,当即 境 加 时 , 蕊 总 是 减少 ,但 是 永远 大 于 寺 。 依 照 票 限 存 在 
的 制 别 法 ,这 变量 要 趋向 某 一 个 极限 v。 在 等 式 (7 ) 中 ,让 整数 无 限 
增加 , 取 标 限 , 我 们 就 得 到 ; 
=U:0 或 4=0， 
不 是 
m - 红 =0, (8) 


说 韦 二 ee nl 


中 记号 71 荐 1.2.8...n 的 简写 , 耕 做 (9 的 阶 )} 
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而 这 序列 仍然 趋向 雾 ; 就 是 无 论 烙 定 的 z 的 值 是 正 的 还 是 旬 的 , 等 式 
《8 ) 总 是 对 的 。 
在 这 个 讽 中 ,我 们 计算 极限 v 时 ,预先 已 经 肯定 它 是 存在 的 。 落 没 
有 肯定 它 的 存在 , 用 这 算法 ,就 可 能 引出 钳 误 的 车 果 。 例 如 , 考虑 序列 
i= 一 0 一， (90>1)。 
量 然 ， tn 一 td 

如 果 不 管 w 的 极限 是 否 存 在 ,就 用 字母 和 来 记 它 的 标 限 。 然 后 在 
这 等 式 两 边 取 极 限 ,得 到 : 

/= 好 就 是 %(1 一 g) =0， 
于 是 推 知 u=0, 

但 这 是 不 对 的 ,因为 9>1 时 ,有 lim g"== 十 oo[29]。 

31. 权限 存在 的 勾 犀 刊 别 法 ”在 [301 中 急 壕 的 极限 存在 的 刊 别 
法 ,只 是 极限 存在 的 充分 条 件 , 并 不 是 必要 条 件 , 因 为 我 们 知道 [ 吕 ] , 变 
量 有 时 趋向 一 个 极限 ,但 是 并 不 单调 地 改变 。 

法 国 数学 家 勾 犀 车 了 极限 存在 的 一 个 必要 且 充 分 的 条 件 。 现 在 我 
们 急 述 如 下 。 若 已 知 一 个 变量 的 极限 , 则 它 有 下 述 的 特性 ,就 是 由 变量 

的 某 一 个 值 起 ,这 个 极限 与 变量 值 的 差 ,就 经 对 值 说 小 于 任意 答 定 的 一 
个 正 数 s。 按照 勾 犀 刊 别 法 极限 存在 的 必要 且 充 分 条 件 是 :由 变量 的 
草 一 个 值 起 ,在 它 后 面 的 任意 两 个 值 之 差 要 小 于 任意 葵 定 的 一 个 正 数 
s。 勾 犀 御 别 法 的 正确 的 叙述 如 下 : 

勾 犀 制 别 法 变量 多 安 量 x 有 极限 的 必要 且 充分 条 件 如 下 : 当 任 意 烙 定 
一 个 正 数 s 时 ，z 有 这 样 一 个 值 存在 , 使 得 在 它 后 面 的 任意 两 个 值 2 
与 x/ 满足 不 等 式 |%' 一 2"| <s。 

设 有 序列 

a "oo Vs a 

依照 勾 犀 制 别 法 ,这 个 序列 有 极限 的 必要 且 充 分 条 件 如 下 : 当 任 意 

狂 定 一 个 正 数 。 时 ,有 这 样 一 个 入 ( 依 藉 于 8) 存 在 ,使 得 
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当 mm 与 n> 六 时 ， | 一 各 | 一 (9) 
这 个 条 件 的 必要 性 很 容易 证 明 。 洪 这 序列 有 权限 a4, 其 写成 
zm 一 0 二 (wn 一 8%) 十 (4 一 2,) ,由 此 推 知 : 
Vm 一 bs 魏 |0 一 0 十 jg 一 四 | 。 
是 ,根据 标 限 的 定义 ,一 定 有 这 样 一 个 W 存 在 , 使 得 当 m 与 ?> 立时 ， 
TO— 0 < 二 太一 2 二 < 万 ,于 是 当 m 与 n> 入 时 ,|zwnm 一 zr| 二 2。 和 入 
单 说 就 是 :; 浊 的 值 变 的 时 候 ， 上 , 与 4 可 任意 接近 , 则 和 写 个 彼此 之 间 也 一 
定 可 任 交 接 近 。 
色 硬 条 件 的 充分 福 我 们 现在 不 知 证 明 , 只 其 下 面 一 个 直观 的 解释 
(图 44) 。 


图 性， 


充 内 ,是 坐标 部 上 对 应 于 数 w 的 点 。 我 们 假 识 条 件 ( 9 ) 成 立 。 依 
时 这 个 条 人 御 ,就 有 这 样 一 个 值 六 =Aai 存在 ,使 得 当 s>Wi 时 ， 


[Vs — Vy, ] <1, 
就 是 当 s>Ai 时 ,所 有 的 点 型 ,都 进入 一 个 线段 4141 的 内 部 这 个 线段 
同样 ,有 这 样 一 个 值 入 = i Wi 存在 ,使 得 当 s>Ws 时 


] 
8 Ty | < D9 


作 一 个 线段 ,以 形 s, 为 中 点 , 长 度 等 于 1,， 并 设 424。 是 这 个 线段 
与 Wi 重合 的 部 分 。 由 上 和 面 两 个 不 每 式 , 当 8 之 访 s 时 ,点 前, 一定 述 和 人 
线段 息 4s 的 内 部 。 

闻 样 的 , 还 有 这 样 一 个 值 入 =s 之 和 2。 存在, 使 得 当 s>NWN， 时 ， 
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一 cx| < 到。 与 上 面 类 似 作 一 个 线段 ,以 Mw, 为 中 点 ,长 度 等 于 了， 


它 与 线 眉 各 4s 重合 的 部 分 记 作 4A;4s, 于 是 当 s> Ws 时 , 所 有 的 点 人 
都 进入 绕 段 五 三 的 内 部 。 取 。 一 了 ， 二 ，…, 二 ，…, 如 此 就 得 到 一 列 


线段 4,4,, 在 这 些 线段 中 ,每 一 个 都 被 它 前 面 的 线段 所 包含 ,而 且 它 们 
的 长 度 趋 向 霸 。 最 后 ， 显 见 这 些 线 段 逼近 于 同一 个 点 4， 于 是 对 应 于 
这 个 点 的 数 a, 就 是 这 变量 2 的 极限 ,因为 由 上 面 的 作法 推 知 , 当 8 的 
值 足够 大 时 ,所 有 的 点 型 . 与 点 4 可 任意 接近 。 
作为 义 计 条 件 的 应 用 ,我 们 考 卡 刻 卜 蔓 广 程 ， 这 是 为 确定 行星 在 它 的 思 道 上 
的 位 置 用 的 。 这 方程 是 : 
Z 一 0SID ZX 十 Q， 
其 中 与 4 是 两 个 已 知 数 , 9 在 0 与 1 之 间 , 而 > 是 未 知 的 。 
任 党 取 一 个 数 xo, 作出 序列 : 
£1 = sin zo+a, Xa= 9 Sn Xia, ''*, 
Xn—=qSn eatay Mri= dSIn ent+a '*o 


由 这 些 等 式 中 的 第 二 个 减 挤 第 一 个 ,得 到 


T2— N=0 (Sn 轨 一 Sin re) 一 2d sin 


交 一 过 Y 寺 广 
1 oo08 Ee 
2 2 


注意 , |sina| |g| 及 |cosa|<1, 得 到 ; . 
[2a— Xs | <2912 2 gz 四 (10) 


同 理 可 以 得 到 不 等 式 : 
Tra) SY| 7 rl) 
再 由 不 等 式 (104) ， 可 以 写成 : 
|zs 一 2a| < |z1 ~ zolo 
如 此 磷 筷 算 F 去 对 任意 的 nn ， 可 以 得 到 不 等 式 : 
Zn 一 si sd 一 |。 (11) 
现在 考虑 过 xm 一 Zn) 为 确定 起 见 ,我 们 算 作 人 > ?。 
Tm— Tn =XTm— Tm Tn tna Tn-2 ~ Tm- "+ int1™— Tno 


由 不 等 式 (11) 及 等 比 极 数 项 的 和 的 公式 ;就 有 : 
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or 一 Za 入 | zi 一 on-i| + ni na | nn | 
<(gmT 二 om-23 十 gm-3 十 十 g1) 1zi 一 Xo| = 
二 
工 一 9 
当 w 无 限 增 加 时 ,因子 4' 趋 向 宕 [2 人 ;因子 |z1 一 zo 是 个 常数 ,并 且 因 为 m>>? 
时 ， qm" 在 0 与 1 之 并 所 以 分 数 二 了 2 一 永远 在 雳 与 了 二 之 间 ， 就 是 它 是 有 


界 的 。 如 此 当 % 无 限 增 加 时 ,任意 取 >n， 莽 zw 一 zn 趋同 圭 ; 于 是 满足 条 件 (9 ) 。 
依照 勾 翌 条 件 , 我 们 可 以 肯定 有 一 个 极限 存在 : 


[2 一 2o|。 


一 人 


lim x =:, 
在 等 式 Tut=0 SIn zn+a 
中 ,性 无 限 增加 。 应 用 六 数 sin z 的 连 灶 性 中, 取 概 限 得 ; 
£=gsint+a, (12) 


就 是 ,变量 x 的 栋 限 是 刻下 靳 方程 的 一 个 根 。 

作 序 列 3 时, 我们 是 由 一 个 任意 的 数 xo 开始 的 ,但 是 ,我 们 可 以 证 明 , 到 卜 勒 
方程 没有 两 个 不 同 的 根 , 就 是 Im zn = 不 仗 辍 于 z。 的 选择 , 它 就 是 肇 上 勒 方 程 
的 唯一 的 根 。 

假设 , 除 已 锥 求 出 的 根 : 外 ,' 它 还 有 一 个 根据 ， 就 是 

6 二 9 Sn £1 二 qo 


由 这 方程 减 挥 方程 (12) 就 得 到 : 


i —£= 9 (Ss1n £1 — sin £) 一 20 sin 1 


cogs 
1 和 一 说 < 二 一 寺 。 

但 是 g 在 0 与 1 之 间 , 这 个 关系 具有 当 丘 一: 二 0 时 寺 能 成 立 ) 喜 是 与 = 于 是 

推 知 , 歼 卜 勒 方程 具有 一 个 根 。 
82.， 有 了 贺 数 关系 的 两 个 变量 的 同时 变化 ”考虑 两 全 变量 z 与 y， 
它 合 有 西数 关系 
y=f (2), 

持 裔 丽 数 f(w) 确定 于 点 X=c 的 左右 近 傍 。 若 变量 2 沟 过 所 有 的 实数 

Q@ 潭 粮 性 的 定义 将 在 [34] 输 出 。 
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值 培 加 地 趋向 c, 但 总 不 达到 。。 这 时 Fe) 是 个 有 序 变量 。 如 果 它 有 
一 个 极限 4, 通常 写作 下 面 的 样子 : 
CE oi 
其 中 符号 z->c 一 0 说明 由 较 小 的 值 趋 向 c。 
完全 一 样 的 , 洲 x 经 过 所 有 的 实数 值 减 小 地 趋 间 c, 而 这 时 f(z) 
趋向 一 个 极限 8, 旭 写 作 : 
lim y= lim fo =B. : (14) 


显然 , 榴 限 (13) 的 存在 , 就 相当 于 , 当 z 保持 小 于 这 个 数 。 而 逼近 于 。 
时 ， f(z) 与 数 4 可 任意 接近 ,就 是 (18) 相 当 于 下 面 的 条 件 : 当 任意 和 给 定 
一 个 正 数 。 时 ,有 这 样 一 个 正 数 Fm 存在 ,使 得 
: 当 z<e 而 6 一 2<n 时 ，| 4 一 (4w) | 过 8。 
这 个 数 7 目 然 要 依赖 于 s。 
元 全 类 似 的 ，(14) 相当 于 下 面 的 条 件 : 当 任意 给 定 一 个 正 数 8 时 ， 
有 这 样 一 个 正 数 7 存在 ,使 得 
当 w>eT 而 -co<n 时 , 1 B 一 f(x)| < 8, 
若 榴 也 4 与 号 都 存在 , 代 且 彼此 相等, 划 写 作 下 面 的 样子 : 
lim y= lim /oO) 一 4。 (15) 
这 里 表示 zz 由 任何 一 方面 趋向 c, 于 是 (15) 相当 于 下 面 的 意思 : 当 任 意 
苍 定 一 个 正 数 s 时 ,有 这 样 一 个 数 nm 存在 ,使 得 
当 |jc 一 2 <7 而 zxco 有 时 ,| 4 一 f(z) | 过 8。 (18) 
有 时 榨 限 (13) 记 作 了 l(c 一 0) ,极限 (14) 记 作 Ce 十 0): 
Lm f=f 6—0), lm f(r)=f(c+0), 


不 要 把 f(c 一 0) 与 了 (c+0) 这 两 个 符号 与 了 (co) 相 混 ，j(e) 是 当 2= ec 时， 
J 2) 的 值 。 这 个 值 可 能 与 f(c 一 0) ,flec+0) 不 同 , 或 者 莽 至 于 可 能 根 
本 没有 意义 。 如 果 一 个 画 数 的 图 在 点 2=c 是 连 各 的 ,那么 极限 f(c 一 0) 
与 Jo 二 0) 就 要 存在 ,而 且 我 们 要 有 fc 一 0) = 了 (e+0) =f(c), 就 是 
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lim f(%)=f(c)。 | 
在 这 情形 下 ,我 们 讽 : 当 2=¢c 时 (在 点 x=0) ， 求 数 f(z) 是 浏 秆 的 。 以 
后 我 们 百 仔 细 若 卉 如 和 统 画 数 的 性 质 。 
再 看 一 般 铺 形 ， 上 面 的 定义 很 容易 推广 到 yy/ 趋向 无 秒 大 的 情形 。 
例如 ) 安 易 酒 出 ， 


lim 一 一 co lim 一 十 ce) 
了 -5 一 站 阔 一 e040 DO—C 
lm tgw= +o0; lim tg%= 一 co。 
725—0 x 一 元 十 0 
考虑 夯 数 9 一 are 鳄 2 的 主 值 [4] ,可 以 号 成 
由 和 1 A 
Lm arc tg - 0 ea are tg po 
蔡 了 (2?) 确定 于 所 有 的 2 的 充分 大 的 值 ae 


lim f(z) 一 


若 无 答 是 正 的 还 是 负 的 ， 只 要 它 的 移 对 值 充 分 大 , jc) 都 被 确定 , 卓 
可 能 存在 一 个 标 限 。 
lim f(%)=4, 
最 后 这 个 等 式 相 当 于 下 面 的 条 件 : 当 任 党 葵 定 一 个 正 数 & 时 ,有 这 样 一 
个 正 数 1 存在 ,使得 / 
当 lzj > 用时， | A 一 f(w) | 之 se 


不 难 诈 实 下 面 的 等 式 的 正确 性: 
lim 0 一 二 co; lim = 一 00; 


ee nie 


9 1 
lim | = lim a < 
= A 
zu 8w 十 十 1 aclirl 3 
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避 郑 展 一 个 畅 理 上 的 例子 ,假使 我 个 把 一 个 园 体 的 物体 加 热 , 设 宛 
的 官 远 是 加, 在 没有 达到 融 点 以 前 , 加 热 
时 , 物体 的 温度 上 升 。 在 达到 融 点 而 求全 
部 变 成 液体 状态 时 加 热 ,物体 的 温度 不 变 ， 
巧 保持 在 融 点 的 温度 , 址 到 全 部 液化 以 后 ， 
又 开始 上 升 。 由 液体 状态 变 到 气体 状态 
时 , 也 是 类 似 的 情形 。 现 在 我 们 把 物体 吸 
收 的 热量 @ 考 虚 作 它 的 温度 的 画 数 。 科 
46 表示 这 个 图 数 的 图 形 , 这 里 横 轴 用 作 温 
度 ， 维 轴 一 一 物体 吸收 的 热量 。 设 这 物体 
图 45. 开始 变 向 液体 状态 时 的 温度 是 石 , 由 液体 
状态 开始 变 向 气体 状态 时 的 温度 是 is。 显 网 


lim Q@= 黎 坐标 4B， lim Q@= 徐 坐标 40 。 
f= ti C—O [一直 十 站 


线段 BO 之 长 表示 物体 的 融 解 热 ,线段 有 7 一 一 汽化 热 。 

车 极限 f(c 一 0) 与 了 (c+0) 存 在 而 不 等 , 则 其 差 Fle+0) -Fe 一 0) 
中 做 当 z= 时 (在 点 c=6) 丽 数 fo) 的 跃 度 。 

画 数 y=are 霹 -二 一, 当 ==e 时 ,有 个 跃 度 m， 我 们 所 考虑 的 画 数 


8 人 ,在 点 t= 在 时 ,有 等 于 融 解 热 的 跃 度 。 

我 们 确定 lim f(z) 时 , 算 作 z 趋向 c, 但 总 不 等 于 。。 这 个 预先 
声明 是 极 重要 的 ,因为 当 =。 时 , f(2) 的 值 有 时 或 者 不 存在 , 或 与 
逼近 于 。 时 的 了 (%) 的 值 无 关 。 例如 当 1= 妇 时 ， 画 数 Qt) 是 不 确定 
的 。 


8 2 极限 花 。 速 粮 本 数 a 
为 解释 上 面 的 叙述 。 再 考虑 一 个 例子 。 假 设 在 区 阅 (一 1, 二 1) 上 
确定 一 个 夯 数 如 下 :; 
当 一 1 委 Z<0 时 ， y= 二 2 十 1; 
当 0 < 二] 是， y=2—1; 


当 w=0 时 ， 4 一 0。 
图 46 表示 这 个 夯 数 的 图 形 。 导 
由 两 段 不 包括 痢 点 ( 当 %=0 时 ) 的 站 
线段 与 一 个 项 点 一 一 坐标 原点 一 一 租 
成 。 在 这 个 情形 下 。 我 们 就 有 图 “46， 


lim f(s)=1, lim f(s)=—1, f(0)=0。 
33. 例 现在 我 们 考虑 一 个 对 以 后 很 重要 的 例 。 亚 
-Sn 
省 
这 个 画 数 确定 于 所 有 的 z 的 值 , 但 是 z=0 除 外 , 因为 这 时 分 子 与 分 母 
都 成 了 雾 , 于 是 分 式 就 没有 意义 了 。 我 们 讨 徐 当 Y& 趋向 霉 时 , Y 的 改变 
情形 。 当 2z 变 符 号 时 ,这 个 分 式 不 变 ， 
所 以 只 须 求 2 由 正 值 趋向 震 时 (在 第 
一 象限 ) ,这 个 分 式 的 极限 。 如 果 我 们 
证 明了 这 个 榨 限 存在 ,由 以 上 所 檬 , 当 
4 由 负 值 趋向 堵 时 , 就 要 有 同样 的 栎 
闻 47. 限 。 注 赤 , 这 里 不 能 用 关于 商 的 极 孔 
的 定理 ,因为 分 子 与 分 母 都 趋向 走 。 
考虑 x, 作 生 径 为 一 的 图 的 图 心 角 。 角 度 的 测量 以 弧度 为 单位 ,就 
有 (图 47) 
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其 中 4D 是 过 x 的 端点 的 图 周 的 切线 。 
注意 4B, 48 与 折线 4DB 的 长 度 ,可 以 写成 : 


2 gin vw<27<2 tw， 


把 这 不 等 式 , 用 2 sinz 除 , 束 得 到 : 


作 1 
-一 一 -一 挟 - 
Sn cosw 


EE 
pr 


1> 一 >608 w, (17) 


但 是 当 % 趋向 雾 时 ， 显 然 , 线段 00 所 表示 的 cos % 趋向 1, 就 是 变 
量 Sa2 吕 常 地 在 工 与 一 个 趋向 工 的 量 之 沿 , 所 以 [873 


Sn zw 
二 一 一 一 上 


lim y= lim 


Lo+0 出 一 昌 | 
在 这 个 情形 下 , 我 们 确定 条 件 (16) 中 谈 到 的 效 %。 由 1 减 掉 不 等 
式 (17) 的 三 个 部 分 ,得 到 : 
Sin 


0<1- -<1 — 608», 


这 个 不 等 式 鹏 明 : 


当 | 1] 一 cosz| 一 时 ， 1 时 ?| <。 


注意 ,第 一 象限 的 一 个 多 的 正弦 小 于 这 个 泊 长 , 克 得 到 : 


3 人 2 
/A 人 
1 一 cosz 一 9sinz 和 <2( 全) 一 


ie。 -aa 一 一 有 


Cy 
2 


于 是 ,内 须 取 


. 当 ee 
-了 <8 就 是 |z|<V 3e。 
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所 :以 pasion no 
， 画 数 的 连 禾 性 ”假设 画 数 f(z) 确定 于 点 w=6 及 其 左右 近 傍 ， 


我 们 pd 过 这 夯 数 在 这 点 违 复 的 定义 。 现 在 再 叙述 一 裔 。 
定义 老总 2 二 6 时， 面 数 了 2) 的 檬 限 在 在 ,天 a 腿 等 于 
Ck 
limf (T= (i (18) 


就 裔 : 当 z=c 了 时 (在 点 w=0) ,f(%) 是 速 种 的 。 

这 就 相当 于 :左右 两 个 极限 了 (ec 一 0) 与 1(c+0) 存在 , 大 且 段 此 相 
等 ,而 又 都 等 于 (0) , 就 是 有 (c 一 0) = (c+0) = 了 (0)。 由 [BJ, 上 述 害 
义 的 条 件 就 相当 于 : 当 任 总 给 定 一 个 正 数 。 时 ,就 有 这 样 一 个 正 数 7 存 
在 :使 得 

当 |e 一 %| < 时 ， |f(0) -Fo1<s d9) 
注意 ,由 于 这 个 正 数 s 是 可 以 随意 选择 的 ,所 以 在 这 定义 中 我 们 可 以 用 
(0) 一 f(z) | ss 替代 1 fo 一 了 (z) | < 过 a。 这 个 注解 适用 于 以 前 所 有 
的 类 似 的 定义 , 特别 是 无 穷 小 量 的 定义 与 极限 的 定义 。 并 且 也 适用 于 
以 后 与 这 相 类 似 的 定义 。 

差 “一 6 是 自 变 最 的 改变 量 , 而 差 f(z) 一 f(0) 是 对 应 的 画 数 的 改 
变量 ;于 是 上 述 夯 数 的 速 秆 性 的 定义 也 就 相当 于 ;车 当 自 变量 的 改变 量 
是 无 穷 小 时 (由 值 z=6 起 ) ,对 应 的 画 数 的 改变 量 也 是 无 劣 小 ;就 届 : 这 
个 画 数 在 点 2%=2 是 速 午 的 。 

注意 , 等 式 (18) 所 玫 达 的 违 千 性 的 性 质 , 告诉 我 们 , 求 这 而 数 的 这 
个 标 限 时 ,只 要 把 自 变量 换 上 宅 的 极限 就 碟 了 。 

由 [28] 公 式 ( 3 ) 与 (4) ,我 们 看 出 , 2 的 多 项 式 与 有 理 画 数 (多 项 式 
的 商 ) , 当 z 取 任 意 一 个 值 时 ,都 是 过 纺 丽 数 ;不 过 使 有 理 丽 数 的 分 母 等 
于 雪 的 值 要 除外 。 
显然， 对 任意 的 % 永远 保持 同一 个 值 的 [12] 画 数 y= 0 也 是 速 千 
的 。 


50 第 一 章 本 数 关系 与 柱 限 险 


第 -- 章 中 的 所 有 初等 画 数 ( 圭 画 数 ,指数 面 数 ,对 数 面 数 ,三 角 夯 数 
与 反 三 角 夯 数 ) ,除了 使 它们 成 为 无 穷 大 的 那些 值 外 当 x 取 任 意 一 个 
能 使 它们 确定 的 值 时 , 都 是 速 德 的 。 例 如 , 当 * 取 任 意 一 个 正 值 时 ， 


iogio z 是 速 杭 的 ; 陈 了 值 <= (2 十 了 至 外 ,其 中 是 任意 一 个 整数 , 当 


2 取 任 意 一 个 值 时 , 碟 2 是 连 种 的 。 

再 指出 一 种 画 数 必 , 其 中 必 与 v 都 是 4 的 速 午 范 数 , 工 且 不 取 
刍 值 。 这 样 的 画 数 电 做 千 指 本 数 。 除了 使 得 4 与 v 同时 等 于 等, 或 
2=0 和 而 2<0 这 些 值 外 ,这 个 画 数 也 具有 过 千 性 。 

这 里 我 们 肯定 的 膏 出 初等 画 数 的 连 入 性 ,自然 这 是 须要 证 明 的 ,不 
过 现在 我 们 不 斌 ,以 后 我 们 再 仔 确 重 恋 这 个 问题 。 

不 难 证 明 : 任意 有 限 个 连 简 巩 数 的 和 或 乘积 也 是 连续 芳 数 ; 两 个 
连 秆 画 数 的 商 , 除了 自 变 量 的 那些 使 分 母 为 才 的 值 外 , 也 是 连 粮 酌 

我 们 只 考虑 商 的 情形 。 假 设 , 当 %=a 时 , 男 数 9 (w) 与 由 (%) 是 速 
炉 的 ,并 且 Yo 天 0。 作 出 画 数 : 


Jam- 了 人。 
应 用 关于 商 的 株 限 定理 ,得 到 ; 
lim w (2) 
_ Pla) _ pr 
lim 1 ~ in ye) Vo 


于 是 证 明 当 z==& 时 , f(z) 的 回炉 性 。 

再 指出 一 个 简单 的 例 。 由 于 y=sin w 是 2 的 连 缠 画 数 ; 阁 了 是 一 
个 常量 , 基 y=6 sin z 也 是 连 种 丙 数 ; 因为 它 是 两 个 连 各 图 数 y==b ( 寡 
汪 上 面 ) 与 y=sin zz 的 乘积 。 


现在 我 们 再 看 而 数 y~ 各 ， 当 5 一 0 时 ,这 个 画 数 不 确定 ,但 是 
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我 们 知道 lm y 一 1。 所 以 , 若 我 们 假 珊 当 z 一 0 时 %= 寺 旭 在 所 2 一 0， 
y 就 是 连 绪 夯 数 了 。 

如 果 一 个 范 数 在 某 一 个 点 不 确定 , 当 % 趋向 这 个 点 时 求 这 画 数 的 
醒 限 由 做 定 未 定式 。 若 这 极限 存在 , 我 们 就 说 , 在 这 个 不 确定 的 点 , 这 
标 限 是 这 个 画 数 的 其 值 。 以 后 我 们 有 很 多 定 未 定式 的 例子 。 

5 .， 连 禾 函数 的 性 质 ”以 上 我 们 计 了 在 给 定点 2 的 画 数 的 连 积 性 
的 定义 。 现 在 假设 一 个 画 数 确定 在 区 疝 < 和 ?2 入 上 。 著 2 取 这 区 闻 上 
任意 一 个 值 时 , 宪 都 是 连 各 的, 就 说 ; 它 在 区 间 [c, 6] 上 是 连 各 的。 这 
里 要 指出 , 在 这 区 阅 的 端点 X=& 与 z=5 这 函数 的 囊 入 性 , 是 下 面 的 
意义 : | z 

im f(2)=f(o), lim jz) =f(0),。 

所 有 的 连 炽 函数 都 具有 -下 面 的 性 质 : 

1， 落 夯 数 ,/ 六 2) 在 区 浊 [4, 9] 上 连 策划 在 这 区 间 上, % 于 少 有 法 
样 一 个 值 存在 ,使 fx) 取 它 的 最 大 
值 ,并且 2 至 少 也 有 这 样 一 个 值 存 
在 , 使 f(z) 取 它 的 最 小 值 。 

“2， 志 图 数 / 4z) 在 区 竟 [a, 2] 
上 溃 纺 , fa) =m,f(2) =n, 并 设 % 
是 mr 与 ?之 阅 的 任意 一 个 值 , 划 在 
区 间 [o, 2] 上 ,4% 至少 有 这 样 一 个 
值 存在 , 使 得 f(x) 的 和 值 等 于 三 特 
天 是 , 光 了 (8) 与 了 2) 不 同 号 , 剧 在 
这 区 出 [a, 5] 内 ,% 至 少 有 这 样 一 个 值 存在 ,使 得 f(z) 的 值 为 才 。 

如 果 我 们 注 齐 到 对 应 于 连续 本数 的 图 形 是 连续 曲线 , 这 两 个 性 质 
就 显然 丰 搂 成 立 。 自 然 这 个 说 法 不 可 以 用 作证 明 。 活 起 来 很 明显 的 速 
息 曲 线 的 概念 , 亚 致 研究 起 来 却 是 非常 复杂 的 。 这 两 个 以 及 下 面 的 第 
三 个 性 质 的 严格 证 明 要 用 无 理 数 的 理论 作 基 础 。 我 们 更 在 不 证 。 
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和 在 这 一 节 的 最 后 几 段 中 ,我 们 再 入 祖 楚 :无 理 数 的 理论 及 其 与 极限 
洽 的 联系 ,以 及 连续 画 数 的 性 质 。 注 疮 :过 先 两 数 的 第 二 个 性 在 也 可 以 
彼 进 如 下 : 当 ww 由 a 到 5 连续 改变 时 , 严 积 画 数 f(z) 至少 有 一 次 纸 过 
在 f(a) 与 (5) 之 则 的 任意 一 个 数 。 

图 48 与 49 各 表示 一 个 在 区 竟 [4, 外 . 上 的 连 生 丙 数 的 图 形 , 其 中 
fla)<0 而 102)>>0, 在 图 48 上 图 形 与 OX 轴 交 一 次 , 当 w 取 这 个 对 
应 的 值 时 ,机 数 了 (zw) 等 于 零 。 在 图 49 上 , 这 样 的 值 就 不 只 一 个 ,而 有 


二 个 
i [和 


1 
I 
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贺 49. 
现在 我 们 厂 连 种 画 数 的 第 三 个 性 质 , 这 个 性 质 不 如 前 两 个 来 得 明 
时 。 

3. 者 Jo 在 区 间 [w, 8] 上 淄 粮 , 且 z=zo 是 x 在 这 区 阅 上 的 一 个 
值 , 旭 由 条 件 (19) [3 和 ] (用 zo 替代 0), 当 任 意 痊 定 一 个 正 数 8 时 ,就 有 
这 和 样 一 个 依赖 于。 的 wm 存在 ,使 得 

当 ,2 一 2o| <n 时 ， |f (2) —f(w0) |<s, 
这 里 我 们 自然 算 作 z 也 是 在 这 区 章 上 的 (例如 , 车 zo=a, 旭 * 只 有 大 
于 a 的 什 ; 荐 zo=0, 刚 z<b) ,不 过 这 个 数 不只 是 依赖 于 s, 而 且 它 
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也 傅 屯 于 在 我 们 考虑 的 区 疗 上 所 取 的 值 > 一 zo。 圳 烧 夯 数 的 第 三 个 性 
质 断 定 ,事实 上 , 当 任 意 答 定 e 时 ,对 于 在 区 间 [a, 5] 上 的 所 有 的 z 的 
值 ,有 一 个 共同 的 ”存在 。 换 句 话说 就 是 : 若 了 (2) 在 区 疝 [e, 5] 上 过 午 
惠 当 任意 葵 定 一 个 正 数 。 时 , 就 有 这 样 一 个 正 数 " 存在 , 使 得 在 区 网 
[4, 5] 上 的 任意 两 个 值 x' 与 ww， 如 果 满 足 不 等 式 
z wv —% |<, (20) 
就 有 
(lz 一 Fo <e。 (21) 

这 个 性 贤 中 做 一 致 连 秆 :如 此 , 若 一 个 画 数 在 区 阅 [e, 5] 上 束缚 ， 
列 它 在 这 区 和 疫 上 一 致 速 入 。 

还 要 注意 :这 里 我 们 假设 /ce) 连 和 车 ,不 仅 是 当 e 取 区 癌 fe, 四 内 的 
所 有 的 值 时 ; 并且 当 wz=a 与 =6 时 , 旋 也 吉 炉 。 

我 们 由 一 个 例 来 天明 一 致 速 午 的 性 质 。 先 给 上 面 的 不 等 式 换个 样 
子 ; 用 二 替代 mw， zc 二 替代 2。 这 时 x1' 一 2' 一 h 就 是 自 变量 的 改变 量 ， 
而 了 (2 十 及) 一 fw) 就 是 对 应 的 画 数 的 改变 量 。 一 致 速 凌 性 可 以 写 戌 ; 

当 <n 时 ， je 二 pi) —f (2) | < 天 8， 
其 中 与 (z 十 人 是 在 区 贿 fc, 如上 的 任意 两 个 点 。 
例 , 考 虑 图 数 ， 
三 (2 一 0。 
在 这 情形 下 ， 
faih) ~ fn) 一 (十 有 3 一 0 二 20 十 Ra。 

当 任 章 输 定 z 一 个 值 时 , 消 自 变量 的 改变 量 j， 趋向 零 , 则 部 数 的 改变 量 (2zj 二 
十 j2) 也 趋向 雳 。 这 就 再 一 次 肯定 了 [3 和 ] : 当 z 取 任意 一 个 值 时 ， 这 个 六 数 是 过 绩 
的 。 例 如 在 区 间 一 1<x<2 上 , 它 是 连锁 的 。 现 在 我 们 要 新 明 在 这 个 区 肛 上 , 尼 也 
是 一 致 连 粮 的 ， 对 详 于 一 个 :我 们 就 需要 选择 一 个 数 1， 使 得 当 了 与 xX 十 h 在 区 有 
[一 142， 2] 上 而 || < 时 ,满足 不 等 式 

12zh+h| <e。 (22) 

我 们 知道 

[2zh+2| S|2xh| +h=2|w|. |h| 十 ho 


0 第 一 章 _ 两 数 关 对 与 极限 队 


但 是 在 区 并 [一 1, 2] 上 ，, zx| 最 大 的 值 是 2， 所 以 我 们 可 以 写成 : 
2xh +h2| < 安生 | 天 | 十 2, 
我 们 算 作 |#| <1, 于 是 太 < | 有 |， 上面 的 不 等 式 就 可 以 写成 
12zh 十 R27| < 和 4 十 | 或 2zh 上 2|<<51h|。 
若是 |h| 满足 条 件 51h| <s, 不 等 式 (22) 就 一 定 成 立 。 因 为 以 上 我 们 设 
[4| <1, 于 是 应 当 满足 两 个 不 等 式 


hi<l 与 Ih|< 志 。 


因此 , 我 们 可 以 取 1 与 万 两 个 数 中 远 小 的 一 个 作 ”。 当 s 很 小 时 (只 要 s<5) 我 
们 应 当 取 ?一 言 , 于 是 在 任何 情形 下 , 当 夫 定 。 时, 对 于 区 并 [一 1 2 上 的 所 有 的 
ws 我 们 能 求 出 同一 个 Wd 5 

不 连 秆 的 栈 数 或 是 只 在 一 个 区 间 内 连 针 的 栈 数 就 可 能 没有 上 述 的 性 质 , 考 巾 
图 46 卖 示 的 丁 数 。 它 确定 于 区 并 [一 1, 蕊 上 ,但 是 当 z=0 时, 是 不 速 丢 的 。 它 有 
与 1 顾 意 多 近 就 多 近 的 值 ,但 是 没有 等 于 1 的 值 ,也 没有 大 于 1 的。 如 此 这 个 醒 数 
的 值 就 没有 最大 的 。 同 理 也 没有 最 小 的 ,初等 画 数 y=z 在 区 开 [0, 了 内 也 没有 最 
大 的 与 最 小 的 值 车 在 并 区 间 [0,1] 上 考虑 这 个 玫 数 , 则 当 z=0 时 , 它 有 最 小 的 值 ， 
而 当 = 工时 ， 它 有 最 大 的 值 。 再 郑 虞 一 个 画 数 有 (x) =sin 二 ， 它 在 左边 开 的 区 有 


0<z<1 上 是 速 统 的 。 当 = 趋向 等 时 二 无 限 培 大 , sin 工 在 (了 与 (十 ]) 之 间 
摆动 ,于 是 当 一 > 二 0 时 ,sin 二 没有 权限 。 这 个 图 数 在 区 并 0<z<1 上 没有 一 我 


束 秆 性 。 壮 嵌 两 个 诈 : zi 一 二 与 一 -75 二 二 ， 共 中 “是 正 整数 。 当 任 写 选 定 
# 时 ， 这 两 个 值 都 在 所 述 的 区 间 上 。 着 且 
F(X) 一 SIn nz=0, 
f Cw") =sin(2ns+3)=1。 


jy 和 1 2 a 1 
whitt f(a) 一 fr)=1 而 x a pp 


当 正 整数 ”元 限 堆 加 时 , 差 sz" 一 x' 趋向 老 ， 而 差 /(z") 一 了 (x 人) 永远 等 于 1。 
由 此 看 出 ,对 于 区 和 间 0<z<1 来 议 , 若 选 定 公式 (21) 中 的 s=1， 就 没有 这 样 一 个 正 
数 习 存在 ,使 得 由 (20) 可 以 推 得 |7 (zx") 一 f(z") | <1。 


骨 取 一 个 岁数 yr) 一 让 sin 一 ， 2 如 一 > 十 站 时 ,第 一 个 因子 1 趋向 走 ， 而 第 二 个 
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因子 的 艳 对 值 不 超过 1， 所 以 [33] 当 2->+0 时 ,7 (0， 当 ==0 时 ,第 二 个 因 
子 没有 意义 ， 但 是 如 果 我 们 补充 上 1(0) =0， 就 是 算 作 当 0<s<1 时 ,了 (= 
=zsin 二 ,而 了 (0) =03 就 得 到 一 个 在 天 区 间 [0, 1 上 的 束 丢 画 数 。 显 然 , 除去 * 
等 于 零 以外, 当 x 取 任意 的 值 时 ， 图 数 sin 工 与 z sin 二 显然 都 是 巡 补 的 。 

36， 无穷 小 量 的 比较 , 无 穷 大 量 的 比较 若 "与 6 是 一 齐 趋向 雪 
的 两 个 量 , 则 求 比 乒 的 极限 时 ,不 能 用 关于 商 的 极限 的 定理 。 我 们 算 
作 变量 与 B 趋向 封 , 但 是 不 取 零 作 值 。 车 比 人 趋向 一 个 异 于 雳 的 
有 限 极限 ， 则 此 也 趋向 一 个 异 于 零 的 有 限 极限 。 在 这 情形 下 , 我 们 
谨 : a 与 B 是 同 报 的 无 汰 小 。 若 比 广 的 极限 等 于 雳 。 就 散 6 是 个 比 


x 较 高 级 的 无 劣 小 ,而 = 是 个 比 B 较 钨 般 的 无 穷 小 。 车 比 与 趋向 无 尖 


大 , 则 互 趋向 雾 ,就 是 6 是 个 比 « 较 低 籽 的 无 穷 小 ,而 a 是 个 比 8 过 
高 级 的 无 穷 小 。 容易 证 明 : 车 a 与 6 是 同 级 的 无 穷 小 而 是 个 比 a 
较 高 级 的 无 穷 小 、 则 它 耻 暴 个 比较 高 般 的 无 穷 小 。 由 于 二 一 0, 并 且 


比 各 有 一 个 异 于 需 的 有 限 极限 ;根据 等 式 五 ~ 万, 应 用 关于 乘积 


的 极限 的 定理 , 直接 推 知 0 于 是 得 证 。 


现在 指出 同 级 无 汰 小 的 一 个 重要 的 情形 。 洲 睛 ->I( 同 时 也 有 


1)， 则 无 穷 小 最 4 与 6 叫做 相 括 的 。 由 等 式 一 和 一 1 交接 


推 知 , 4 与 8 的 相抵 性 相当 于 说 差 8 一 a 是 个 比 a 较 高 般 的 无 益 小 。 由 


sb 了 ~1 一 委 , 同 理 推 知 ,法 个 相抵 履 也 相当 于 8 二 是 个 比 8 


较 高 般 的 无 穷 小 。 
车 上 是 一 个 正 的 常数 ，- 生 -趋向 一 个 异 于 敌 的 有 限 极限 , 就 届 6 


是 个 关于 “的 下 级 无 穷 小 。 若 -后 一 ,0 是 一 个 异 于 雪 的 数 , 则 -名 一 1。 
就 是 6 与 cx* 是 相抵 的 无 和 小 , 于 是 推 知 , 源 Y 一 8 一 cox 是 个 比 B (或 
是 比 co*) 远 高 般 的 无 汰 小 。 若 取 a 作 基 本 的 无 穷 小 , 则 等 式 : B= ear 二 
二 7 其 中 7 是 个 比 oo 较 高 级 的 无 穷 小 ,表明 招 无 劣 小 量 B 分 离 为 一 
个 无 穷 小 co” (与 a 的 比 的 最 简 形 式 ) 与 一 个 余 项 7， 这 个 7 是 个 比 A 
较 高 航 的 无 田 小 (或 是 比 cx )。 

无 穷 大 量 v 与 » 的 比较 可 用 类 似 的 办 法 。 车 一 趋向 一 个 异 于 直 
的 有 限 极 限 , 旧 % 与 ?时 做 同 般 的 无 穷 大 。 若 二 0, 划一 一 co。 在 
这 情形 下 就 说 : " 是 一 个 比 炉 均 低 般 的 无 穷 大 ,或 者 说 以 是 一 个 比 。 较 
高 级 的 无 穷 大 。 若 二 一 1,， 朋 与 0 也 做 相抵 的 。 若 上 是 一 个 正 的 党 
数 , 并 且 三 有 一 个 异 于 需 的 有 限 栋 限 ,就 说 o 是 个 关于 以 的 上 琢 无 稚 
大 。 所 有 关于 无 穷 小 的 仿 , 对 无 穷 大 也 都 成 立 。 

还 要 指出 , 车 比 人 或 二 根本 没有 极限 , 则 对 应 的 无 穷 小 或 无 盘 
大 时 做 不 可 比 的 。 

37.、 例 

1， 以 前 我 们 讽 过 


sin 出 


lim = 

dr * - 
就 是 sin z 与 了 是 相 缸 的 无 劣 小 , 于 是 推 知 , 差 sin x 一 + 是 个 比 工 较 高 级 的 无 鹤 
小 > 以 后 我 们 就 知道 这 个 差 与 0 是 相抵 的 。 一 全 关于 2 的 三 般 无 穷 小 。 


2“， 现在 我 们 证 明 兰 1 一 cos zy 是 一 个 关于 xz 的 二 末 无 劣 小 。 实 际 上 , 应 用 三 
角 公 式 与 初等 变换 ,就 得 到 : 


. 下 部 1 
1l—eosr 2 sin? 5 1 Si 
2 了 “21 x PP 


车 z->0 则 a= 也 息 向 零 , 于 是 
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be 

SIN -—— 

i 2 S1n 

lim hm “1, 
->0 TT -3 i 
2 
,1cosx 

所 以 lim 
就 是 ,1 


一 C0S ZX 是 一 个 关于 x 的 二 裔 无 穷 小 
3、 由 公式 


AT 
二 = 1 
推 知 NO 
因此 


RA 
ne 
Tl 


ee 
i 


1 
9 
就 是 ,Mi 二 r 一 1 与 x 是 同 裔 的 无 穷 小 ,而 Mi+x 一 1 与 “+ 是 -相抵 的 。 
4. 现在 我 们 证 朋 轧 次 的 多 项 式 是 关于 的 风 般 无 穷 大 。 实际 上 
和 dT arr lt AiT TG, 


Tm 
= lim (% 二 -十 十 … 人 
了 -pe 


i + ) = oo 
不 难看 出 ,两 个 同 次 的 多 项 式 , 当 Xx 一 > 时, 是 同 航 的 无 穷 大 
极限 ,就 是 它们 的 最 高 次 项 的 系数 的 比 。 例 如 


jo 它们 的 比 有 个 
5 
lim 二 全 lim 一 5 Ea 
wea TT 二 二 二 IT 7 十 全 十 二 f 
TPT xX 
若 两 个 多 项 式 的 次 数 不 等 ,其 当 2 一 > 时 次 数 高 的 一 
较 高 航 的 无 穷 大 。 
93， 数 e 


与 田 一 个 比 蒋 , 是 个 


现在 我 们 考虑 一 个 对 以 后 很 重要 的 例子 , 就 是 考虑 
个 变量 , 宪 依 抒 取 值 : 


Gk 


其 中 % 取 正 整 数 上 升 趋向 十 ce, 应 用 牛 题 二 项 式 公 式 得 到 


[ 第 一 章 ” 襄 数 关系 与 极限 手 
二 1 二 本， 
(i+ i Do . 人 2 | 训 i 


AC = 一 2) 1 . 


,DD 


HA! 


这 nm—l) 一 2)…2 1 1 


n| 的 


=1+1+ 二 (1 一 = 二 )+ 训 (1 过)( 工 一 过 ) 十 …… 直 


这 


+ 和) 
(区 (5 


这 样 号 碟 的 和 含有 (2 十 也 个 正 硕 , 当 整 数 % 增 加 时 ,第 一 , 项 的 数 
目 要 增加 ,第 二 ,以 前 的 每 一 项 本 身 要 培 加 , 因为 在 一 般 项 的 表达 式 


ye 
中 , k! 保持 不 变 , 而 当 多 增加 时 ,每 一 个 括号 内 的 索要 培 大 。 如 此 我 们 
午 出 , 当 %% 增 加 时 , 所 考虑 的 变量 也 增加 。 因 此 , 为 要 肯定 这 个 变量 的 
极限 存在 ,只 要 证 朋 宪 是 有 界 的 就 成 了 。 
在 一 般 项 的 表达 式 中 用 1 禁 代 每 一 个 差 ,并 且 用 2 赫 代 8! 中 每 一 
个 二 3 的 因子 。 如 此 替代 的 话 ,每 一 项 都 变 大 了 。 再 用 等 比 级 数 和 的 
公式 就 得 到 : 


sa 
n(n 1) (nw~ 0. (一 天 了 加 
A 


得 来 的 ,只 要 把 分 子 的 个 因子 ,每 个 用 7 除 一 下 ,并 注意 分 年 上 因子 1 的 数 自 恰好 等 于 就 
WT 
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1 本 1 1 
人 元) <1+1+ 训 十 六 十 十 二 二 二 二 研一 
1 一 寺 1 
We 


就 是 ,变量 (1+ 二 ) 是 有 界 的 ,我 们 用 。 记 这 个 变量 的 极限 : 


lim (1+ 元 ) =。 (nm 取 正 整数 )。 (28) 
显然 ,这 个 极限 不 大 于 3 。 
现在 证 明 , 当 % 取 任 意 的 值 趋向 十 co 时 ,表达 式 (1 上 + 二】 也 趋向 
这 个 极限 e。 
发 风 是 所 包含 的 最 大 的 整数 ,就 是 
NPN 二 1。 


显然 , 这 数 % 与 z 共同 趋向 十 co 注意 若 4>>5>1 而 co>d>0 划 
a*>0, 我 们 可 以 写成 / 


Gly din, 


但 是 ,由 等 式 (23): 


lim (+ 


于) = i 
十 ] Hp ( | ) 1 


拼 且 


We Ce i (he tn 
如 此 ,不 等 式 424) 两 端的 两 项 都 趋向 极限 6, 所 以 中 阅 的 一 项 ,也 要 
站 向 这 个 标 限 ,就 是 


人 


第 一 章 “西数 关系 与 柱 限 险 
我 们 只 剩 下 要 考虑 z 趋向 一 co 的 情形 。 
用 一 个 新 的 变量 y 替代 *， 假 散 : 
i 
于 是 4 一 一 上 一双。 
由 后 一 个 等 式 看 出 , 当 z 趋向 一 co 时 ,9y 趋向 上 cc。 
在 裘 达 式 (1 十 二 ) 中 ,如 此 替换 变量 , 井 注意 等 式 (16) 就 得 到 : 


lim E> 一 


时 一 十 5 好 


= lim [(1+=) (1+3)]=01=6, 
如 果 2 趋向 带 有 任意 符号 的 cc， 亦 就 是 12 一 oo, 则 由 上 让 推出 ， 
此 时 有 : 


| 一 1 一 
lim (1+ 二 ) 一 lim (—) “Ss 
| 上 yon 一 一 4 


im (1+ 3) = (00) 
以 后 我 们 可 指出 计算 这 个 数 。 到 任意 精确 度 的 简便 方法 。 可 以 省 
明 , 这 个 数 是 个 无 理 数 ,准确 到 七 位 小 数 的 近似 值 是 。=2.7182818.…。 
现在 我 们 不 难 求 出 表达 式 (1 十 二 ) ”的 极 甩 ,其 中 是 一 个 答 定 的 


数 。 应 用 宕 男 数 的 连 注 性 ,得 到 : 


1 | . | 
-ep 


其中 用 9 刀 商 二, 它 与 “一齐 趋向 ce。 


人 (1 ee 
oo 作 


= 


在 复 利 的 理 座 中 ,会 遇 到 这 样 的 表达 式 (1+ 了) 。 
假设 ,每 年 计算 利息 一 次 。 若 本 金 是 4, 利率 是 2 多 ,一 年 末 的 本 
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利和 ,就 是 : 
a(1+%), 
其 中 i i 
第 二 年 末 就 是 : 
| a (1 +%)?, 
一 般 来 讲 , m 年 末 就 是 : : 
o(1+b)™, 


现在 坝 每 过 二 ;年 前 算 利 县 一 次 , 这 个 数 上 就 要 左 小 % 信 ,而 时 
半 的 区 了 数 就 要 增加 n 倍 , 于 是 m 年 末 的 本 利和 就 是 : 
a(1+ 二 ， 
1 


最 后 , 设 % 无限 增加 ,就 是 计算 利息 的 时 渴 区 二 无 限 减 小 以 至 于 连 
秆 的 计算 。m 年 末 的 本 利和 就 是 : 


lim a (1+4)™ = lime[(1+#) -een。 


3 


取 这 个 数 。 作对 数 的 感 。 A NR 至 币 碟 只 
log > 不 必 写 上 属 。 


当 变 基 趋 问 堆 时 ,表达 式 -ES 十 2) 中 ,分 子 与 分 侠 都 趋向 索 。 


定 这 个 未 定式 ,引用 一 个 新 变量 %， 赤 
-1 a 
?= 帕 征 y= 
于 是 当 2 >0 时 , 9 趋向 无 穷 大 , 再 应 用 ed (26) ， 
就 得 到 : 
lim 0 Ue i y log (1+=) a 


T+ 邮 


=， 


= limlog (1 下 一 1]0g e=1, 


md 
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这 里 显示 出 为 什么 顺 意 选 攻 作对 数 的 底 。 这 正 像 取 就 度 作 单位 来 
测量 角度 时 , 玫 达 式 -2 4 在 4 一 0 的 其 值 等 于 1 一 样 。 在 自然 对 数 
的 情形 , 表达 式 :人 十 2) 在 “一 0 的 其 值 也 等 于 11。 
由 对 数 的 定义 ,有 下 面 的 关系 式 : 
N=asaN, 
用 。 作 底 求 对 数 ,就 得 到 


. RN 
log N=logs Nlogw 或 logo N=log N I 


这 个 关系 式 表明 , 当 任意 一 个 数 a 作 底 时 ，X 的 对 数 可 以 通过 自 
然 对 数 来 表达 。 因子 用 = 一 二 是 例 用 < 作 底 的 对 数 系 的 模 , 当 


log @ 
4 一 10 时 ,准确 到 七 位 小 数 的 近似 值 是 : 
及 = 一 0.48342945….。 

49.， 未 履 明 的 命题 ” 当 急 述 极限 理论 时 ,我 们 留 下 些 命题 没有 证 
明 , 现 在 总 述 如 下 :单调 有 天 变量 的 枉 限 存在 [30], 标 限 存在 的 必要 且 充 
分 条 件 〈 勾 犀 刊 别 法 ) [31] 以 及 在 闭 区 间 上 连 冲 西数 的 三 个 性 质 [35]。 
这 些 命题 的 证 明 要 这 实数 理论 与 它们 的 演算 为 基础 ,由 下 一 段 开 始 我 
们 评 实 数 的 理论 并 证 明 上 述 儿 个 命题 。 

现在 绸 介 帮 一 个 新 的 概念 。 并 且 再 笋 述 一 个 命题 , 这 个 命题 也 和 留 
在 以 后 证 上 明 。 

车 有 一 个 由 有 限 个 实数 租 成 的 集合 (例如 ,由 一 千 个 实数 ) ,出 它们 
中 必 有 一 个 最 大 的 与 一 个 最 小 的 数 。 车 有 一 个 实数 的 无 穷 集 合 , 移 然 
这 些 数 都 包含 在 一 个 确定 的 区 章 里 ,这 些 数 中 也 不 一 定 总 有 一 个 最 大 
的 与 一 个 最 小 的 。 例如 , 霹 我 们 考虑 所 有 的 在 0 与 之 交 的 实数 租 成 
的 集合 , 但 0 与 工 不 局 于 这 个 集合 , 出 这 个 数 策 合 中 就 没有 一 个 最 大 
的 ,也 没有 一 个 最 小 的 。 无 论 我 们 取 一 个 与 1 多么 近 但 小 于 1 的 数 ,在 
所 取 的 数 与 1 之 疯 总 可 以 找到 另外 一 个 数 。 在 这 情形 下 , 不 属于 数 和 集 
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lee 


合 的 0 与 1, 具有 下 沪 的 性 时 : 这 个 集合 中 没有 大 于 1 的 数 ,但 是 , 当 任 
意 答 定 一 个 正 数 。 时 ,总 有 大 于 (1 一 s) 的 数 。 同 样 的 ,这 个 集合 中 没有 
小 于 需 的 数 ,但 是 任意 痊 定 一 个 正 数 。 后 ,总 有 小 于 (06) 的 数 。 这 两 
个 数 0 与 了 各 叫做 上 述 实 数 集合 的 下 确 界 与 上 确 界 。 我 们 由 这 个 例 推 
广 到 一 般 的 情形 。 

由 这 例子 我 们 转 到 一 般 的 情形 。 

识 有 某 一 个 实数 集合 甩 , 车 有 这 样 一 个 数 1 存在 , 使 得 属于 集合 
且 的 所 有 的 数 < 用 ,就 说 它 是 有 上 界 的 。 同 样 的 , 若 有 这 样 一 个 数 mn 
存在 , 使 得 局 于 集合 如 的 所 有 的 数 之 m, 就 说 这 个 集合 是 有 下 界 的 。 
若 一 个 集合 有 上 界 也 有 下 界 ,就 简称 它 是 有 办 的 。 

定义 “车 有 这 样 一 个 数 6 存在 ,使 得 集合 了 中 没有 大 于 6 的 数 ,但 
是 当 尾 意 给 定 一 个 正 数 。 时 , 总 有 大 于 (8 一 6) 的 数 , 上 则 叫做 集合 有 
的 上 确 界 。 洲 有 这 样 一 个 数 w 存在 使 得 集 食 召 中 滩 有 小 于 a 的 数 , 但 


ee dd a a ed dS a aa a a fa ed ed a gad da a da ee 


车 集合 且 没 有 上 界 , 就 是 ,任意 给 定 一 个 数 , 中 的 数 总 有 大 于 它 
的 ， 基 这 个 集合 没有 上 确 界 。 同样 的 , 车 集合 如 没有 下 界 的 , 则 它 没 
有 下 确 界 。 车 一 个 集合 中 有 一 个 最 大 的 数 , 显然 它 就 是 这 个 集合 的 上 
确 界 。 同 样 的 , 洪 一 个 集合 中 有 一 个 最 小 的 数 , 旭 它 就 是 这 个 集合 的 下 
确 界 。 不 过 , 我 们 已 经 看 到 ,无穷 集 合 中 的 数 , 不 一 定 总 有 一 个 最 大 的 
或 有 一 个 最 小 的 。 但 是 , 可 以 证 明 , 有 上 界 的 集合 总 有 一 个 上 确 界 , 有 
下 界 的 集合 总 有 一 个 下 确 界 。 还 要 指出 一 点 :由 定义 直接 推 知 ,上 确 界 
或 下 确 界 只 能 有 一 个 。 

这 一 段 所 述 的 命题 , 以 后 我 们 常常 要 用 。 以 下 几 段 , 印 成 小 号 字 ， 
第 一 逼 庐 时 可 以 先 不 念 。 

40. 实数 ”现在 开始 法 实数 的 理论 。 我 们 首先 从 全 部 有 理 数 的 集合 出 发 ， 就 
是 正 负 的 整数 与 分 数 。 所 有 这 些 有 理 数 依 它 埠 加 的 顺序 安置 好 。 这 时 ; 落 a 与 
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是 汤 个 不 同 的 有 理 数 , 划 它 们 之 间 可 以 插入 任意 多 个 有 理 数 。 实 际 上 , 设 4 <5, 我 
全 引入 正 的 有 理 数 >= “一 和 ， 其 中 是 任 一 正 整数 。 有 理 数 a+7) 4 二 27， …， 


4p 
4a+ (一 Jr 就 在 4 与 5 之 间 , 由 于 正 整 数 % 的 选择 是 随意 的 ,于 是 谣 明 了 我 们 的 
共 征 。 

任 剖 把 全 部 有 理 数 分 作 两 租 ,使 它们 一 组 (第 一 租 ) 中 的 任意 -: 个 数 小 于 另 一 
粗 ( 党 二 租 ) 中 的 任 疙 一 个 数 ;如 素 一 分 , 我 们 就 时 做 一 个 有 再 数 的 分 划 。 这 样 作 ， 
显然 , 若 一 个 数 在 第 一 组,; 若 任意 一 个 小 于 它 的 数 也 在 第 一 往 ; 阁 一 个 数 在 第 二 粗 ， 
则 任 总 一 个 大 于 它 的 数 也 在 第 二 粗 。 

假设 , 第 一 和 粗 的 数 中 有 一 个 最 大 的 则 根据 土 束 有理数 第 的 性 质 ， 就 肯定 第 二 
粗 和 的 数 中 没有 最 小 的 。 同 样 的 , 阁 第 二 租 的 元 中 有 一 个 最 小 的 ; 旧 第 一 粗 的 数 中 没 
有 最 大 的 。 落 一 个 分 划 的 第 一 组 的 数 中 有 一 个 最 大 的 ， 或 是 第 二 组 的 数 中 有 一 个 
最 小 的 , 则 这 个 分 划 呈 做 第 一 娄 分 划 。 这 样 的 分 划 很 容易 作 。 随便 取 一 个 有 理 数 
b， 雍 所 有 的 小 于 ”的 有 理 数 都 在 第 一 和 组， 所 有 的 大 于 的 有 理 数 都 在 第 二 粗 , 至 
于 b 人 呢 , 或 者 让 它 在 第 一 粗 ( 它 就 是 最 大 的 ) ,或 者 访 它 在 第 二 粗 ( 它 就 是 最 小 的 ) ; 
这 样 就 作成 一 个 第 一 类 分 划 ， 取 所 有 的 有 理 数 作 b， 如 此 就 得 到 所 有 的 第 一 类 分 
划 , 我 们 就 说 这 样 一 个 第 一 类 的 分 划 定 义 一 个 有 理 数 b,b 就 是 第 一 粗 的 最 大 的 或 
是 第 二 粗 的 展 小 的 。 

但 是 还 有 第 二 .类 分 划 , 这 时 第 一 祖 没 有 了 展 大 的 数 , 而 第 二 租 也 没有 最 小 的 教 。 
例如 ,我 们 作 这 样 一 个 分 划 。 谈 所 有 的 负 有 理 数 , 零 以 及 平方 小 于 2 的 正 有 理 数 都 
在 窜 一 粗 , 而 下方 大于 2 的 正 有 理 数 在 第 二 租 。 由 于 没有 一 个 有 理 数 平方 等 于 2， 
于 是 这 样 就 把 所 有 的 有 理 数 都 分 配 好 了 , 我 们 就 得 到 一 个 分 划 ， 现 在 证 明 在 这 第 
一 粗 中 没有 最 大 的 数 。 这 只 要 证 其 : 若 一 个 数 4 属于 第 一 往 , 就 一 定 有 大 于 4 且 也 
马 于 第 一 粗 的 数 。 雁 4 是 负 的 或 是 竺 ;过 显然 是 对 的 ;假设 4 二 0, 由 作成 第 一 租约 
条 和 件 22<2, 我 们 5 入 一 个 正 有 理 儿 7 二 2 一 2 证 月 可 以 确定 适当 小 的 正 有 理 数 
xi 使 得 (a+z) 也 属于 第 一 组 ,就 是 满足 不 等 式 

2 一 (4 二 +2)2>0 或 了 一 2ar 一 22>0， 
就 是 要 找 这 样 一 个 正 有 理 数 ,使 它 注 足 不 等 式 : 
X32ar 7 
夸 算 作 X 二 1， 于 是 怠 <X) 所 以 X22 十 208 二 x 十 242 二 (29 十 1)7， 就 是 XY 须要 满足 不 
5 


(2a++1)7r<=r, 


2， 极 限 葵 。 过 粮 酌 数 01 
如 此 z 研 遇 两 个 不 等 式 ; 


党 


<1 与 ww<_- 
3 Za +1 


确定 。 

显然 ; 漠 足 这 两 个 不 等 式 的 正 有 理 数 zx 可 以 求 出 随便 多 少 个 来 。 同 理 可 旗 这 
个 分 划 的 第 二 福 有 最 小 的 数 。 所 以 我 们 所 作 的 例 是 一 个 第 二 类 分 划 。 实 数理 
论 的 基本 要 点 就 在 于 下 述 约 规定 :我 俏 算 作 任 总 一 个 第 二 类 分 划 宪 义 一 个 新 的 多 
一 一 无 理 数 。 不 同 的 第 二 类 分 划 定 义 不 同 的 无 理 数 。 不 难 想到 ; 上 例 中 的 第 二 类 
分 划 所 定义 的 无 理 数 , 就 是 平常 我 们 记 作 入 2 的 。 

现在 可 以 把 所 有 如 此 引 大 的 无 理 数 与 以 前 的 有 理 数 排 成 增加 的 顺序 ， 这 顺序 
我 们 还 可 用 0X 辅 上 的 点 来 直观 地 表示 。 车 a 是 一 个 无 理 数 ， 把 定义 这 个 无 理 数 
的 分 划 的 第 一 粗 训 作 工 (a) ， 把 第 二 组 到 作 I (a) 。 我 们 把 这 个 数 a 算 作 是 大 于 
Ta) 中 的 任意 一 个 数 ; 而 小 于 二 (Q) 中 的 任意 一 个 数 。 加 此 ;任意 一 个 无理 数 右 可 
以 与 任意 -个 有 理 数 比较 大 小 。 余下 还 要 定义 两 个 不 同 的 元 理 数 a 与 6 的 大 小 。 
内 要 a 与 B86 不同 ;, 1(% 与 1(8) 丰 不 能 全 同 , 而 一 定 是 其 中 一 个 包含 另 一 个 。 假 半 
1 (8) 包含 1(a)， 就 是 1(a) 中 任意 一 个 数 都 属于 工 6) ， 但 是 工 6) 中 有 的 数 属 于 
JI(a) 。 这 时 我 们 算 作 a=86， 这 就 是 定义 。 如 此 ,全 部 有 理 数 与 无 理 黎 ， 换 全 证 
译 , 就 是 全 部 实数 的 集合 ,就 依 腿 大 小 硕 序 安 奸 好 了 。 此 时 ,应 用 上 面 痊 的 定义 ;不 
难 证 明 : 若 wb 与 是 三 个 买 数 ，a< 而 b<c 则 ae<es。 

首先 我 们 指出 一 个 上 上 述 年 义 的 一 个 简单 推论， 设 < 是 一 个 无 理 数 。 由 于 组 
工 (o) 波 有 最 大 的 数 , 租 JIL 阅 有 最 小 的 数 , 草 显然 ，a 与 任意 一 个 有 理 数 a 之 间 有 
任意 多 的 有 理 数 。 现 在 屋 ww<8 是 两 个 不 同 的 无 理 数 ,， 1(8) 中 有 些 有 理 数 在 [l(a) 
中 ,于 是 直接 推 知 x 与 8 之 并 也 应 当 有 任意 多 的 有 理 数 ,一 般 来 法 就 是 ;两 个 不 同 
的 实数 之 国 总 有 任 总 多 个 有 理 数 。 

“现在 我 们 证 明 无 理 数理 渝 的 基本 定理 , 考 卡 全 部 实数 集合 ,并 任意 作 这 个 数 域 
的 分 划 ， 就 是 把 所 有 的 实数 (不 只 是 有 理 数 ) ， 分 作 两 和 组， 工 与 1 使 得 工 中 任意 一 
个 数 小 于 芽 中 任意 一 个 数 。 现 在 证 有 明 : 此 时 ; 一定 是 或 者 工 有 最 大 的 数 , 或 者 1I 
ee 的 数 ( 像 有 理 数 域 的 分 划一 样 ， 这 两 种 情形 不 可 能 同时 都 有 ) 。 为 此 ， 用工 

己 工 中 所 有 的 有 理 数 的 集合 ， 11' 记 了 中 所 有 的 有 理 数 的 集合 。 汶 两 租 (1', 11') 

商定 一 个 有 理 数 碟 的 分 如， 而 这 个 分 划 确 定 一 个 实数 (有理 数 或 是 元 理 数 )。 为 
确定 起见 , 假 语 作 上 进 实 数 的 分 划 时 ，x 属于 组 1， 更 在 证 明 , c 就 是 粗 工 中 的 最 大 
的。 洋 际 上 假 车 不 如 此 , 则 楼 工 中 有 一 个 大 于 <“ 的 实数 8 存在 。 取 wx 与 8 之 大 的 
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一 个 有 理 数 *(w<r<8)， 它 应 当 属 于 组 工 于 是 属于 租 I'。 

如 此 ;确定 实数 a 的 分 划 (1'; II) 的 第 一 手中 就 要 出 现 一 个 大 于 a 的 有 理 数 
r+。 这 是 不 可 能 的 。 所 以 我 们 假设 a 不 是 粗 工 中 最 大 的 数 是 不 对 的 。 同 理 可 证 若 
nx 在 组 I[ 中 , 则 它 应 当 是 II 中 的 最 小 的 。 

于 是 我 们 证 明了 下 面 的 基本 定理 。 

基本 定理 ”任意 作 一 个 实数 域 的 分 划 时 ,一 定 是 ,或 者 第 一 租 中 有 一 个 最 大 的 
数 ,或 者 第 二 粗 中 有 一 个 最 小 的 数 。 

很 容易 苍 出 实数 理 花 的 几何 意义 ,我们 先 只 考虑 0X 轴 上 , 坐标 是 有 理 数 的 
点 。 在 有 理 数 域 作 一 个 分 划 就 对 应 于 把 直线 DX 切断 成 两 个 个 线 。 藻 在 一 个 坐标 
是 有 理 数 的 点 处 切断 , 则 得 到 一 个 第 一 类 分 划 , 并 且 切 新 所 在 的 点 的 坐标 , 不 是 第 
一 租 的 最 大 的 数 就 是 第 二 组 的 最 小 的 数 ; 藻 在 一 个 坐标 不 是 有 理 数 的 点 切断 , 则 得 
到 一 个 第 二 类 分 划 , 它 定义 一 个 无理 数 ， 这 个 数 被 取 作 切断 所 在 的 点 的 坐标 。 用 
无 理 数 的 坐标 续 满 了 这 样 的 空 点 之 后 , 直 敌 的 任意 分 划 就 可 在 具有 实数 坐标 的 点 
发 生 。 所 有 这 些 只 是 几何 的 解释 , 并 不 能 用 作证 明 。 由 所 答 定 义 得 到 的 无 理 数 4， 
不 难 用 对 应 于 这 个 数 的 十 进位 无 穷 小 数 来 记 .2], 只 取 这 个 小 数 的 前 有 限 位 应 当 是 
一 个 属于 I(a) 的 有 理 数 。 但 是 落 这 前 有 限 位 的 最 后 一 位 数 加 一 , 则 对 应 的 有 理 数 
就 应 当 在 IT(e) 中 了 。 

4 实数 的 运算 “无 理 数 的 理 葵 中 ;除去 上 面 所 葵 的 定义 与 基本 定理 外 ,还 包 
含 无 理 数 运算 的 定义 , 并 研究 这 些 运算 的 性 质 ， 给 这 些 运算 的 定义 时 , 我 们 要 以 有 
理 数 域 的 分 划 为 根据 。 但 是 这 样 的 分 划 不 只 确定 无 理 数 , 而 旦 也 确定 有 理 数 (第 -- 
类 分 划 ) ,这 些 运 算 的 定义 就 要 壮 涯 的 适用 于 所 有 的 实数 ,并 且 对 有 理 炒 来 用 时 ,这 
些 定义 要 与 平常 的 定义 一 致 。 下 面 氢 述 这 个 问题 时 ,我 们 只 是 一 般 的 计 。 

我 们 先 作 一 个 附注 。 设 a 是 一 个 实数 。 任 意 取 一 个 (小 的 ) 正 有 理 数 *， 由 


”工人 a) 中 一 个 有 理 数 4 起 始 作 等 差 航 数 : 


dy a+ G 十 27 GE 十 让， 

当 n 相当 大 时 , 数 (e 十 27) 就 在 TI (a) 中 ,于 是 推 知 ;就 有 这 样 一 一 个 正 整 救 x 在 
在 ;使 得 La 二 (一 ]D)?] 电 于 1(%m ,而 [a+kr] 属于 了 (a); 就 是 : 

附注 ”任意 稳定 一 个 下 有理数 7, 无 询 多 勾 小 ,可 以 在 任意 一 个 有 理 数 域 分 旭 
的 每 一 棚 中 ,各 找 出 一 个 数 来 ,使 得 这 两 个 数 之 差 等 于 7。 

现在 我 从 语 加 法 的 定义 。 如 a 与 6 是 两 个 实数 。 识 a, wb 各 为 Ia)， 
ILIB)， 于 (6 中 任 总 一 个 数 。 涛 永 所 有 的 可 能 的 和 (4 十 办 以 及 (4a' 十 由)。 
在 任何 情形 下 有: a+b<w 十 WW。 作 一 个 新 的 有 理 数 分 划 ; 访 比 所 有 (a+9) 都 大 
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的 爹 部 有 理 数 放 在 第 二 租 , 访 其 余 的 有 理 数 都 在 第 一 租 。 这 时 ,第 一 组 中 任 污 一 个 
数 小 于 第 二 粗 中 任意 -- 个 数 ;并且 所 有 的 {a+ 中 都 在 第 一 粗 , (a' 十 b') 都 在 第 二 租 。 
所 作 的 新 分 划 确 定 一 个 实数 ,我 们 就 时 它 做 和 (& 十 上 。 这 个 数 显然 之 所 有 的 4a+b， 
而 专 所 有 的 a'+b'。 注 意 ,由 上 面 的 附注 , 数 a 与 w 之 差 可 以 等 于 一 个 任意 小 的 正 
有 埋 数 ,b 与 b' 也 是 如 此 ; 于 是 不 难 证 明 ， 满足 上 述 两 个 不 等 式 的 数 只 能 有 一 个 。 
我 们 知道 有 理 数 的 加 法 满足 几 个 法 则 ,容易 证 实 这 里 确定 的 加 法 也 满足 这 些 法 
出 : 
x 十 8B= 有 Ta (+B)+y=at+ (B+7), a+0=a, 

例如 ,为 要 得 到 8 二 a, 我 们 不 作 和 (ea 士 念 ，(o' 十 加) ,而 作 和 (十 9) (bp 二) ， 
因为 我 全 知道 有 理 数 的 加 法 满足 交换 律 ,所 以 这 些 和 与 以 前 的 和 是 相同 的 。 

向 a 是 一 个 实数 。 我 们 用 下 面 这 个 分 划 定 义 数 (一 a) ; 让 所 有 的 II(a) 中 的 
数 , 变 了 号 ; 放 在 第 一 组 ;所 有 的 (a) 中 的 数 , 变 了 号 ) 帮 在 第 二 组 。 如 此 ,实际 上 
得 到 一 个 有 理 数 分 划 , 并 且 不 难 媳 实 ,这 样 定义 的 数 (一 a) 满足 : 

一 (一 号 一 kx CQ 二 (一 oj) 一 0。 
并 和 车 a>0, 则 -a<0; 车 a<0, 其 -a>0。&a 与 (Qa) 两 个 数 中 大 于 零 的 那 
个 吓 做 这 个 数 a 的 经 对 值 。 像 以 前 一 样 数 «的 经 对 值 记 做 |x| 。 

现在 来 带 滋 法 。 设 a 与 8 是 两 个 正 实数 ,就 是 a>0, 8>0。 旗 5 是 工 o) 中 任 
意 一 个 正 数 ,5 是 I(6) 中 任意 一 个 正 数 ， a' 与 0' 各 为 I(a) 与 II(8) 中 任意 一 个 
数 (它们 一 定 是 正 的 ) 。 作 一 个 新 的 分 划 , 访 比 所 有 乘积 ab 都 大 的 全 部 有 理 数 在 第 
二 组 , 其 余 的 有 理 数 在 第 一 租 。 于 是 所 有 的 ab 都 在 第 一 组 ， 而 所 有 的 a'b' 都 在 
第 二 租 , 汶 个 新 的 分 划 定 义 一 个 实数 ,我 们 叫 它 做 乘积 8。 这 个 数 关 所 有 的 ob 而 
和 < 所 有 的 ab'， 并 有 只 有 这 一 个 实数 泪 足 这 两 个 不 等 式 。 

沙 两 个 数 “与 6 中 ,有 一 个 是 抽 的 或 者 都 是 负 的 , 则 我 们 引用 通常 的 乘法 符号 
规 剧 ,把 它们 的 乘积 归 舌 到 上 面 的 情形 ,就 是 我 从 说 a6= 土 |a| 18|, 党 a 与 8 都 小 
于 洗 , 就 取 (+) 号 ;车 一 个 小 于 零 一 个 大 于 零 , 就 取 负 号 。 

”与 0 相 乘 时 , 取 a.0=0.4=0 作 定义 。 不 难 葵 证 乘法 的 基 术 法 则 : 
aB=Ba, (aB)Y=a(BY), a(lB+Y) =aB+ayo 
若 几 个 因子 中 至 少 有 一 -个 等 于 零 , 在 这 情形 下 而 只 有 在 这 情形 下 ,这 几 个 因 于 的 策 
积 等 于 雾 。 

减法 定义 为 加 法 的 道 运算 , 就 是 4 一 8=z 相当 于 z+8=a。 在 这 个 等 式 的 两 
边 都 加 上 (一 8) ,根据 上 述 的 加 法 性 质 , 我 们 得 到 : z=a 十 (一 8), 就 是 说 差 要 由 这 
个 公式 定义 ,于 是 城 法 的 运算 就 化 成 加 法 了 。 余 下 要 检 污 ,所 得 z 的 武 达 式 确实 注 
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足 条 件 x 十 8=a, 但 这 可 由 加 法 的 性 质 赴 接 推 出 。 还 要 指出 ,下 面 这 个 普通 减法 的 
性 质 是 正确 的 : 不 等 式 w>8 与 <-8>0 同 效 。 在 蕉 除法 之 前 , 我 们 先 定义 一 个 已 


知 数 的 倒数 。 若 4 是 异 于 零 的 有 再 数 ， 则 数 二 叫做 它 的 倒数 。 设 a 是 一 个 异 于 
零 的 实数 。 先 股 "> 0 并 谤 a! 是 工 (e) 中 任意 一 个 数 化 是 一 个 正 有 雪 。 我 
用 下 面 的 分 划 定义 «的 倒数 : 访 所 有 的 负数 , 零 与 所 有 的 数 二 - 在 第 一 租 , 其 余 的 
下 在 第 二 得 。 讽 革 一 个 正 数 属于 这 个 新 分 划 的 第 得。 也 就 是 = 二 :其 中 


al 在 IL(a) 中 。 任 意 取 一 个 正 有 理 数 c;<c1。 它 就 可 以 者 示 成 6 其 中 是 


个 有 理 数 而 朋 a > &1，, 就 是 as 也 里 于 IT(a) 。 摸 句 话 讼 就 是 , 若 基 一 个 正 数 属 于 
这 个 新 分 划 的 第 一 组 ， 则 任意 一 个 小 于 它 的 正 有 理 数 也 晶 于 这 个 第 一 组 。 由 定义 
所 有 的 负数 与 军 也 都 在 第 一 和 组。 因此， 我 们 所 作 的 定义 & 的 倒数 的 分 划 具 有 这 个 
基本 条 件 , 就 是 第 二 粗 中 任意 一 个 数 大 于 第 一 组 中 任意 一 个 数 。 这 个 «的 倒数 记 


作 二 。 
会 
右 %w<0， 则 我 们 用 下 面 的 公式 征 义 它 的 倒数 ; 
1 _ 1 
«a zh 
应 用 乘法 的 定义 ,得 到 
: 1 
we 一 一 了 
人 


天 在 我 人 和 衣 除 法 ， 这 是 乘法 的 道 运算 ,就 是 xc:8= 2 相当 于 x48 =aj; 像 咸 法 一 
样 , 不 难 证 明 , 洛 8#0,， 划 这 个 商 由 z=o 得 到 , 如此， 除法 就 化 为 乘法 。 用 将 


除 是 不 可 能 的 。 

下 整数 次 胶 方 可 以 化 为 乘法 来 作 。 开 方 定义 为 乘 方 的 逆 运 算 。 衣 a 是 一 个 正 
洋 数 , 而 nw 是 一 个 大 于 1 的 整数 。 作 这 样 一 个 有 理 数 分 划 : 谈 所 有 的 负数 , 堆 与 所 
有 的 次 方 小 于 5 的 正 数 在 第 一 粗 , 其 佘 的 数 在 第 二 组 。 应 用 乘法 的 定义 ,不 难 证 
明 ， 这 个 分 划 所 定义 的 正 数 B 满足 条 件 8*=a 就 是 8 是 根 We 的 算术 值 。 落 四 是 
偶数 ; 则 第 二 个 值 是 (一 8) 。 类 似 的 可 以 确定 一 个 负 实 数 的 奇 次 根 ( 一 个 答案 ) 。 关 
于 指数 画 数 我 们 以 后 再 仔 亚 如。 最 后 还 要 指出 下 面 这 个 重要 的 车 葵 : 由 于 这 些 运 
算 的 基本 法 则 都 成 立 , 于 是 所 有 代数 中 的 法 则 与 恒等式 , 当 所 含 的 字母 了 解 作 实 数 
时 ,也 都 成 立 。 


$2， 楚 限 给。 这 天 煞 


pr 


入， 数 策 的 确 界 ,极限 存在 的 判别 法 “现在 姓 明 [39] 中 所 这 的 关于 实数 集合 
的 确 虹 的 定理 。 

居 理 黄 突 娄 估 仿 了 发 上 是 ) 则 避 友 一 个 -上 珊 是 ; 洲 及 有 下 界 ,期 区 有 一 个 开 
确 界 。 

我 们 上 只 证 明 这 定理 的 第 一 部 分 。 已 知 中 所 有 的 数 小 于 某 一 个 数 首 。 用 下 
玉 的 方法 作 一 个 实数 分 划 : 大 于 五 中 所 有 的 数 的 一 切 数 在 第 二 组 ， 其 余 的 数 在 第 
一 扯 。 例如 , 识 Pp 之 0, 所 有 的 数 (MM 二 9p) 都 在 第 二 粗 ; 又 如 五 中 有 所 有 的 数 都 在 第 一 
福 。 购 6 是 所 作 的 分 划 确 定 的 实数 。 由 [0] 中 基本 定理 , 它 或 者 是 第 一 粗 中 的 最 
大 的 , 或 者 是 第 二 粗 中 的 最 小 的 。 现 在 谢 明 8 就 是 五 的 上 确 界 。 首 先 由 于 所 有 的 
台中 的 数 都 在 第 一 粗 , 所 以 上 中 没有 大 于 8 的 数 。 并 且 当 任 训 栓 定 s>0 时 ,五 中 
一 定 有 大 于 (8 一 6) 的 数 , 因为 假若 没有 这 样 的 数 , 则 数 (8 一 与) 就 大 于 互 中 所 有 


的 数 ， 于 是 就 应 当 在 第 二 和 粗 , 但 是 实际 上 它 <8, 所 以 在 第 一 组 。 于 是 这 个 定理 得 
证 。 显 然 , 若 8 属于 五 ， 期 它 是 五 中 的 最 大 的 数 。 

现在 证 明 单 调 有 界 变量 的 极限 存在 [30]。 改变 量 x 总 是 增加 或 者 至 少 它 不 
减 。 就 是 , 它 的 任意 一 个 值 不 小 于 在 它 前 夯 的 值 。 此 外 再 识 x 是 有 界 的 ,就 是 有 这 
样 一 个 数 了 存在 , 使 得 所 有 的 > 的 佬 都 小 于 用。 考 卡 全部 x 的 值 的 集合 ,由 上 面 
已 权证 明 的 定理 , 有 一 个 数 6 存在 , 它 是 这 个 集合 的 上 确 界 。 现在 证 明 8 就 是 z+ 
的 极限 。 设 s 是 任意 一 个 正 数 。 入 据 上 确 界 的 定义 ， 可 以 找 出 一 个 z 的 值 大 于 
(8 一 8) ;这 时 ,四 由 畦 讽 性 ,在 它 后 面 的 2 的 什 就 都 大 于 (8B 一 8) ,并且 它们 不 能 大 于 
B, 于 是 根据 s 的 任意 人 性, 我 们 看 出 6=lim x。 同 理 可 证 包 调 咸 小 变量 的 情形 。 

在 证 明 勾 犀 币 中 法 以 前 [L311], 先 证 一 个 我 们 要 用 的 定理 。 

定理 区 有 一 个 有 限 区 虽 的 序列 

C09 01)> (G29 02) 9 《Gay bn); "°') 
共 中 每 一 个 在 后 面 的 区 间 包 含 在 它 前 面 的 区 并 里 ， 就 是 ay41 之 en bn ;1 过 bn 并 订 
这 些 区 天 的 长 庆 趋 问 雪 ,就 是 (0, 一 4n) 一 0, 在 这 情形 下 , 当 4 埠 加 时 ,区间 的 端点 
on 与 bn 赵 间 于 同一 个 极限 。 

巨 知 令 委 0 和夫 …， 并 且 对 和 任意 的 %, an 二 by 如 上 比 ,序列 xy 22 …… 腕 是 单调 而 
有 蛤 的 ， 所 以 有 有 概 虐 : aa) 再 由 (54 一 0) 一 0 写成 b=an 十 mx， 其 中 0, 于 
是 推 知 bs 也 趋向 一 个 极限 ,而 且 这 个 神 限 就 是 4。 

现在 灯 证 明 勾 怪 御 中 法 。 我 们 只 限于 变量 的 值 是 粮 号 的 情形 : 


Ti Tay (27) 
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要 诈 阴 , 序列 (27) 有 极限 存在 的 必要 昌 充 分 条 件 如 下 : 对 于 任意 洽 定 的 一 个 正 数 
sy 有 这 样 一 个 NN 存在 ,使 得 
当 仇 与 3> 太 时 ， |zn—zn| <éo 《2S) 

吏 在 姓 中 这 个 和 东 件 是 充分 的 ， 就 是 满足 这 个 条 件 的 序列 (27) 有 极限 。 由 以 前 131 
的 刘 论 推 得 , 若 满 足 这 个 条 件 , 旭 可 以 作出 一 个 区 关 的 序列 : 

(1 bi), (92 02)， 《Gy be), ** 
忆 具 有 下 述 的 性 筑 : 每 一 个 在 后 面 的 区 阅 , 包含 在 它 前 面 的 区 租 时 ;而且 牙 度 
(x 一 ax) 扑 向 震 ; 并 且 任 意 一 个 区 并 (ax, bx) 对 应 于 这 样 一 个 正 整 数 Ns 使 得 当 
s>Nz 有 时。 所 有 的 x 都 恬 于 (ax; bx)。 这 些 区 开 就 对 应 于 [31] 中 的 如 让 41.4x。 
由 上面 证 的 乱 理 ,就 有 


lim ay= lim bp 一 as (29) 
上 下 的 


[= 


现在 证 明 4 是 序列 (27) 的 极限 。 设 答 定 一 个 正 数 : 。 根据 (29) ,有 这 样 一 个 正 整 
歼 1 存在, 使 得 区 闭 (q, bw 以 及 所 有 的 在 它 后 面 的 区 间 都 在 区 肛 (4 一 s, 4+8) 内 。 

由 此 推 知 ) 当 s>>Nl 时 ,所 有 的 数 xs 属于 这 个 区 间 , 就 是 当 s> 和 NN 时 ,| a-zi 二 
<s。 由 于 的 任意 性 , 我 们 得 和 a 是 序列 (27) 的 权 限 ,于 是 证 明了 条 性 (28) 的 充 
分 性 。 这 个 条 件 的 必要 性 已 枝 在 [31] 中 证 过 。 对 于 非 短 号 变量 的 情形 这 样 鞍 法 仍 

43. 连 炽 函 数 的 性 质 ”现在 我 们 证 明 [35] 中 所 迹 束 炉 本 数 的 性 质 , 先 证 明 一 
个 辅助 罕 理 : 

定理 IT， 车 yz) 在 区 天 Le, 中 上 是 沥 披 的 , 页。 是 一 个 任意 给 定 的 正 数 , 则 
这 个 区 间 可 以 如 此 分 成 有 限 个 新 的 区 间 , 使 得 当 立 与 又 同 遇 于 任 喜 一 个 新 区 间 
时 ，| /za2) 一 zi 1 < 

我 们 用 反 诈 法 ， 假 融 这 个 息 理 不 成 立 ， 就 会 引出 疏 苍 。 融 [ce 妇 不 能 分 成 如 上 


所 过 的 有 限 个 部 分 。 我 们 由 中 点 把 它 分 成 两 个 区 关 | ,3 | 与 | 8,5]。 若 
是 对 于 这 两 个 区 六 的 任何 一 个 , 这 定理 都 成 立 ) 那 么 对 于 整个 的 区 天 [4, b] 它 也 就 
应 当成 立 。 所 以 我 们 要 踊 这 两 个 区 间 中 至 少 有 一 个 不 能 分 成 如 定理 所 这 的 有 限 个 
部 分 。 取 使 这 定理 不 成 立 的 一 个 , 再 把 它 分 成 相等 的 两 部 分 , 像 上 面 一 样 , 又 亚 少 
有 一 个 使 这 定理 不 成 立 ， 再 把 这 一 个 分 成 两 中 。 如 此 锥 绩 作 下 去 ， 我 们 得 到 区 间 


序列 


[Lay 站 ，[ai， 01], Lasy bal, ~ Lan, br], **, 
其 中 每 一 个 是 在 它 前 面 那 个 的 一 个, 所 以 长 庆 如 一 mn 等 于 上 二 <， 当 增加 时 ， 
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它 趋 向 硕 。 对 于 任意 一 个 区 了 开 [any bj 这 个 定理 不 成 江 , 就 是 无论 那个 [an，b41 也 
不 能 分 成 有 限 个 新 的 区 了 并 ,使 得 ,只 要 % 与 za 间 谢 于 任意 一 个 新 区 癌 时 , | (22) 一 
一 了 (Zz1) | <s。 现 在 证 明 , 这 是 错误 的 。 
由 [和 鸳 ] 中 定理 , a; 与 加 有 一 个 共同 的 极限 : 

lm ow, =lin b==a, (30) 
并 且 这 个 极限 , 像 所 有 的 数 a,，b， 一 样 , 在 区 并 [a, b] 上 上 。 先 假设 “在 [a, 9 内， 
已 知 当 X=a 时 , f(x) 是 连 秆 的 ,于 是 推出 [384 当 和 定理 中 的 s 答 定时 ,就 有 这 样 一 
个 D9 存在 ,使 得 区 有 并 (4 一 7 a 二 7) 内 所 有 的 z 就 适合 不 等 式 


(CD -f(z) | < 三 。 33) 


法 六 与 2 是 区 间 (a 一 0 qa 十) 内 任意 两 个 值 ) 卓 
f(z2) —f (71) =f (x9) —f 0) +f 0) 一 站 (zi)) 


因此 [ez —F (72) | IF za —f a) | 二 | (a) 一 cr |， 
再 祖 据 (34) 
[za 一 (aa) | < 可 十 了 s 
就 是 ) 当 为 与 ze 是 区 并 (4 一 7; ax 十 分 内 任意 两 个 值 时 ， 
(f(x2) 一 zt)|<se - (32) 


但 是 根据 (30) 必 有 一 个 区 并 Lar, bg 包含 在 区 并 (ec 一 9 4 十 ) 内。 所 以 ) 当 x 与 x 
是 区 于 [a, bj] 上 任意 两 个 值 时 , 它们 满足 不 等 式 (32) 。 就 是 对 于 区 间 [ 如 这 
个 定理 成 立项 至 于 不 必 再 分 就 成 。 这 与 以 上 对 于 任意 一 个 区 间 [c,， br] 这 定理 不 
成 立 的 假定 互相 矛盾 。 如 此 ,车 “ 在 区 半 (a, 19) 内 ,这 个 定理 证 完 。 若 a 与 这 区 间 
的 一 病 重 合 , 例如 外 一 必 则 只 要 用 区 有 间 (4 a 十 和) 蔡 代 区 间 一 人 w 十 9 可 以 局 梓 
证 明 。 

现在 证 明 [35] 中 第 三 个 性 质 : 

定理 1[， 车 了 (z) 在 区 半 [4, 雪上 连续 , 则 它 在 这 区 间 上 一 致 速 绫 , 就 是 当 任 
意 答 定 一 个 正 数 s 时 ,有 这 样 一 个 正 数 ) 存在 ,使 得 区 间 [a， bp] 上 的 任意 两 个 什 2 
与 w'， 只 要 满足 不 等 式 |z 一 z< 就 有 |f (2") 一 f(z') |<e。 

根据 定理 工 我 们 可 以 把 fa, 妆 分 成 有 限 个 新 的 区 闻 , 使 得 当 m 与 x; 同属 于 任 


意 一 个 新 区 间 时 ，|/ (za) 一 7 (co | < 志 。 司 这 些 新 区 关中 最 小 的 一 个 的 长 度 是 9 


现在 证 明 , 对 于 这 个 数 9 我 们 的 定理 成 立 。 实 际 上 , 车 z 与 o 是 [a,b] 上 两 个 什 
并 且 满 足 不 等 式 12 一 | <7, 则 或 者 xz' 与 xz" 属于 同一 个 新 区 间或 考 它 们 分 别 属 
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于 两 个 相 邻 的 新 区 天。 在 第 一 种 情形 下 , 由 新 区 闻 的 作法 :就 有 | /xD 一 了 (x”)》| 二 
< 三， 所 以 更 有 |7(za0) -Paz0| <e。 在 第 二 种 情形 下 ) 我 们 把 o 与 zy 所 在 的 两 
个 区 间 的 相 搂 点 员 作 y， 于 是 可 以 写成 
a 
就 是 
(fF) fr) IF) 0+) 一 Fo |。 (25) 
因为 2 与 7 在 同一 个 新 区 并 上, 7 与 也 在 同一 个 新 区 关上 ;所 以 


ff0 < (If ~ fA)|< < 本 |， (34) 


由 不 等 式 (33) 与 (34) ,得 到 | (x") 一 f(z') | <s 于 是 定理 证 完 。 
” 沦 理 1 引出 这 样 的 柔 : 

系 ”在 区 则 [a;b]. 上 连 秆 的 六 数 , 必 有 .上 界 , 且 有 下 办 ,就 是 在 这 区 间 上 是 有 界 
的 。 摸 句 话 襄 就 是 , 有 这 样 一 个 数 开 存在 , 使 得 [a, b”. 上 所 有 的 zx 的 值 满足 不 
等 式 | (2) ,二 开 。 实 际 上 , 取 汗 一 个 o>0, 于 是 根据 定理 I := 多 ， 就 可 以 把 
[La， 0 分 成 有 限 个 具有 所 壕 特 性 的 淅 区 用 。 谱 to 是 一 租 这 样 的 新 区 于 的 数目 。 2 
王 演 两 个 点 属于 辣 一 个 新 区 各 时 , 就 有 | (z2) ~ 了 (zy) | <sa。 由 此 直接 推 知 , 当 = 
到 区 赔 [a; 妃 上 任意 一 个 值 时 ，|f (2) -了 (a) | <nosoy 就 是 所 有 的 f(x) 的 值 都 在 
了 (4) ~~?w050 与 了 (a) +noso 之 并 。 : z 

由 于 在 区 并 fe, 8] 上 全 部 了 (zx) 的 值 的 集合 有 上 界 及 下 界 , 它 就 有 上 确 界 与 下 
确 界 [42]。 我 们 用 8 论 它 的 上 确 界 ,4 全 它 的 下 确 界 。 现 在 证 明 [35] 中 第 一 个 性 
质 。 

定理 IT， 在 区 闻 [ey .加 彼 的 本 数 ， 在 这 区 间 上 达到 它 的 景 大 优 与 最 小 
值 。 

我 们 要 注 明 ,在 区 赔 [a, bj. 上 ,有 这 样 一 个 x 的 值 存在 ,使 得 (x) 的 值 等 于 8， 
也 有 一 个 x 的 入 , 使 得 (z) 的 值 等 于 a， 我 们 只 证 明 前 一 部 分 , 用 反 证 法 。 假 识 
[4a, 58] 上 没有 2 的 值 使 得 f(x) 等 于 8 (于 是 就 总 小 于 8) 。 作 一 个 新 疼 数 : 

PX) 一 He 

申 于 分 母 不 会 等 于 办 ,这 个 新 聊 数 在 区 间 [a, 0] 上 也 是 玉 秆 的 [34]。 从 另 一 

方面 看 , 由 上 确 界 的 定义 , 当 任 意 取 一 个 se>0 有 时, [a) 中 上 就 有 这 样 的 + 的 值 ,使 


得 了 (2) 的 值 在 8 一 与 8 之 关 。 这 时 0<B8 一 了 (zx) <s， 于 是 gp 的 > 二 。 由 于 订 
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以 取得 任意 小 ,所 以 在 区 间 te, 5] 上 的 连 秉 汞 数 p(x) 就 没有 上 界 , 这 与 上 这 定理 工 
的 系 不 合 。 

最 后 我 们 证 明 [35] 中 第 二 个 性 质 。 设 f(z) 在 La, 6] 上 连 午 , 而 大 是 ja) 与 
jb) 之 间 的 一 个 数 。 为 确定 起 见 ， 假设 了 (0) <X< 了 (b)。 作 一 个 在 区 间 La, 8] 上 
这 粮 的 新 半数 : 

F(x) =f (2) 一 用， 


它 在 这 区 间 两 端的 值 
F(a) =f (a) ~k<0, 


Fb)=f(0) -E>0, 

就 是 在 这 区 间 两 端 厂 (2) 的 值 异 号 。 如 果 我 们 能 址 明 在 [a 5] 夫 有 这 样 的 一 个 舍 
m 存在 ; 使 得 下 (mo) = 0, 旭 这 时 了 (zo) -= 0 就 是 PCm) =%， 于 是 这 个 性 质 就 成 
立 。 所 以 只 要 永明 下 面 这 个 定理 就 成 了 。 
至 少 有 这 样 一 个 值 w 存在 ,使 得 f (zo) = 0。 

像 定理 III 一 样 , 用 反 姓 法 , 设 在 区 间 [a; 0] 上 , f(x) 无 葵 如 何不 等 于 雾 , 作 
一 个 新 酌 数 : 

1 

Fe 
它 在 区 并 [a, 妇 .上 也 是 束 秆 的 [34]。 褒 任意 答 定 一 个 :>0, 根据 定理 IT, 我 们 可 
以 在 区 并 [a, 5] 内 洗 出 有 限 个 点 把 这 些 点 与 这 区 地 的 两 个 端点 排 好 ,使 得 ,在 任 
意 两 个 相 邻 点 了 (7) 的 差 的 经 对 值 小 于 s。 注 意 了 (a) 与 六 b) 异 号 ;我 们 可 以 肯定 ， 
在 上 述 点 中 能 够 找 轴 两 个 想 邻 的 点 江 与 已 使 得 /az) 在 该 处 的 值 异 号 ,于 是 ,一 广 
面 , (8) 与 了 (2) 异 号 ; 另 一 方面 ，| /Ga) -55) | <s。 但 是 ， 落 两 个 异 号 的 实数 
的 差 的 相对 值 <=s， 则 这 两 个 数 中 每 一 个 的 焰 对 值 <8, 例如 ,| 了 (#0) | <s, 于 是 由 
(35) , |p( 纪 | > 二 ; 由 于 可 以 取得 任意 小 ,于 是 在 区 间 [a 6] 上 连 超 的 本 数 
p(z) 就 不 是 在 这 区 间 上 有 界 的 了 。 这 是 错误 的 ,如 此 定理 证 完 。 


和 .和 等 函数 的 连 凌 性 ”以 前 我 们 已 多 庄 明 多 项 式 与 有 理 贺 数 是 连 壕 的 
外。 现在 考 卡 指数 图 数 


p(X) 一 


(35) 


Y= a7 (a> 0) ， (36) 
并 且 为 确定 起 见 , 算 作 4>>1。 对 一 切 正 的 有 理 数 x, 这 疼 数 是 完全 确定 的 。 对 于 
负 的 有 理 数 xz, 它 由 下 面 这 公式 确定 : 


(37) 
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此 外 ,ao 二 1。 如 此 , 对 一 切 有 理 数 z, 这 琐 数 是 确定 的 。 由 代数 学 中 已 知 , 乘除 法 
”对 应 于 指数 加 减 的 法 则 。 


如 Zz 是 一 个 正 有 理 数 值 则 ， 


A” 一 i 
其 中 根 号 取 算 术 值 。 显 然 ， ,a?>1, 由 根 号 的 定义 推出 : 当 x>0 时 , a*?>1 (应 用 
[ 错 ] 中 定义 )。 由 (37) 推 出 当 z<0 时 ,0 <ar<1。 现 在 证 明 若 xz2> ziy 则 a>>an， 
就 是 a? 是 夫 蒜 | 数 。 实 际 上 ， 
: ATs— QT AAT (Qn 1), 
而 Xa 一 XI>0, 于 是 扒 知 , 右边 的 两 个 因子 都 是 正 的 。 还 要 证 明 当 x 取 有 理 数 值 趋 
问 备 时 ,4 一 1。 先 假定 , x 自 右 方 径 过 所 有 的 有 理 数 镇 减 小 地 趋向 哗 的 情形 。 这 
时 a? 短小 保持 >1, 于 是 推 知 有 一 个 极限 ,我 们 记 作 !。 再 注意 , 当 Z 如 上 所 述 改 
变 时 ,2z 也 同样 自 厂 径 过 所 有 的 有 理 数 值 趋向 零 。 尼 然 ， 
a27 = (a*)2, 
取 极 限 ,就 得 到 
1 二 B23 或 10-1)=0,， 
就 是 1!=1 或 1=0, 但 是 由 于 az>1, 7 不 能 等 于 需 , 所 以 车 + 自 右 方 趋 向 等 ,其 
a?~>1, 由 (37) 推 出 ; 当 zx->0 自 左 时 ,会 有 同样 的 极限 。 所 以 ,车 x 取 有 理 数 值 趋向 
第 ， 上 则 a*>1。 由 此 直接 推出 : 若 x 取 有 理 数 值 趋向 一 个 有 理 数 的 极限 3, 划 
ar-~>bb。 实 际 上 ， 
az 一 0 一 6D(oz-b 一 T) 

因为 差 (x 一 了 趋向 老 , 所 以 由 以 上 所 述 (a-? 一 1) 也 趋同 零 。 

现在 对 于 无 理 数 x, 我 们 来 定义 一 数 (36) 。 设 4 是 一 个 无 理 数 , 而 1(a) 与 
II (a) 是 定义 4 的 有 理 数 分 划 的 第 一 可 与 第 二 租 。 假设 , x 破 过 工 (%) 中 所 有 的 有 
理 数 值 培 加 地 趋向 4a, 于 是 o” 增加 但 保持 有 界 , 因 为 它 <a*”，, 其 中 zx" 是 I(a) 
中 任意 一 个 赦 。 如 此 , 当 z 如 上 所 述 改 变 时 ，az 有 一 个 极限 ,暂时 我 们 记 作 二 。 同 
样 , 阁 z 色 过 II(a) 中 的 有 理 数 减 小 地 趋向 cy 则 oz 也 有 一 个 极限 。 现在 我 们 菠 
Re L。 谱 z 在 1(a) 中 ,2" 在 (qa) 中 ,就 有 : 

7 一 0 一 0 (a 7 一 外 ) 一 了 (02 -2 一 二 ) ， 

就 是 U<az 一 97 < 了 (7 -2 一 二 ) 。 

当 儿 与 "到 近 于 时, 差 (z" ~z) 与 雾 可 以 任意 接近 , 根据 上 面 写 的 不 等 
式 ， 丸 a” 一 2? 与 等 也 可 任意 接近 ， 由 此 准 册 上面 关 于 檀 限 相同 的 断言 。 我 们 取 
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上 述 的 极限 工作 a? 的 定义 ,就 是 ae 是 当 运 过 有 理 数 值 趋向 & 时 ，a2 趋同 的 极 
上限 。 现 在 对 一 切实 数 +, 殴 数 (36) 都 有 定义。 由 以 上 所 述 , 容 易 证 明 , 这 个 图 数 是 
增 匡 数 , 就 是 车 x 与 za 是 任意 两 个 实数 , 满足 不 等 式 7 则 am > an。 汪 明 这 
一 点 时 ,要 分 别 考 趾 ,z 与 za 都 是 无 理 数 与 有 一 个 是 有 理 数 的 情形 。 还 要 证 明 , 对 
任意 的 实数 *， 这 本 数 是 连续 的 。 首先 需要 证 明 , 当 我 们 尤 许 z 取 所 有 的 实数 值 
趋向 震 时 ;a7->1。 这 可 以 像 + 了 到 有 理 数 时 一 样 证 明 。 再 应 用 公式 : 
ar—a=a (a — 1), 
我 们 可 以 永明 当 x->a 时 ,a >a， 于 是 得 到 az 对 任意 实数 x 的 连 粮 性 。 
不 难 证 明 , 当 指 数 是 任意 一 个 实数 时 , 指数 图 数 的 所 有 基本 性 里 仍 成 立 。 例 
如 , 设 a 与 8 是 两 个 无 理 数 ,并 设 工 与 y 各 取 有 理 数 值 一 齐 改 变 za, y->8。 对 于 
有 理 指 数 我 们 有 : 
: a ay=arTty, 
取 极 限 并 应 用 已 变 证 明 的 指数 落 数 的 连结 性 ,就 得 到 对 于 无 理 指 数 也 有 同 柱 
的 性 质 : 
ae 0Qp 一 04+A。 
还 要 锁骨 指 数 殴 数 的 乘 赛 对 于 指数 相 乘 的 水 则 : 
(a®)F = ah, 
车 8=? 是 一 个 正 整 数 , 则 这 个 公式 可 以 由 指数 酌 数 值 的 积 等 于 指数 和 的 法 则 
直接 推出 。 落 $= 是 一 个 正 有 理 数 , 央 
(an 一/ RAT mar, 
对 于 负 有 理 数 , 可 以 直接 由 公式 (37) 推 出。 现在 假 屋 8 是 一 个 无理 数 ,并 股 
取 有 理 数 趋 疝 8。 由 以 上 所 证 我 们 有 : : 
(Qa) = a 
取 神 限 井 应 用 指数 殴 数 的 速 续 性 ， 卉 旦 ,在 左边 我 们 取 巡 作 故 于 是 得 汉 
(cj 一 Gel。 
在 训 对 数 酮 数 之 前 , 先 作 关于 反 医 数 的 一 些 附 注 , 关 于 反 国 数 我 们 在 [如 0] 中 已 
标 误 过 。 若 y=. (x) 在 区 间 La, b] 上 是 回转 增加 数 ， 并 且 fo) =4 f(b)=B， 
则 根据 连续 天 数 的 第 二 个 性 质 ， 当 > 下 过 所 有 的 实数 值 由 a 增加 到 b 时 , f (7) 一 
定 由 44 增加 到 吾 ， 靶 过 和 4 与 B 之 有 并 的 也有 的 值 。 如 此 , 对 于 区 天!44, Bj 上 任 电 
一 个 4 的 值 ,[ey bj 上 有 确定 的 2 与 之 对 应 ,， 并且 反 苹 歼 z= 二 p(y) 是 单 值 的 ,也 是 
增加 的 。 著 当 <=m 在 Ley b] 内 时 ; go 一 J (20) ; 井 且 2 跑 通 小 区 间 人 (zxo 一 ya 十 引 ) 
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内 的 值 ) 则 yy 将 跑 渴 某 一 个 区 于 (yo 一 1 4 十?) 内 的 值 。 把 凡 与 7 两 个 正 数 
中 小 的 一 个 记 作 2 我 们 可 以 肯定 车 y 在 区 有 间 (yo 一 ;, f+) 内 .而 这 区 天 只 是 
区 间 ( 一 9y 加 十 ?12) 的 一 部 分 , 刚 对 应 的 z 的 值 就 更 在 以 前 的 区 间 (ze 一 sy，xo 十 8) 
内 ， 就 是 若 |y 一 yoi <3, 则 |p(y) -p(yo) 1 <s。 由 于 的 任意 性 , 这 就 褒 明 了 当 
y= 加 时 , 溺 数 p(y) 是 连 秆 的 。 革 zz 与 一 端 重合 ,例如 z=a, 则 在 上 面 的 科 论 中 ， 
要 用 区 间 (zy w+s) 替代 区 间 (zo 一 sy zo 二 8) 。 类 似 的 可 以 讨论 连 委 碱 丽 数 (7) 
的 情形 。 

回 到 贺 数 (36)。 由 于 4>1) 则 a=1+b, 其 中 b>0, 应 用 千 申 二 项 式 公 式 , 当 

n 是 一 个 正 整 数 时 : 
ar== (1 +4+b)*>1+nb, 
由 此 显 见 , 当 zx 无限 增加 时 ，ar 也 无 限 培 加 。 再 由 (37) 推出 , 当 xX->-% 冉 ， 
a* 玉 0。 注 意 由 于 .上 面 关于 反 图 数 的 叙 泌 ,可 以 肯定 , 当 y>0 时 , (36) 的 反 档 数 
X=loguy (38) 
是 日 值 的 连 种 堆 柄 数 。 同 样 可 以 笠 询 0<a<1 的 情形 ， 只 不 过 画 数 (36) 与 (38) 都 
是 福 图 数 。 

现在 介 委 一 个 新 概念 一 一 复合 图 数 。 设 y= 了 f(z) 是 一 个 在 区 间 se 和 xz<b 上 的 
连续 贺 数 ,并且 它 的 值 在 区 间 [c, 加 上 。 再 设 2= 了 (9y) 是 一 个 在 区 间 c<y<Q& 上 
的 连 簇 如 数 。 把 y 看 为 上 述 z 的 酌 数 ,我 们 得 到 xz 的 一 个 复合 西数 : 

s=F(y) =F[f (2)]。 

我 们 说, 这 个 图 数 通 过 y 依 凑 于 zx。 它 确定 在 区 天 a<zx<b 上 。 不 难看 出 ,在 
这 区 关上 ,算是 连 炉 的 。 实 际 上 ,根据 f (zx) 的 连续 性 , xz 的 改变 量 是 无 穷 小 时 、 对 
应 的 4 的 改变 最 也 是 无 穷人 小 。 再 根据 了 (y) 的 束 态 性 , y 的 改变 量 是 无 淮 小 时 ,对 
应 的 sz 的 改变 晤 也 是 无 券 小 。 

现在 考虑 项 医 数 

2= 1, (39) 
其 中 口 是 任意 一 个 实 指数 ， 并 且 我 们 算 作 * 只 取 正 什 。 由 对 指数 本 数 的 寻 葵 直接 
推出 当 任 意 一 个 xz> 0 时 , 档 数 (39) 有 确定 的 值 。 应 用 对 数 的 定义 ,例如 , 取 自然 
对 数 , 我 们 可 以 把 (39) 写成 : 

z 一 Ellogz 

充 y=b log xz， 于 是 :一 26， 我 们 可 以 把 这 个 图 数 考 束 作 z 的 复合 醒 数 , 由 指 
数 图 数 与 对 数列 数 和 的 连 秆 性 可 以 证 明 , 对 任意 的 <>0 时 , 苹 数 (39) 是 速 丢 的 。 

应 用 初等 三 角 学 中 的 公式 ,不 难 汞 明 三 角 画 数 的 速 粮 性 .实际 上 , 由 三 角 公式 : 


fy 
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sin (z+h) 一 Sin zz 一 2 sin 了 cos € + 立 )， 


推出 (sin (+h) ~sin x| <2 


sin 子 |， 
因为 |eos ( z+ 立 )| <1。 但 是 对 于 任意 角 朗 ai |sin a| <|a| ,于 是 推 知 ; 

lsin (+h) —sinz| |h)) 
因此 , 当 包 趋向 等 时 , 差 |sin (z+h) 一 sin zx| 趋向 零 , 这 萎 出 当 z 取 任意 一 个 值 时 ， 
纹 效 sin2z 的 连 镀 性 。 同伴 可 姓 图 数 eos x 对 所 有 的 2 的 连 秆 性。 由 公式 


sin 下 OS 汪 
le i ctg | re 
必 癌 三 半 SIN% 


半 接 推 知 [8 幻 , tg z 与 ctg z 对 所 有 的 < 的 连 粮 性 ,只 是 使 分 生成 为 零 的 值 除外 。 
图 数 y=sin 2 是 区 并 | 一 子 ， 季 | 上 的 速 丢 夫 画 数 。 应 用 上 面 关于 反 醒 数 


的 似 述 ,可 以 疡 避 ， 在 区 闻 一 1<y<l 上 , 图 数 7=are siny 的 主 值 [24] ， 是 区 并 
一 1<y<1 上 的 回炉 增 玫 数 。 类 似 的 可 以 证 明 其 他 反 三 角 男 数 的 速 炉 性 。 


第 二 章 导数 概念 及 其 应 用 


$3， 一 阶 导数 与 一 阶 微分 


条， 导数 概念 ”考虑 一 个 点 , 作 直线 运动 。 由 直线 上 一 个 定点 算 

起 , 它 所 坡 过 的 路 程 s 是 时 间 ;的 面 数 : 
8 一 了 (及 ? 
于 是 对 任意 一 个 确定 的 瞬时 t， 有 一 个 确定 的 量 :与 之 对 应 。 车 答 1 一 
个 改变 量 4t， 虽 在 这 个 新 的 瞬时 ! 二 At， 有 一 个 路 程 5+ 4s 与 之 对 应 ， 
其 中 4s 是 在 时 浊 区 疝 4t 内 所 者 过 的 距 敲 。 在 等 速 运 动 中 , 距离 的 改 
变量 与 时 浊 的 改变 量 成 正比 , 于 是 比 全 是 一 个 常量 ,表示 这 个 运动 的 
等 速度 。 在 一 般 情形 中 , 这 个 比 依 顿 于 所 选 出 的 退 时 + 与 改变 量 4 
而 它 才 示 在 由 + 到 十 4t 这 时 间 区 财 内 , 这 个 运动 的 玫 均 速度 。 耕 均 
速度 就 是 假想 一 个 作 等 速 运 动 的 点 在 时 章 区 间 4t 内 猎 过 距离 4s 所 应 
有 的 速度 。 例 如 ;在 等 加 速度 运动 中 ,我们 有 
s= 96 二 Vot, 

所 以 


ls 59+ A ?+ wo (t+ M0)— gv 


1 
全 5 94t。 


4t 这 一 段 时 间 龟 短 , 我 们 就 愈 可 以 训 的 前 寺 直 的 直 的 ee 
段 时 向 内 是 等 速 的 。 于 是 当 41 趋向 雾 时 ,上 比 分- 的 杜 限 , 确定 出 在 答 
定 明 时 的 速度 


(94) 
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v=1im -一 一 
dt-0 At” 
例如 :在 等 加 速度 运动 的 情形 : 


7 第 一 Him (gt+ vot 二 94) = 他 十 00 。 
了 人 lt dt=0 


像 路 程 一 样 , 速度 也 是 i 的 画 数 。 这 个 画 数 叫做 fC) 对 于 t 的 寻 
数 。 我 们 说 速度 是 距离 对 于 时 间 的 导数 。 

考虑 起 化 学 反应 的 某 种 物质 , 在 瞬时 t 这 物质 已 经 起 了 反应 的 量 
z 是 上 的 一 个 图 数 。 车 时 间 改 变 4t 则 4 将 有 改变 量 4z 与 之 对 应 , 于 
是 -92 就 表示 在 4t 这 一 段 时 间 内 这 个 化 学 反应 的 斑 均 速率 。 而 当 4 
趋向 雾 时 ,这 个 比 的 极限 就 表示 这 个 化 学 反应 在 瞬时 t 的 速率 。 

以 前 [39] , 我 们 考虑 过 物体 吸收 的 热量 8 是 它 的 温度 i° 的 画 数 。 
设 4i? 与 4Q 各 是 温度 与 热量 的 对 应 的 改变 量 , 精确 的 测量 证 明 
4Q 与 4f 不 成 正比 ,于 是 比 -4Q -表示 在 由 如 到 如 十 4f” 这 温度 区 滴 
内 这 个 物体 的 在 均 比 热 。 i 4i 趋向 雾 时 ， 这 个 比 的 极限 就 是 在 温 
度 时 这 个 胸 体 的 比 热 。 如 此 上 比 热 是 热量 对 于 温度 的 导数 。 

由 于 对 这 些 例子 的 讨论 ,我 们 得 到 下 面 关 于 导 丽 数 的 概 合 。 

答 定 一 个 而 数 y=f (2) ; 设 对 应 于 自 变 量 的 改变 量 4z， 画 数 的 改 
变量 是 4y, 则 当 4z 趋向 老 时, 比 4 2 的 格 限 做 这 个 套数 的 导数。 

号 导数 的 符号 用 yy 或 了 (ww): 

y' =f (2) = lim 1 $Y = lim / (z+ 人 一 tc) 


地 4DP-0 
求 导 数 的 运算 财 做 微分 法 。 
上 述 的 极限 可 以 不 存在 。 于 是 那 时 导数 也 就 不 存在 。 假 没 导 数 存 
在 ,我 们 可 以 号 成 : z 
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其 中 当 dz->0 时 ,a>0 [2]。 
再 号 成 : 
f (wt dre) —f(s) = {Ef'(2) + al dy, 
于 是 直接 酒 出 : 若 44->0, 居 [f(z 十 do) 一 fw)]1 一 0, 就 是 车 当 w 取 
某 一 个 值 时 ,导数 在 在 , 划 这 时 这 个 画 数 是 这 入 的 。 但 是 反 过 来 觅 是 不 
对 的 ,就 是 由 不 能 刊 定 导数 的 存在 。 要 注意 , 在 求 导数 
时 ， 我 们 用 到 分 式 多 ,其 中 分 子 与 分 母 都 趋向 零 , 但 是 Aw 永 不 等 于 


雳 。 

46， 导 数 的 几何 意义 为 了 了 解 导数 的 几何 意义 , 我 们 考虑 画 数 
yf(%) 的 图 形 。 在 这 图 形 上 取 一 点 
1 ,坐标 为 (%, y)。 离 它 不 远 再 在 
曲线 上 取 一 点 ,坐标 为 (C 十 dc， 
y 十 490) 。 作 出 宅 个 的 碎 坐 标 M3MM 与 
NiN。 霸 过 点 M 作 查 线 平 行 于 OZ 
轴 。 我 们 就 有 (图 50): 

MP= MiN;= 4%, MiM=%, 
NN=y+ Ly, PN= sy, (1) yy 
显然 , 比 化 等 于 制 线 MN 与 0 区 轴 的 正 向 所 成 的 交 角 a 的 正 


团 。 当 dx a 4 将 沿 此 曲线 超 门 点 人 ， 御 辜 4AY 的 述 限 位 
迁就 是 这 曲线 在 点 代 a MT Wa i en (%) es 


A 


这 个 切线 的 糙 奉 。 
公式 ( 1 ) 中 , 诸 黎 段 的 计算 ,应 注意 其 方向 ,并 且 志 着 ， 改变 量 4z 
与 Ly, 可 以 是 正 的 ,也 可 以 是 鱼 的 。 
如 此 , 我 们 看 到 , 导数 了 (2) 的 存在 , 紧 联 闭 方程 Fa 的 曲 契 
的 切线 的 存在 。 但 是 一 个 过 夭 曲 线 可 以 在 某 些 点 没有 切线 ; 或 有 平行 
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i 


于 OF 轴 的 切 绕 , 它 的 科 率 成 为 无 穷 大 (图 51) ; 于 是 , 对 于 这 些 % 值 ， 


51 法 表示 的 。 


男 数 /2z) 就 没有 导数 。 
曲线 上 这 各 特殊 点 可 以 有 任意 多 个 
至 已 考证 明 ,我 们 可 以 作出 这 样 一 个 如 人 醒 
数 ,使 得 当 z 取 任 意 一 个 值 时 ， 都 没有 导数 。 
对 应 于 这 冲 画 数 的 曲线 是 万 能 用 我 们 的 几何 


为 出 单 起 见 , 用 hb 记 自 变量 的 改变 量 ,那个 比 就 写成 : 


LD 


(2) 


若 2 是 使 jc) 有 定义 的 某 一 区 竹内 的 一 个 定点 , 旭 比 (2 ) 是 的 一 个 
泵 数 。 这 个 丽 数 , 除 有 =0 外 ,对 一 切 与 堵 充 分 接近 的 有 都 有 定义 。 当 
4 一 0 时 ,这 个 比 的 极限 应 依照 134 中 所 述 来 确定 。 如 果 它 存在 , 就 萎 
出 寻 笋 三 2) 。 这 个 标 限 的 不 在 ,相当 于 以 下 的 条 件 [32] ; 当 任 意 萎 定 


一 个 正 数 。 时 ,有 这 样 一 个 正 数 ?存在 ,使 得 


当 | 有 | <nm, 而 及 关 0 时 ， Po) —d +h) ~ Fe) 


有 了 时 , 当 沿 正 值 目 右 方 趋 间 雾 以 及 党 负 值 自 左 方 趋向 堵 时 ,上 比 (2 ) 有 


一 个 榴 限 。 这 和 神 极 限 平 常用 记号 


所 (s+0) 与 户 (xz 一 0) 来 记 , 而 时 做 有 


导数 与 左 导 数 。 车 这 两 个 极限 不 同 ， 
则 它们 分 别 定 出 曲线 在 它 的 拆 点 的 切 
线 的 们 府 (假设 这 样 的 切线 存在 )。 图 
61 发 示 在 Ma 点 的 这 种 切线 。 


导数 的 存在 相当 于 了 (w+0) 与 


了 (zw 一 0) 存在 ， 并 且 相 等 。 这 了 时 
fv) = 了 (2 十 0) = 了 (4 一 0)。 自然 ,也 
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可 能 有 郴 数 的 这 样 的 过 和 续 点 , 在 其 上 了 '(z+0) 与 f'(z 一 0) 都 不 存在 。 
在 图 52 中 表示 出 这 样 的 曲线 。 当 w= c 时 , 它 没有 所 述 的 导数 。 

著 过 续 画 数 只 在 区 闻 [c, 9] 上 车 定 , 旭 当 = 时 ,我 全 只 能 有 厂 
导数 请 (e+0)。 而 在 "= 时， 只 能 有 左 导数 疡 (一 0) 。 这 时 我 们 襄 
f(z) 在 ( 开 ) 区 戎 [e, 直上 有 导数 户 (z) , 意思 是 说 : 当 z 在 这 区 并 内 
时 ,导数 用 一 般 的 意义 ; 而 当 z 是 区 尚 的 一 端 时 ,导数 只 用 这 里 说 的 意 
义 。 

若 f(z) 确定 于 区 更 (4, B) 上, (4, B) 比 fc, ] 较 广 ,就 是 4<a， 
B>5, 而 且 f(z) 在 (4, B) 内 有 通常 的 导数 户 (z) ,期 它 在 区 阅 [c， 53] 
上 更 有 上 述 意 义 的 导数 。 

47， 简直 画 数 的 导数 。 由 导数 的 概念 知道 , 为 要 确定 一 个 责 数 的 
导数 。 应 先 求 出 这 个 画 数 的 改变 量 , 用 与 它 对 应 的 自 变 量 的 改变 量 去 
除 , 再 求 当 自 变量 的 改变 量 趋向 雾 时 , 这 个 比 的 极限 。 现 在 用 这 方法 求 
某 些 最 简 画 数 的 导数 : 

I y=0 (常量 ) [19]。 


4 一 ]im 了 


hl)0 t a 0 
就 是 ,向 量 的 导数 是 雳 。 
1 y=w"(n 是正 整 数 ) 。 
\ 
;1 BR "hw 2 hw" 
a i NP 
下 一 心 h n=0 h 
= lim a | nar- i Ce he™ 二 一 mnr1 


必 别 是 ,者 9 一 2， 划 %=1。 以 后 我 们 再 把 索 画 数 的 微分 法 规 刚 推广 到 
指数 即 为 任意 实数 值 的 情形 。 
Ill. y=sin Z。 
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内 
sin (2+h) —sin se cos(w+ 3 )sin 2 


ni! == 11 一 一 了 一 
了 
sin 六 
= Lm CO (z+ 2) 2 — C09 oo, 
这 


Sin o 
因为 当 多 趋向 零 时 ,一 一 >1[33]。 
3 
IV. y=C09w, 


1 _ 1 Cos(Z 十 由 ) 一 c09 1 2 
Ve h 
> 
本 h 人 
= 一 亚 sm(z+ 引 ) 一 5 一 ~ Sn 和。 
2 
V. y= log (2>0)。, 
h 
log (1+ 二 ) 
1_1:, log(z%+h)—logz 1 °°\ 2%/ _ 
Cr We 
log (1+ ) 
2 1 
We 
化 


因为 当 加 >0 时 ,变量 a= 入 也 趋向 雾 ,而 -8 十 史 ->1[38]。 
VI. g= ou(e) 。 其 中 是 一 个 常量 , w(z) 是 z 的 一 个 夯 数 。 


就 是 :一 个 常量 与 一 个 变量 的 乘积 的 导数 ,等 于 这 变量 的 导数 与 这 常量 
的 乘积 , 或 是 说 : 求 导数 时 , 党 因子 可 以 提出 来。 
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VII，y 一 log。 x。 我 们 知道 , logs 4%=log% 二 [38] 。 应 用 公式 
V1 得到: 


a 

2 loga” 
VII. 考 虚 几 个 匣 数 之 和 的 导数 ,用 三 个 做 例子 ， 
Y=u(t) + Vs) + (rm), 


Y 


ha=a0 


vy'= lim [vu(wth) Torth) + wst+h)]— vz) 十 OO 十 2] 
h 


h= 0 
一 4 (2) 二 OO) Fw' (sm), 
就 是 : 几 企 画 数 之 和 的 导数 等 于 各 画 数 的 导数 之 和 。 


IX. 现在 考虑 两 个 画 数 的 乘积 的 导数 。 
一 多 (2) “ (2) 9 


-i 
ee 


=lim ee 


y= lim WT)v T+h) —u (re) Vg) 
ph 总 


在 分 子 上 加 一 个 w(x 十 h)v(z) 再 减 去 它 ,得 到 
lim Yeo(e+h) uot oe) ust oo) -uo) oo) _ 
h 


用 一 # 心 

—limw(s+h) T+ 78) Jim o(z) Lth) 一 &z) _ 
ha0 | h NO A 

一 公 (X) 人 (8) om (v2), 


就 是 :在 两 个 因子 的 情形 下 , 我 们 证 明 : 乘积 的 导数 等 于 每 一 个 因子 的 
导数 与 其 余 因 子 的 乘积 之 和 。 


证 明 三 个 因子 的 情形 时 , 把 其 中 两 个 的 乘积 先 看 成 一 个 因子 ,应 用 
上 闻 的 公式 : 


Y=u(2) v8) (8), 
y= {ue) (0) (2)} = [ule) v2)" (8) + [uz2)v (82)]'w (ey) = 
=w(2) vo)w' (0) Tue) 0 (2) wo) + (0) v0) we), 
利用 效 学 归 业 法 不 难 把 这 法 则 推广 到 任何 有 限 多 个 因子 的 情形 。 
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X. 现在 设 Y 是 一 个 商 式 ;: 
MAC2. 
4 一 v8)° 


ulwth) we) / 
A DR) 


y 一 1im 
站 一 站 


Jim WHR+h) v(m) — oo+h) u(y) 
h20 DT)D(R+h) h 


在 第 二 个 分 式 的 分 子 上 加 一 个 乘积 u(2)v(2), 再 减 去 它 。 注意 , 2(%) 
ME 


1 2 es ee A — V2+ hidAz) _ 
yy Re 2 十 及 ) 


加 w (w+ hh) 一 VCZ) vw+h) — v2)] 
| rn 已 (全 ) 人 i |， (2) h w(%) h | 
_ UW (%) 2 一 人 (Zu) 
[2 (2) J 
就 是 : 分 式 ( 商 ) 的 导数 等 于 分 子 的 导数 琵 上 分 母 减 去 分 母 的 导数 乘 上 
分 子 , 再 用 分 母 的 手记 除 。 
XI. y=tg 2%, 
y= (Sn 2) - _ (sinw)'cos2—(cosw)’ Sinw _ cos’w+sin*» _ 1 
.008 T GC032 7 COS? 化 CO 2 
All. y=ctg 2。 
(Cs (cosZ) SinZ 一 (SinZ) cosz _ 
Sin 人 灾 gin? xz 
一 Sin2VZ 一 cog 2 .1 
加 sin3 gnw° 


在 VI, VIT, IX,X 的 鳍 询 中 , 我 们 假设 本 数 (2) , 2(2) , w(2) 
都 有 导数 ,于 是 证 明了 了 豆 数 y 的 导数 存在 。 z 
48，、 复 合 图 数 与 反 图 数 的 导数 ”我 们 回忆 复合 画 数 的 概念 。 识 可 
数 y 二 f(z) ,在 区 间 5 和 wz 和 5 .上 过 秆 ,并 且 画 数 的 值 在 区 间 c<y<a 上， 
再 肉 画 数 z= 了 (y) 在 区 浊 ec 和 ys 和 ad 上 这 和 炽 。 把 9 悉 为 % 的 上 述 丽 数 ， 
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就 得 到 一 个 2 的 复合 画 数 。 
2 一 下 (9) 一 下 [六 oO)]。 

我 们 说 这 样 的 丽 数 通过 yy 依赖 于 z， 不 难看 出 这 西数 在 区 责 
a<wz<b 瞎 种 。 实 际 上 , 因为 f(z) 是 连续 画 数 , 当 x 的 改变 量 是 无 
穷 小 时 , y 的 改变 量 也 是 无 穷 小 , 又 因为 了 (Vy) 是 连续 画 数 , 当 2 的 改 
变量 是 无 穷 小 时 , z 的 改变 量 也 是 无 穷 小 。 

在 91 出 复合 汞 数 的 微分 法 则 以 前 ,我们 先 作 一 个 附注 : 若 z= 了 (9y) 
当 y= 二 Yo 时 有 导数 , 则 依照 1454 所 述 ,我 们 可 以 写成 

Az=F (yot AYy) —F (Yo) = EF (Yo) 十 wx] 4y, (3) 

其 中 变量 w 是 4y 的 一 个 西数 , 它 对 一 切 与 圭 充 分 接近 而 异 于 霉 的 Ay 
阁 有 定义 。 工 且 当 4% 取 不 等 于 霉 的 值 趋向 霉 时 , a->0。 又 因 4y=0 
时 ，4z= 0, 所 以 当 4y=0 时 , a 取 任 意 值 ,等 式 ( 3 ) 总 是 对 的 , 于 是 当 
4y=0 时 ,自然 地 ,是 a 一 0; 如 此 规定 以 后 ,我 们 就 可 以 算 作 : 无 论 怎 么 
样 , 舱 然 4y 取 等 于 才 的 值 ， 只 要 4% 一 0, 公式 (3 ) 中 的 a 一 0。 现 在 我 
们 来 六 关于 复合 男 数 的 导数 的 定理 。 

定理 汗 y= 了 (%)，, 在 点 4 三 so,， 有 导数 六 4zo)， 并 且 z= 了 Fly) 在 
点 go=/ oj) 有 了 导数 信 (yo); 则 FL 了 f(z)] 在 点 z=w。 有 导数 ,并且 等 
于 生 积 FF (yo) :了 (80)。 

积 定 自 变量 一 个 值 zo, 识 42 是 它 的 改变 量 , (不 是 雾 ) ,并 和 且 4y= 
二 了 (wo 十 42) 一 了 (zo) 是 变量 9 的 对 应 的 改变 量 (可 能 等 于 雾 ) 。 


4z= 卫 (y+ 49) 一 了 (yo) ,如 果 当 4z->0 时 , 比 -2 的 极限 存在 ,那么 


妆 Z 一 2o 时 复合 嫩 数 z= 二 A[f(z)]」 对 于 zz 的 导数 就 等 于 这 个 极限 。 将 
(3 ) 的 两 边 用 42 除 : 


全 一 [7 (go) +o] 


虹 招 攻 数 yo) 在 点 za 的 这 入 人 , 当 Jw 趋向 和 时 ， 4y-0, 于 
是 由 以 上 所 进 ，o->0; 此 时 比 他 趋向 导数 户 (co)。 将 上 面 等 式 取 本 
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限 , 歼 得 到 : 
lim 4 = (yo) *f'(%0), 


于 是 定理 证 完 。 pe 在 点 4 二 wo 过 和 纺 ,是 由 导数 广 (za) 存在 推 
知 的 [全 ] 。 

上 面 所 证 明 的 定理 ,可 以 叙述 成 复合 画 数 微分 法 的 法 则 的 形式 : 复 
仿 男 数 的 导数 等 于 它 对 于 中 间 变 量 的 导数 与 中 间 变 最 对 于 自 变量 的 导 

: = F'(y)f'(%), 

现在 芍 反 丽 数 的 微分 法 则 , 若 y=f(z) 是 区 疝 [o, 5] 上 的 连 炽 十 丁 
数 (就 是 当 x 的 值 增加 时 ,对 应 的 y 也 增加 ) , 且 4=f(4), B= 了 (5), 姑 
由 [21] 与 [44] ,我 们 知道 ,在 区 间 [4，B] 上 , 存在 埋 值 束 夸 的 同时 也 是 
增加 的 反 画 数 。 由 于 增加 性 , 若 4z#¥0 旭 4g 关 0, 复 之 亦 然 , 由 于 速 炉 
性 , 若 4z->0 旭 4y->0, 省 之 亦 然 。 (类似 的 可 以 考 寻 下 数 的 情形 ) 


Rr FT FO CC TN rR a 


在 成 二 yo = =f (wo) 有 导数 : 
1 
p (go) f' (wo) © (4) 
用 4z 与 dy 到 2% 与 y 的 对 应 的 改变 量 ,就 是 
42 一 0 (yo Ay) — 9 (Yo), AYy=f czo 十 4z) —f (v0), 
并 注意 它们 都 不 是 等 , 潮 就 可 以 写成 : 
条 ~ 1 
“的 ° 
a 
以 上 我 们 看 到 ，4de2 与 4y 一 广 超 疝 需 ， 将 上 面 等 式 取 标 限 就 得 到 
《4)。 
所 证 明 的 定理 ,可 以 分 述 成 反 画 数 徽 分 法 旭 的 形式 : 反 画 数 的 导数 
绎 于 直接 夯 数 在 对 应 点 的 导数 除 1。 
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反 画 数 的 微分 法 旭 有 简 哩 的 几何 解释 [21] , 函数 4=p(y) 与 y= 
一 jz) 在 下 0F 在 面 上 有 同一 个 图 形 ,， 所 不 同 的 只 是 当 考 虑 画 数 
z=g(y) 时 ，Of 轴 是 自 变 量 的 轴 , 而 不 是 
0X 轴 ( 图 53)。 作 切 线 和 MT， 并 回忆 时 数 的 
几何 意义 就 得 到 
f(s)=tg (OX, MT)=tg ao, 
p(y) =tg (OF, MT) =tg Bb, 
工 且 在 图 (53) 中 ，B 与 a 角 都 算 正 的 。 
但 是 ,显然 ， B= 订 一 ci 于 是 53. 
tg B~ = 2 二， 就 是 p(y) 一 ty 8 
车 2 二 p(y) 是 y= ey 的 反 画 数 , 旭 倒 过 来 ， 画 数 y= 了 (2) 也 可 
以 算 作 2 二 p(y) 的 反 本 数 。 
我 个 把 反 钞 数 的 微分 法 则 应 用 于 指数 西数 : 
Xl. y=a(g>0), 
它 的 反 画 数 是 


T=09 (WY) = 10g Y, 
由 公式 VII: 
1 
p(y) = 可 ee 
由 此 由 友 画 数 微分 法 旭 ,就 得 到 : 


4 一 ylog a 或 cz) 一 oz ]og Co 


1 
p(y) 
特别 是 在 当 c=e 时 , 则 有 : 

te) 一 外 。 
由 这 公式 以 及 复合 画 数 的 微分 法 旭 ,我 们 就 能 计算 罕 画 数 的 导数 。 
”XIV， 9 一 2 人 O>0)。 这 夯 数 确定 于 所 有 大 于 雾 的 z 值 , 而 且 有 正 
值 [19]j。 
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用 对 数 的 定义 ,我 们 可 以 把 这 个 画 数 表示 成 一 个 复合 图 数 
Y= m= OT er 
用 复合 函数 的 微分 法 旭 ,就 得 到 : 


ay! ==- Bt log3 。 nn == 闻 世 。 ra 


% eb 
这 个 烙 果 不 难 推广 到 > 取 负 值 的 情形 , 那 时 只 要 夯 数 本 身 存在 就 
行 , 例如 y=23 一 5。 
对 于 求 反面 数 的 导数 ,我 们 应 用 反 画 数 微分 法 旭 : 
XV. Y 一 arcegSmnZ。 
我 们 考虑 这 个 画 数 的 主 值 [24] ,就 是 在 区 间 | 一 所 , + 他 | 上 的 角 
度 ,这 个 画 数 可 以 看 作 ?2=sSiny 的 芭 夯 数 。 依 照 求 反 画 数 的 微分 法 旭 ， 
就 有 : 
1 1 1 1 
ya Coy Vi-sny Mi’ 
这 个 根 式 应 取 正 号 ,因为 cosy 在 区 间 | 一 所 ,+ 所 | 上 是 正 的 。 同 样 广 
法 ,可 以 得 到 : 


(ATC coS 2)'= -A 
汶 里 考虑 的 是 are cos 2 的 主 值 ,就 是 在 区 疗 [0, xw] 上 的 弧度 值 。 
XVI. y=arc tg 2 
are 谨 的 主 值 在 区 疯 (一 守 , 加) 内 ,而 这 画 数 可 以 看 作 2= 志 
的 反 图 数 ;于 是 : 


/T_T ,1 1 
Ye el I 1l+te’sy 1+2° 
COg’ 3/ 
同样 方法 可 以 得 到 
,1 
(are etg 2) Toe 
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XVII. 考虑 丽 数 ( 徊 指 画 数 ) 


Y=， 
其 中 尺 与 都 是 x 的 隙 数 。 
我 们 可 以 号 成 
1 一 EVIOgH , 
再 用 复合 夯 数 的 微分 法 划 , 得 到 


久 一 60 u(y Jog 4)', 
应 用 乘积 的 微分 法 则 ,再 把 logw 看 作 < 的 复合 画 数 , 求 其 导数 ,最 后 得 到 |: 


1 pt logu | 二 lat | oY  ) 
Y' =e (vlogwt su 或 ? wr (2 log ut Lu!), 


49. 导数 公式 表 与 例题 “把 我 们 求 出 的 所 有 微分 法 妈 列 表 如 下 : 
1. (6)'=0, 
2, (ouw)' = 
83. (4 十 人 十 十 荐 ) 一 但 十 说 十 十 外。 
4. Witla dn) = U2 nF UU nt 
5. (各) = ?2 2) 一 
6. a (2)'=1, 
"~ 1. 1 ; 
717. {logs 2) = i (l0g 2) 一 
8. (67) 一 好 (az 一 2 Jog a。 
9. (sin 2) 一 c09 2, 
10. (cosZ) 一 一 Sinw。 
1 
Se 1 
12. ee 
(ctg 2) Sin?%*° 
13. (arec Sin 2) 一 
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14. (arc cog 2) 一 i 

16. (arc tg 2)' = 于 
a 

16. (are ctg2Z) = To 


17. (Ww) =o Furlog wv, 
18， 一 Ju* Uz (Y 通过 久 依赖 于 2)。 


19. w, = 了 
应 用 已 玻 求 出 的 公式 作 下 列 信 题 : 
1. y=23— 372+772— 10, 
用 公式 3,6 与 <“ 得 到 : 
t 一 23 一 (2 十 7。 
二 
必 ， Y= a 
用 公式 6 得 到 : 
和 2 -2 2 
3 7 Yn 


3. y= sn? zx。 

全 4 二 Sin xX， 用 公式 48, 6 与 9。 
Y' = 2 du' =2 sin veos r=sh Lo 

4 4 一 Sin(2Z3) 。 

兮 4 一 229 用 同样 公式 ， 
VY' = C0S We 一 2 COS (72), 

6. y=log (z+ Ml+22)。 

先 令 mw 二 zx 十 M1+22w， 再 全 =1+ mm 用 两 次 公式 18 并 用 公式 7, 3 与 6 


| 1 
| 一 一 一 一 一 一 一 7 ff | 32317] 
VL i 二 [ 工 十 (V 工 十 za) 门 
1 
一 一 一 一 一 一 [十 一 -一 一 一 (1 十 2X2) "二 
ry 二 证 
(+ 
| — 一 一 一 1 十 一) 一 
a AI 十 2 
1 E+ MLT22 1 


z+VIFD VIijzi Visz° 
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nm 


全) 


分 < 用 公式 18, 6 与 5。 


x 
27+1? 
加 ME i x ) = 风 ) 2 十 一 27 XI 
pp 22 十 填 \2r+1 (2z 十 1)3 (24+l1)*i° 
(。1 一 47。 
用 公式 17 得 到 
y= lr+ Tlog r=7x* (1 + log z) 。 


8. 方程 
23 yd 
. 入 ba 和 1 = 人 0 (5) 


答 定 是 ?的 一 个 隐 国 数 。 要 求 y 的 导数 。 假 识 我 们 由 已 知 方程 中 解 出 y, 则 得 到 
y= 了 (7X) ,将 Y= (x) 代入 方程 的 左 方 , 必 恒 等 于 鹤 。 但 是 像 常量 的 导数 一 样 稚 的 
导数 是 等 。 所 以 若 把 y 算 作 由 这 方程 所 定 的 x 的 范 数 ,， 求 出 已 知 方 程 左 方 对 的 
导数 , 它 应 该 等 于 等 。 


a ee y'=0, 
a bazx 
因 玫 Y G21/ 全 


在 这 种 情形 下 ，% 不 仅 用 而 且 又 要 用 2 来 表达 , 但 我 们 却 可 以 不 必 为 求 导 
数 而 对 方程 (5 ) 解 出 y 来 ,也 就 是 脱 , 可 以 不 用 求 出 西数 的 显 式 。 

由 解析 几何 学 知道 , 方程 (5 ) 对 应 的 图 形 是 椭 图 。 而 y 的 麦 达 式 检 出 这 个 柚 
圆 在 坐标 为 (z, 分 的 点 的 切 糖 的 末 率 。 

5 和. 微分 概念 ”和 裔 4z 是 自 变量 的 任意 一 个 改变 量 , 井 现 为 它 是 不 
依赖 于 2 的 ,我 们 时 它 做 自 变量 的 微分 , 用 记号 4z 或 dz 记 。 这 个 记 
号 ,不 是 表示 4 与 4 的 乘积 ,而 是 整个 的 用 做 一 个 记号 来 代表 自 变量 的 
改变 量 ,已 是 一 个 任 音 的 量 并 不 依 亏 于 z。 

一 个 画 数 的 导数 与 自 变量 的 微分 的 乘积 ,叫做 这 个 画 数 的 微分 。 

图 数 的 人 微分 用 记号 dy 或 4f(z) 来 记 : 

gy 或 df(#) =f'(2)dr。 (6) 

由 这 公式 得 到 ,用 微分 的 南 来 表达 导数 的 方法 。 
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| _ay _ Qf (%) 
J 


必 


画 数 的 微分 与 它 的 改变 量 不 是 一 样 的 。 为 要 论 清 这 两 个 的 区 别 ， 
我 们 看 画 数 的 图 形 。 在 曲线 上 任 取 一 点 M(e, 9g) 与 另外 一 点 W, 作出 
切线 MT， 与 W 点 的 灯 坐 标 , 以 及 平行 
于 0X 轴 的 直线 MP (图 54) ,就 有 : 
MP= MiNi= da (或 dz),， 
PN = 4y (y 的 改变 量 )， 
tgLPMQ=f (2), 


由 此 
dy=f'(r dr= MP te APMOQ= PQ, 
0 线段 PQ 代表 画 数 的 微分 , 线段 PN 

代 疾 画 数 的 改变 量 ,这 两 个 并 不 重合 。 如 果 我 们 假想 在 区 章 (%, 2% 填 dx) 
上 夯 数 的 改变 量 与 自 变量 的 改变 量 成 正比 ,而 比例 系数 恰好 是 切线 
形 了 的 斜率 [ 仓 导 数 户 (Z)]; 也 就 是 说 ， 如果 把 该 区 浊 上 的 曲线 段 WA 
换 为 切线 线段 XKQ, 划 线 段 PQ 者 示 这 样 换 了 之 后 所 得 的 改变 量 。 

线 和 VQ 代表 微分 与 改变 量 的 盖 。 下 面 我 们 证 明 : 当 hz 趋向 雾 
时 ,这 个 差 与 Mw 比较 起 来 是 个 较 高 级 的 无 穷 小 [36] 。 


因为 比 旬 的 极限 就 是 导数 ,所 以 [27]: 


Ay : 
A f'(%) 十 2， 


其 中 与 42z 一 起 是 一 个 无 劣 小 ,由 这 等 式 得 漳 ;: 
Ay=f' (2) hr+ 8 dr, 

或 dy=dy+e dr, 

于 是 看 出 Qy 与 4y 之 差 等 于 (一 4z)。 而 (一 842) 与 42 之 比 等 于 

(一 8), 当 4z 趋向 零 时 ， 这 个 比 也 趋向 老 。 就 是 0y 与 4y 之 差 与 4z 

比较 起 来 是 个 较 高 级 的 无 穷 小 。 注 意 , 这 个 差 可 以 是 正 的 ,也 可 以 是 负 
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的 ,在 我 们 的 图 中 42 与 这 个 差 都 具有 正 号 。 
公式 (6 ) 葵 我 们 求 夯 数 的 微分 的 法 央 。 以 下 我 们 把 这 法 旭 应 用 到 
茶 些 特殊 情形 : 
I. 若 6c 是 一 个 常量 , 则 
dc= (0)'dr= 0.dx=0, 
赋 是 , 管 量 的 微分 等 于 雳 。 
ll. dlou(w)] = [ou (rw) 1]'dz=ou' (2) ds=c du (2), 
就 是 微分 中 的 常 因子 可 以 提出 来 。 
Lil. dlwu(w) +o(r) + wm = u(r) 十 02) 十 由)] dr = 
= [wv (2) Fo (2) tw (vt) ldv=w (¢) dr tv (wv) ds w' (wv) de = 
=Qu(8) 十 GZ) + dw (zr), 
就 是 落 项 和 的 微分 等于 各 项 的 微分 之 和 。 
lV. ofulz)v (Yr) ws) l= [2) vv) wr) dr = 
=v 2) wm (mdr us) ws) vv) d+ uls) CAACAPLES 
=V(m) wT auT) us) ws) av (rv) Fu vw dw (sw), 
就 是 :乘积 的 微分 等 于 每 个 因子 的 微分 与 其 他 因子 的 乘积 之 和 。 
我 们 虽然 只 作 了 含 三 个 因子 的 情形 , 但 是 同样 的 娃 论 对 任何 有 有限 
多 个 因子 的 和 情形 仍 是 适合 的 。 


wm) Fur) vr) (wdr—u rt) (rv) a 本 
V 人 dr= /NN E 本 人 


_ VT dR) — uv) dv (rm) 
[2 (2)]? 


就 是 : 商 (分 式 ) 的 微分 等 于 耸 子 的 微分 乘 上 分 母 , 减 去 分 母 的 微分 乘 上 
分 子 , 再 共 除 于 分母 的 平方 。 
VI 考虑 复合 画 数 y=w)， 其 中 必 是 zx 的 画 数 。 我 们 假 y 是 
Z 的 图 数 来 求 dy 
dy=Yydz=f' (wu, ds= 7'(u) du, 
就 是 :复合 画 数 的 微分 形式 ,与 辅助 两 数 是 自 变量 时 的 微分 形式 相同 。 
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为 比较 苹 数 的 微分 与 改变 量 ,我 们 考 上 处 一 个 数值 的 例 : 作 一 个 曾 数 
Y=/ (2) 一 23 十 272 十 47 十 10， 
考虑 它 的 改变 县 : 
1 (2.0D) —f02) =2.013+2x2.013+4x2.01+10— (234+2x2--4x2+10)， 
算出 来 ,我 们 得 到 改变 最 
dy=f (2.01) 一 六 2) =0.240801, 
求 贺 数 的 微分 比 求 改 变量 简 畦 得 无 可 比拟 。 在 这 情形 下 dx=2.01 一 2=0.01。 
于 是 加 数 的 币 分 
= (372+ dr +4)aAr= (3x23+4x2+4). (0.01) =0.24, 
Oo” ay 与 dy, 我 们 看 出 它们 到 三 位 小 数 为 止 是 一 样 的 。 
: 几 个 微分 方程 ”我 们 已 径 许 明 , 在 区 于 (zy z+dzx) 上 , 车 以 函数 的 微分 替 
fo RE 则 高 歼 的 改变 量 与 自 变 量 的 改变 量 就 成 正比 ， 且 有 对 应 的 比例 系 
数 。 和 并 且 诈 明了 由 这 样 蔡 代 所 生 的 羡 观 与 dx 比较 起 来 是 个 壕 高 圾 的 无 穷 小 。 研 
究 上 日 然 现象 时 ,应 用 到 无 穷 小 分 析 , 就 是 以 此 为 基础 的 。 
观察 一 个 变化 时 ,把 它 分 成 许多 小 的 阶 误 ,对 每 一 个 小 的 阶段 ,因为 它 很 小 ,我 
们 斌 可 以 应 用 上 述 的 比 仿 性 质 ; 如 此 在 极限 时 就 得 到 一 个 方程 ,表示 自 变 量 , 画 数 以 
及 它们 的 微分 (或 导数 ) 的 关 和 柔 。 这 个 方程 呈 做 对 应 于 所 考虑 的 变化 的 微分 方程 。 
由 微分 方程 中 求 示 知 本 数 的 问题 ,就 是 微分 方程 的 积分 问题 。 
于 是 ,应 用 无 穷 小 的 分 析 , 去 研究 任何 一 个 自然 律 , 必须 作出 所 考 嵌 的 自然 律 
的 短 分 方程 。 表 求 它 的 积分 。 这 个 积分 问题 常常 比 第 一 个 问题 困难 得 多 , 我 们 以 
后 再 计 。 下 面 的 例题 中 我 们 介 帮 几 个 对 应 于 简 晶 的 自然 现象 的 微分 方程 。 
1， 气压 的 公式 。 重 位 面积 上 的 大 气压 力 2 显然 是 地 面 高 度 上 的 玖 数 , 考虑 
横 靳 面积 为 一 单位 面积 的 下 立 空 气 柱 。 作 高 度 为 天 及 天 十 到 之 二 横断 面 4 及 41。 
由 断面 4 换 到 断面 41 压力 p 减少 (假设 级 >0) 的 量 ,就 等 于 在 4 与 41 之 天 的 一 
段 气 柱 所 包含 空气 的 重量 。 若 dh 很 小 ,在 这 一 让 内 就 可 以 把 空气 的 密度 近似 地 
算 做 第 量 。 因 为 柱 体 441 的 底面 积 是 一 , 高 是 dh, 所 以 容积 是 邮 , 而 未 知 重量 是 
padh, 于 是 减少 的 量 ( 当 叹 >0 时 ) 等 于 pdh: 
dp= ~ padh, 
传 照 玻 义 耳 一 夸 略 特定 律 密度 p 与 压力 p 成 正比: 
Pp 二 Cp(c 是 一 个 第 量 )， 
最 后 我 们 得 到 微分 方程 : 


7 
QAp 二 一 cpah 或 5 一 一 cp。 
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Fe 


2， 一 魏 化 学 反应 。 裔 某 物质 原来 质量 为 4; 发 生化 学 反应 。 在 明 时 t 到 t+ 
+ 这 时 间 区 间 内 起 反应 的 物质 的 量 dx， 当 Qt 很 小 时 可 以 算 作 与 红 及 在 月 时 4 
倚 未 起 反应 的 物质 的 量 成 正比 例 : 

ax 


ar=c(a— 7x) at C(t)o 


变换 这 个 微分 方程 ,引入 新 变量 y==a 一 z 车 代 x, 其 中 yy 表示 在 朋 时 t 人 犁 未 起 
反应 的 贷 量 。 注 意 4 是 常量 就 得 到 : 
dy __ dz 
at at’ 
于 是 一 般 化 学 反应 的 微分 方程 就 可 以 写成 : 


3， 疹 却 定 律 ” 裔 将 加 热 到 高 温 的 某 移 体 , 放 在 有 定常 调度 0? 的 介质 中 ， 物 朱 
就 要 价 却 ,而 它 的 温度 8 是 时 间 上 的 事 数 。 我 们 把 t 由 物体 放 人 介质 的 瞬时 算 起 。 
在 时 间 区 叶 且 内 ， 物体 放出 的 热量 4 可 以 近似 地 认为 与 这 区 间 必 的 长 短 及 在 有 眠 
时 + 物体 与 介 筑 的 温度 差 成 正比 ( 牛 幅 冷却 定律 )。 于 是 可 以 写成 : 

QQ 一 09 dt (ci 是 一 个 常量 ) 。 
将 该 物体 的 比 热 记 作 就 有 : 
dQ = —k db, 
这 里 我 们 写 负 屿 是 澄 为 在 考 处 的 情形 中 2 是 负 的 ( 温 庆 降低 )。 上 比较 这 两 个 2@ 的 
恬 达 式 就 得 到 : 
d= ch dt (c= 和 皇 ) 或 针 =-cb， 


如 果 我 们 把 4 算 作 常量 ，。 就 是 个 常量 。 我 们 介 焰 的 几 个 微分 方程 , 具有 同伴 
的 形式 。 它们 都 麦 示 一 个 性 质 一 一 导数 与 函数 成 正比 。 并 且 有 负 的 比例 系数 
(C2) 0 

在 [38] 中 我 们 证 明 过 。 若 这 千 计 算 复 利 , 本 金 a 经 过 上 年 应 得 本 利和 a exi， 
其 中 是 利率 (以 百 分 表 示 )， 


Y= Qekt, (C7) 

求 导数 ,得 到 
y' = akert = kyo (3) 
在 这 情形 下 , 我 们 得 到 和 导数 与 原来 的 一 数 成 正比 的 性 贰 。 因此 这 种 性 质 叫 做 

复 利 律 。 以 后 我 们 可 以 证 明 酌 数 (7 ) 葵 出 微分 方程 (8 ) 的 解 , 4 是 一 个 任意 常量 ， 


yn 


我 们 将 号 作 C。 
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如 此 ,我 们 的 微分 方程 的 解 就 是 (用 一 。 代 赫 芒 ; 
PR) 一 Ce y(t) =0e-°t, 0() 一 Ce (9) 
其 中 CC 是 一 个 贡 量 , 现在 我 们 确定 .上 忒 中 每 个 第 量 C 的 物理 党 义 。 在 第 一 个 公式 
中 恋 h=0 得 到 
L 一 六 (0) 一 2o， 
其 中 po 是 当 有 =0 财 (就 是 地 面 上 ) 的 大 气压 力 。 在 第 二 个 公式 中 。 当 1=0 时 
C=y(0), 
就 是 C 为 开始 时 尚未 起 反应 的 质量 ,我 们 以 前 合用 ax 论 它 。 最 后 , 在 第 三 个 公式 
中 , 恋 t=0, 就 知道 C 是 物体 放大 介质 中 时 ,该 物体 的 初 温 %, 于 是 最 后 得 到 : 
DR) 一 poe oh, 一 (的 一 02-2 人 一 加 2 (10) 
52， 骨 苏 的 估计 “” 当 作 实 际 淹 量 或 不 精 确 计算 时 ,任何 一 个 量 zx 会 有 误 姜 
4c， dz 由 做 观测 的 或 计算 的 相对 误差 或 移 对 差 误 。 它 不 表示 观测 的 精确 程度 。 例 
如 测量 房子 的 长 魔 时 近 lem 的 误差 , 实际 上 是 尤 许 的 。 但 是 对 测量 两 个 邻近 物体 
并 的 距离 来 讨 ( 如 烛 与 像 幕 ) ,这 样 大 小 的 误差 ,就 座 为 太 不 精确 了 。 于 是 引起 相对 


误差 的 概 侈 。 它 等 于 起 对 误差 与 这 个 被 测量 的 量 的 值 之 比 的 趣 对 值 | 笠 


I 


现在 裔 某 一 个 量 y 由 方程 y=f (x) 确定。 由 确定 x 时 的 误差 4z, 产生 误差 
人 y。 当 如 的 值 很 小 时 ,可 以 取 微 分 dy 做 4y 的 近似 值 ; 子 是 在 确定 量 y 时 的 相对 吝 
差 由 下 式 克 达 : ‘ 
名 
Y 


例 1， 我 们 知道 ,用 正切 电流 计 , 确 定 电流 强度 i 时 ,用 公式 : 
:= (tg go : 


设 dp 是 发 角度 p 时 的 误差。 


. 6 dr ce .2 
We pe i tf 6eos3poctgp 0 sin pr 
由 此 看 出 , 当 9 阁 近 45° 时 ,确定 i 时 的 相对 误差 
pp 考 厂 飞 禹 Ww? : 
d (uv) 一 和 QU 十 ad we 
Eh .9 
+ | 
0 


就 是 策 积 的 相对 噶 差 不 大 于 各 因 了 手 的 相对 误差 之 和 。 


二 | 较 小 。 


于 是 a (uv) < 


划 业 


du 
六 


和 
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对 了 高 有 同样 的 法 则 ,因为 ， 
a VaR—ud? 
一 人 
名 
CE CU 人 中 | 总 和 dy 
Ee a ea 
vw vw ww 区 岂 
了 他 


3， 考 就 略 面 积 的 公式 : 
OQ=Xr2, 0 一 2857 dr, 


= ZA Oar 
二 ?4 


就 是 用 上 面 配 的 企 式 求 岛 面 积 时 ; 在 确定 面积 时 的 相对 谈 差 等 于 确定 持 径 时 的 相 
对 误差 的 二 倍 。 


全. 如 果 我 们 要 由 一 个 角度 的 正弦 与 正切 的 对 数 求 这 个 角度 9 应 用 微分 法 
则 ,就 有 
eOS 中 dp 


ad (log'io sin 9) = I a (log tg 9) = 


ir 
一 总 一 一 ) 
了 


1 
log 10.tg geos3 人 ， 
办 此 


dp = ES Pd(log sin g), dp= lo 10.sin gcos p'a (logyo tg 9) 。 (11) 


假设 确定 loglo sin 9 与 logw tg 9 时 , 我 们 有 同样 的 误差 (这 个 器 差 依 有 各 于 所 
用 对 数 表 的 小 数位 数 ) 。 公 式 (11) 中 第 一 式 所 给 好 的 移 对 值 比 第 二 式 远 大 。 因 为 
第 一 式 中 log 10.sin 9 除 以 cos p， 而 第 二 式 中 则 对 以 cos py 且 1cos pi <1。 因此 
求 角 族 时 用 logw t 9 圳 比 坊 好 。 


§ 4， 高 阶 导数 与 高 阶 微分 


53， 高 阶 导 数 “我们 知道 画 数 y= 了 (x) 的 导数 ,也 是 2 的 一 个 画 
数 。 再 求 它 的 导数 , 我 个 又 得 到 一 个 新 的 画 数 , 这 叫做 原来 函数 了 (2) 
的 第 二 导数 或 二 阶 导数 。 记 作 : 

2 或 Es 
求 第 二 导数 的 导数 ,就 得 到 三 阶 导数 或 第 三 导数 : 
7 或 f"' (2)。 
ee ee y 中 或 f(z)。 考 


$ 4， 高 阶 导数 与 高 阶 复 分 115 
虑 一 些 例 子 : 


t 1 一 6oz ， W 一 Ge6z2 yy! 一 G2642 ， 0 wt 
2. y= (g8+b*, y=ak (last+b)*!, y=ak(k—1) (oar+ 
oO 2 VD op El) (Ek— oh— n+l1) (or or", 
3. 我们 知道 


(Sin 2%)' 一 609 w=sin (z+ 5) (cos Z) 一 一 Sin z 一 cos(z+ 碟 )， 
就 是 说 求 sin 2 与 cos z 的 导数 时 , 烙 果 只 是 把 角度 增加 本 ,所 以 


(gin 2)" = | si (+ 至 )| =sin(z+ 2 ) ， (z+ 于 ) =sin (z+22) 
一 般 来 请 
(sin £2)'™ = sin (z+n®) ， (cog 2) Wcos(g+ns), 


_ od i 
4. y=log(i+2), 了 oY (了 二 zy yy (1) y 


YW (1)"t i 
6. 考虑 几 个 图 数 的 和 : 
一 委 十 如 十 作 。 

设 图 数 和 ,5 与 w 的 相当 级 导数 存在 , 我 们 应 用 和 的 微分 法 则 ,就 
得 到 : : 
y= vw Y= yw Y= oN 上", 

惑 是 惟 和 的 任何 导数 ， 等 于 各 项 的 同 阶 导数 之 和 和, 例如 : 
y= — dr T7410, y=30’~872+7, Y=67—8,y"=6, 
y=0 并 且 , 一 般 来 汶 , 当 m>8 时 ,y=0。 
用 同样 方法 能 够 证 明 , 若 n>>m, 其 mm 次 多 项 式 的 nn 阶 导 数 等 于 


等。 


We 


oI A Ye OE TG A A 
的 法 划 , 就 得 到 : 
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4 一 公信 十 2 
Y= V+ Fv" = + 4 yw", 
Y= V+ 0 = 
= VFB + Bw wv z 
现在 指出 下 面 这 个 求 导 数 的 法 则 : 为 要 求 乘积 vo 的 n 阶 导数 ， 先 
用 牛 早 二 项 式 公 式 展 开 (w 十 0)", 再 在 得 到 的 展开 式 中 将 ww 及 4 的 指数 
者 夏 早 数 的 阶 指标 ,并 将 展开 式 中 首 屁 两 项 的 寺 次 (0= 如 = 了 换 成 原 
来 函数 ,就 成 了 。 
运 个 法 区 对 做 莱 伯 尼 艾 法则, 形式 上 可 以 写成 下 面 的 样子 ; 
y= (to) 加 。 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 法 则 是 对 的 。 假 设 这 法 旭 对 于 % 阶 导 
至 是 对 的 ,就 是 襄 


YI = (FV) N= 十 了 wei 十 2 un-agn 十 ，… 十 
Ed (%— 1 Cn + 1) Cnn)ck) | 十 WOOD ( f ) 


为 要 得 到 y", 求 上 式 对 42 的 导数 。 依照 求 乘积 的 导数 的 公式 . 
上 式 中 一 般 项 Aa 就 换 成 A 于 - t( 生 一 天)4( 天 十 工 ) 的 和 ,但 是 形式 
上 这 个 和 可 以 号 成 : 


UK (yt vo), 

实际 上 , 去 掉 括 号 , 将 指数 换 成 导数 的 阶 指标 ， 我 们 就 得 到 
weoa 二 we agerb 的 和 。( 1 ) 中 每 一 项 部 是 这 样 , 所 以 yet 就 
是 将 (1 ) 的 至 部 和 形式 上 乘 以 (% 二 v) ,于 是 

gt 一 (y+Fv) to) = (+O) HD, 

拒 们 已 类 奸 明 : 者 莱 伯 尼 问 法 则 对 于 基 一 个 % 是 对 的 , 则 它 对 于 
(nm 十 蕊 也 是 对 的 。 但 是 我 们 可 址 接 确 定 这 法 区 当 %=1 2 及 3 时 是 对 
的 。 所 以 它 对 于 所 有 % 的 正 整数 值 都 是 对 的 。 

考 由 一 个 例 : 
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1 一 czfdx2 一 二) ， 


求 y000); 
yo0 = (ez) (100) (322— 1) 十 下 (ez) (99) (322—1)'+ 人 : 了 (ez) (33) (372— 1) "+ 
+ 本 (ez) (7 (3S7z3 一 1 六 十 十 ez(3z3 一 1) (100), 


其 中 二 次 多 项 式 的 导数 ,从 三 阶 起 都 等 于 等 。 而 〈e) 二 ez， 最 后 ,我 们 得 到 : 
yt100) = er (3z3 一 1) 十 100erv6z 二 4950ere6 一 ez(3z3 十 600z 十 296991) 。 

54， 二 阶 导数 的 力学 意义 ”考虑 一 个 点 的 得 线 运 动 ; 

8 一 了 人) ? 
其 中 t 是 时 间 , s 是 由 直线 上 一 定点 算 超 的 路 程 。 求 出 对 于 上 的 一 阶 
导数 ,得 到 运动 的 速度 

v=f (6)。 

当 4t 趋向 雾 时 , 比 -2 的 极限 就 是 二 阶 导 数 。 这 个 比 人 ,表示 
在 时 间 区 则 4 上 , 速 虑 改变 的 快慢 且 熔 出 在 这 时 间 区 阅 上 的 平均 加 速 
度 。 而 当 4 趋向 零 时 , 这 个 比 的 极限 就 是 这 个 运动 在 用时 # 的 加 速记 
20 

w=f" (f) 0 
假 虎 (是 一 个 二 次 多 项 式 
Ss=at?+ dic, p=20t+b, w=20, 


就 是 脱 加 速度 w 是 一 个 常量 , 而 系数 a= 却 w。 当 1 一 0 时 ,得 到 $ 一 06 
就 是 说 系数 了 等 于 初速 ; 而 且 c=so, 就 是 说 6 等 于 i=0 时 的 点 到 直线 
上 起 算 点 的 距离 。 将 求 出 的 4, 5 与 “的 值 代入 * 的 表达 式 中 , 得 到 等 
加 速度 (w>0) 或 等 残 速 度 (w<0) 运 动 的 路 程 公式 : 


$= 5 tr vetsoe 


一 般 来 法 , 知道 路 程 变化 的 规律 以 后 , 求 对 + 的 二 阶 导数 , 就 能 确 
定 加 速度 w; 于 是 应 用 牛顿 第 一 定律 /一 maw (m 是 运动 点 的 质量 ) ,就 
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a 


能 确定 出 产生 这 运动 的 力 了 。 

以 上 所 述 , 仅 适 合 于 宜 线 运动 。 由 力学 中 知 坦 ,在 曲线 运动 中 ， 
j (只 是 加 津 度 矢量 在 轨道 的 切线 上 的 投影 。 

例如 考虑 点 型 的 简 谐 运动 , 遇 0 为 点 以 所 在 的 次 黎 . 上 一 定 反 ， 
期 由 点 2 到 反 妈 的 距离 s 由 下 式 确 害 : 


-元 
CR (生计 由 
其 中 振幅 a, 振动 周期 5 及 相 都 是 第 量 , 求 导 效 , 就 确定 出 速度 与 
力 j。 


2 12 : 
de eos (Et+to) ,f=Mmw = 2 osin( “Tttw)= 
下 T T T 


就 是 说 力 的 大 小 与 Oi 线段 的 长 短 成 正比 ,而 方向 相反 。 换 句 话说 ,就 
是 力 总 是 在 由 民 至 0 的 方向 , 而 大 小 与 及 点 到 0 点 的 距 痪 成 正比 。 
55. 高 阶 微分 ”现在 介绍 画 数 的 高 阶 币 分 的 概念 。 画 数 y= 了 (2%) 
的 微分 
0 一 放 (Z)az 
是 2 的 画 数 ,但 是 不 可 忘记 自 变量 的 微分 dz 永远 算 作 不 依赖 于 z[50]， 
并 且 以 后 求 导数 时 ,可 像 常 因子 一 样 ,把 它 提出 导数 符号 的 外 面 ,把 dy 
考 忠 作 2 的 矿 数 , 就 可 以 作出 这 个 范 数 的 微分 , 它 时 做 原来 函数 f(%) 
一 阶 微分 ,用 记号 吧 y 或 dc) 来 记 : 本 
= 一 0 一 人 2)az] = 六 dz2。 
得 到 的 叉 是 2 的 一 个 图 数 。 再 求 它 的 微分 就 是 三 阶 微 分 : 
QU 一 QQ) =[f" (2) dr GZ 一 六 (2)a2a。 
一 般 来 庄 , 科 策 求 微分 就 得 到 画 数 , 六 xz) 的 n 阶 微分 的 概念 , 着 得 到 第 
的 表达 式 
| Qf(z) 或 dy= 了 路 (v) qm"。 : (2) 
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由 这 公式 ,可 以 将 We 
fm (po) = SY (3 ) 


更 在 考虑 , 复合 丽 数 yf (u) 的 情形 , 其 中 w 是 某 一 自 变 量 的 画 
数 。 我 们 知道 [50] , 这 画 数 的 一 阶 币 分 的 形状 与 是 自 变 量 的 情形 是 
一 样 的 : 
ay=f (4) duo z 
当 确 定 高 阶 微分 时 ,因为 % 不 是 自 变量 , 我 们 就 不 能 再 把 du 算 作 
常量 ,那么 得 到 的 公式 就 与 公式 ( 2 ) 的 形状 不 同 了 。 例 如 , 应 用 求 乘积 
的 微分 的 公式 ,二 阶 微分 就 有 表达 式 
dy=aAalf (vadul=auvadf ff (v1 +f (Wad) = 了 "(0 d+ (vd, 
与 公式 (2) 上 比较 , 它 多 了 一 项 疡 (dou。 
若 双 是 自 变量 ; 旭 要 把 dw 算 作 常 量 ,而 dvw=0。 现 在 假设 v 是 自 
变量 ;的 线性 夯 数 ,就 是 设 : 
2 一 Cf- 上 DO 
这 时 duadi， 就 是 说 du 仍 可 算 作 常量 , 所 以 这 样 的 复合 画 数 的 高 阶 
微分 就 可 由 公式 ( 2) 表达 
: dp Go = f "(wdur, 
就 是 说 ,车 ” 是 自 变 量 或 是 一 个 自 变 量 的 厂 性 画 数 , 旭 表 达 式 (2 ) 用 作 
高 阶 微分 是 适合 的 。 
56， 画 数 的 差分 “用 姑 记 自 变量 的 改变 量 , 对 应 的 画 数 的 改变 量 
就 是 : 
4%=(z 十 加 一 Fo)。 (4) 
它 也 时 做 画 数 (2) 的 一 阶 差 食 。 这 差分 本 身 也 是 4 的 一 个 画 数 ， 
我 们 可 以 再 求 它 的 差分 , 就 是 这 个 新 画 数 在 xz 十 h 的 值 减 掉 在 z 的 值 。 
这 个 新 差分 叫做 原来 画 数 (2) 的 二 阶 差 分 ， 记 做 42g， nA 
值 来 表达 42% 是 很 容易 的 : : 
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dy=A(4y) = [Fe 二 2) —f (2+h)]— [fst+h) —f (2)1= 

=f (z+2h) —2f (2+h) +f(%)o (8). 

这 个 二 阶 甘 分 也 是 2? 的 夯 数 。 再 确定 这 个 画 数 的 差分 , 就 得 到 原 

来 图 数 的 二 阶 莽 分 。 将 等 式 (8 ) 的 右 方 用 2 十 h 代 42, 再 磊 掉 等 式 (8) 

的 右 方 ,车 果 就 得 到 439 的 表达 式 : 
Ay= [f(s+3n) 一 2F (r+2h) 十 FZ 十 太一 LPGZ 二 27) 一 
一 27zZ 二 Ai) 十 六 CD) 天 z 士 81) 一 37 2 十 21) -+3F (2+h) ~ f(r), 

如 跑 可 以 确定 任何 阶 差 分, 且 % 阶 涯 分 将 有 下 面 的 表达 式 : 


dy=f (z+nh) | f(z+n—1h) + 0 
Ne nT) nt et no Eh) + —1)f (0)。 (6) 


以 上 我 们 确 知 这 公式 当 n=1, 2 及 3 时 是 对 的 。 应 用 数学 归 业 法 
可 以 把 它 全 部 证 明 。 注意 ,为 要 计算 4"y， 须 先知 道 变量 取 zz 十 h， 
ZT 十 2h，…, 区 十 mh 这 些 值 时 ， 画 数 jz) 的 (mw 十 1) 个 值 。 交 量 2 的 这 些 
值 作成 你 痉 为 的 等 差 航 数 ,或 者 说 它们 是 等 距离 的 值 。 

当 太 的 值 很 小 时 ，4y 与 W 也 莽 得 很 少 。 像 这 一 样 ,高 阶 差 俘 也 可 
以 用 作 同 阶 微分 的 近似 值 , 且 北 之 亦 然 。 例如 车 只 知道 一 个 夯 数 当 变 
最 取 等 距 痪 值 时 的 表 , 央 因为 没有 画 数 的 分 析 表 达 式 ,就 不 能 正确 的 求 
出 它 的 各 阶 导数 的 值 。 但 是 替代 正确 的 公式 ( 3 ) ,我 们 可 以 把 比 性 多 
作为 导数 的 近似 值 。 现 在 作 面 数 y= 在 区 间 [2,3] 上 的 差分 及 微分 
表 。 取 

4Ar=h=0.1, 

为 要 作 这 个 囊 , 先 算出 西数 y=z 的 相 检 的 值 , 再 由 这 些 值 ,依照 
公式 ( 4) 算出 49 的 值 ,再 由 这 些 计 算出 4y 等 等 , 如 此 法 灯 纺 用 公式 
(6 ) 计 算 差 分 。 再 用 表 上 所 烈 出 的 已 知 的 公式 ( 表 顶 所 注 ) 计算 微分 ， 
并 且 需 要 别 dz=h=0.1, 
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d3y | dy 0 y=6772 dy=67 | y=0 


| 
2 8.000|1.26110.12610.006| 0 1 .200 G0.120 | 0.006 0 
2.11 9.26111.38710,.13210.0086| 0 1.323 0.126 . J.008 0 
2.2|10.648|1.519|0.138|10.006| 0 1 .452 0 .132 0 .006 0 
2.3|12.167 | 1.65710.14410.006| 0 1.587 0.138 | 0.006 0 
242.4|113.824| i.801 |0.150;0.006| 0 1.728 0.144 0.006 0 
2.6|15.625|1.95110.15610.006| 0 1.875 0.150 0.006 0 
2.6|117.57612.10710.16210.006| 0 2.023 0.156 0.006 0 
2.7|19.68812.26910.16810.006 | 一 2.187 0.162 0 .008 一 
2.812] .952|2.437 a 一 | 一 2 .8352 0.168 | 一 一 
2.9124.389|2.611| 一 一 一 2.623 -一 Re 
3 127.000| - 一 一 一 一 i 2 


比较 二 阶 导数 y" 当 z=2 时 的 准确 值 与 近似 值 。 在 这 情形 下 
y"'=6z2, 且 当 2-2 时 =19。 上 比 所 表达 它 的 近似 值 , 当 %=2 时 ， 
我 们 得 到 | 
0.126 
(0.1)? 

若 f(2) 是 2 的 多 项 式 

Y=f(2) =A00" Tar" om_1tT om 
其 用 公式 (4 ) 计 算 4y, 得 到 4y 的 表达 式 是 一 个 (m 一 1) 次 多 项 式 , 首 
项 是 maohe"-!。 如 此 在 y= 的 情形 下 ，4y 将 是 z 的 一 个 二 次 多 项 
式 ，42% 是 一 个 一 次 多 项 式 ，43y 是 个 常量 。 而 4'y 是 老 (参看 示 ) 。 建 
议 芒 者 作为 张 辕 证明:. 上 例 中 , 如 表 内 所 录 , dy 的 值 比 42 落后 一 个 
阶段 。 


=12.6, 
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57. 丁 数 增 碱 性 的 判别 法 ”有 了 导数 的 知识 , 使 我 们 可 以 研究 丁 
数 的 种 种 性 质 。 我 们 由 一 个 最 简单 的 但 也 是 最 基本 的 问题 开始 ， 就 是 
范 数 的 增 减 的 问题 。 

若 在 某 一 区 则 上 , 自 变量 较 大 的 值 对 应 于 画 数 较 大 的 值 ,就 是 ; 

当 凡 >0 时 ,六 Cg 二 帮 一 六 VC) 二 0， 
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有 把 f(2) 时 做 这 区 间 上 的 墙 夯 数 。 
反之 ,车 
当 h>0 时 , f (2+h) 一 f (2) <0， 
刚 叶 做 减 画 数 。 
者 是 作出 荔 数 的 


痢 形 , 副 古 数 埠 加 的 区 霄 将 对 应 于 阐 形 的 这 样 的 
一 部 分 ,在 这 一 部 分 曲线 上 , 较 
大 的 横 坐 标 对 应 于 较 大 的 纵 华 
标 , 如 图 55 所 示 , 车 指定 方向 ， 
0 轴 向 右 , 0F 抽身 上 ; 旧 枚 
数 增加 的 区 疝 将 对 应 于 这 样 一 
部 分 图 形 ,使 得 在 村 坐标 堵 加 
的 方向 沿 这 曲线 向 右 运 动 时 ， 
就 要 -上升 。 反之 ,函数 减 小 的 
区 疝 对 应 于 这 样 一 部 分 置 形 ， 

图 55. 使 得 当 如 上 述 沿 曲线 动 时 , 就 
要 下 降 。 图 55 上 , 图 形 的 一 部 分 48 对 应 于 画 数 增加 的 区 疝 ， 另 一 部 
分 BC 对 应 于 一 个 函数 减 小 的 区 间 。 由 图 直接 看 出 , 第 一 部 分 的 任意 
一 条 切线 与 正名 0X 轴 和 作成 一 个 角度 a, 由 0X 轴 起 ， 算 到 这 切线 ;这 
个 角度 的 正切 是 正 的 ， 而 这 个 角度 的 正切 恰好 是 一 阶 导 数 万 (cz)。 反 
之 , 在 另 一 部 分 BC 上 , 正 向 切线 与 正 向 OX 吉 所 成 角度 的 正切 是 全 
的 ,就 是 ,在 这 情形 下 , 广 4z) 是 负 的 量 。 上 比较 这 里 得 到 的 竺 果 , 我 们 可 
出 下 面 这 个 法 则 : 疡 (2) 之 0 的 区 阅 , 是 醒 数 增加 的 区 出 ,而 站 (z) <0 的 


以 上 我 们 由 图 得 到 这 个 法 旭 。 以 后 我 们 再 葵 它 一 个 严格 的 分 析 的 
证 明 。 现 在 我 们 把 所 得 到 的 法 则 。 应 用 到 一 些 例 子 上 去 。 
1， 征明 不 等 式 : 


2 xX>0 时 ， sin WT 


$5， 应 用 导数 概念 研究 醒 数 123 


为 此 作 芙 六 (zz) 一 Sin 一 [并 一 ): 
求 出 导数 万 (z) : 


| | 
f' (zx) r= C005 zj 一 1] 十 让 一 = 林 一 (圭一 cos 2) = 


-| 
注意 , 弧 的 克 对 从 大 于 它 的 正 怠 的 经 对 值 ; 于 是 可 以 肯定 ,在 区 间 (0, 填 %) 上 ， 
让 (7) >0; 就 是 ,在 这 区 天 上, f(z) 增加 ;但 是 了 (0) =0, 所 以 


当 z>0 了 时 ， 太 (z) =sin = 一 (= 一 写 )>0， 


. 3 
就 是 ， 当 7zx>0 时 ， sin x> x— 


6 所 
2. 同样 可 以 娃 明 : 
当 z>0 时 Xz> log (1+2z)。 


作 图 数 ; 
f(r)=7r— log(l+7), 
于 是 ， : f(s) =1— Ti 


由 这 者 达 式 显 兄 ) 当 2>0 时 , 万 (z) >0 就 是 ,在 区 并 (0, 十 o%) 上 ,下 (2) 增加 ， 
但 是 了 (0) =0, 于 是 推 知 : / 
当 x>0H 时 ,ff(2) =z—log(l+2)>0, 
就 是 ， 
当 z>0 时 ， x>>log(l] 填 x)。 
3. 考 处 在 [3 切中 谱 过 的 洲 下 勒 方程 : 
z=qg snz+a (0<g=1)., 
我 们 可 以 先 号 成 : 
z (x) 一 2 一 9Snz 一 6 一 0。 
求 导 数 户 (z)， 得 到 : 
f'(72)=1~ geoszo : 
注意 ,乘积 9 eos zx 的 绥 对 值 小 于 一 ,因为 9 在 雪 与 1 之 并 ; 于 是 可 以 肯定 ， 当 
z 取 任 意 一 个 值 时 ，, 了 (2z) >0 所 以 在 区 间 (一 ce， 十 cc) 门 ， 了 2) 增加 ;于 是 推 知 ， 
f(z) 至 多 有 一 次 等 于 堆 , 就 是 ;型 仆 勒 方程 至 多 有 一 个 实 根 。 
车 常量 ww 是 5 的 整数 售 , 就 是 ，, a=kr, 其 中 是 一 个 整数 ; 则 午 朱 代 天 7 一 1 
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之 后 ,得 到 /ixz) 二 0， 于 是 ， 2 二 kx 就 是 这 个 麟 下 蔓 方 程 的 唯一 的 根 。 若 a 不 是 
# 的 整数 倍 ， 央 可 以 求 出 这 样 一 个 整数 ,使 得 
kx<a< (ktl)x, 
读 z=kzx 以 及 (十 1)x, 得 到 : 
fr) =kX— a 0, 
f (k+l17) = {k+l)x—a>0, 

但 是 ,车 (kx) 与 (K+1x) 异 号 ,在 区 间 (kr kt 十 1z) 内 至 少 有 一 个 z 的 值 ， 
使 得 f(x) 等 于 种 [35]。 就 是 ;这 个 列 『 靳 方程 的 唯一 的 模 要 在 过 区 闻 内 。 

4. 洪 灌 一 个 方程 : 

(0) =3 ~ 0207+607r+15=0, 
求 出 导数 六 (zx) ， 并且 恋 它 等 于 寺 : 
f' (7) 一 5x4 一 75z2 十 60 一 15(24 一 5273 十 4) =0, 
解 这 个 四 次 方程 ,得 到 , 当 
X= 一 2, 一 1], 十 1 和 十 2 

时 ， f'(z) 等 于 堆 。 

如 此 ,我 们 可 以 把 区 间 (- =， 十 o) 分 成 五 个 区 间 : 

(一 oo —2) 《一 2 一下， (—1,1), (1, 2), (2, + =),， 

在 每 一 个 区 间 内 , f(x) 保持 定 号 ， 所 以 了 (x) 的 变化 是 日 裔 的 ,就 是 ,或 者 培 加 ,或 
者 诚 小 ; 于 是 在 每 一 个 区 间 内 至 多 有 一 个 根 。 若 在 某 一 个 区 间 的 两 端 ，f (z) 的 值 
寞 号 , 则 方程 f(x) =0 在 这 区 间 内 必 有 一 个 根 ;车 在 两 端 了 (x) 的 值 同 号 ， 则 在 对 成 
的 区 并 内 没有 根 。 如 此 ,为 要 确定 这 个 方程 的 根 的 数目 ; 只 要 在 上 述 五 个 区 天 的 各 
端 ， 确定 f (2X) 的 符号 就 成 了 。 

为 要 确定 ) 当 7-> 土 吕 时 , f(z) PE 上 号 成。 


1 =(3- 号 + 全 二 站 让 
当 zZ 赵 癌 一 > 时 ， Xx’ 趋同 ~ co， 而 圈 括 号 内 这 因子 趋向 3， 于 是 f(%) 和 趋 亲 


一 co。 间 理 , 当 “z 超 问 十 ce 时 ，Jj(zZ) 趋 问 + 有 ,代入 z= 一 2， ~ 工 与 2 话 值 ， 
得 到 下 爱 : 


f(z) 只 有 在 区 开 ( 一 14，+ 卫 的 两 端 异 号 ,于 是 推 知 , 所 考 巾 的 方程 只 是 在 这 区 
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闻 内 有 一 个 实 根 。 

以 上 我 们 定义 了 , 画 数 在 区 疝 上 的 增 减 性 。 有 时 我 们 说 一 个 画 数 
在 一 太 % 二 wo 增加 或 减 小 。 那 是 下 面 的 意义 ; 若 对 于 与 ze 足够 近 的 多 
来 和 请, 当 Z<m 时 ，jJjoO)< 太 co)， 且 当 2>zo 时 ，jc) > 了 (zo); 则 当 
Z 一 0o 时 ， 这 个 画 数 增加 。 类 但 的 可 以 葵 出 一 个 画 数 在 一 点 碱 小 的 定 
义 。 由 导数 概念 ,交接 推出 , 在 一 点 zo 增加 的 与 焉 小 的 一 个 充分 条 件 ， 
就 是 , 若 太 (za >0, 草 这 画 数 在 点 ze 上升, 车 六 (zo0) <0, 则 在 点 zo 画 
数 减 小 。 疾 了 蒜 - 上 ,车厂 (wo) >0, 凤 因 为 比 


下 (got = (%0) 


以 了 '(zo) 为 极限 ,所 以 当 记 的 粗 对 值 足够 小 时 , 这 个 比 有 正 值 , 就 是 分 
子 与 分 母 闻 号 。 澳 句 话 论 , 就 是 , 当 有 >0 时 , f (m0+) 一 f(z0) >0; 当 
<0 时, (zo 十 有 一 f(z0) <0; 所 以 f(z) 在 点 v6 增加。 

58. 画 数 的 极 大 值 与 权 小 什 再 考虑 某 一 个 丽 数 f(x) 的 图 形 ( 国 
56) 。 在 这 个 图 形 上 , 画 数 增加 的 
区 沿 与 画 数 减 小 的 区 赔 是 依次 更 赫 
的 。 弧 4M， 对 应 于 画 数 增加 的 区 
骨 。 在 它 后 面 的 绝 MM。 对 应 于 
醒 数 减 小 的 区 间 , 再 后 面 的 MsMs 
又 对 应 于 一 个 增加 的 区 疯 。 每 一 个 
培 加 的 区 和 出 与 减 小 的 区 内 的 接触 点 
对 应 于 曲线 的 一 个 顶点 。 例如 , 考 
不 顶点 Mi 。 这 个 顶点 的 後 坐标 大 56, 

于 所 有 的 与 它 足够 近 的 左右 各 点 的 类 坐标 。 我 们 说 : 这 样 的 顶点 对 应 
于 函数 f(z) 的 一 个 标 大 值 。 

如 此 引起 下 面 这 个 一 般 的 分 析 的 定义 :车 画 数 f(z) 在 点 z= 的 

值 jz ， 大 于 所 有 的 与 它 足 通 近 的 点 的 面 数值 ; 就 是 , 若 当 及 的 粮 对 
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值 足够 小 时 ,无 验 尺 是正 的 还 是 负 的 , 面 数 的 改变 量 
fmth) 一 了 oO) <0, 
就 说 是 f(z) 在 点 2= zi 达到 一 个 极 大 值 。 

再 郑 虑 顶点 性;。 相 反 的 ,在 这 个 顶点 的 纵 坐 标 , 小 于 所 有 的 它 左 
右 邻 近 的 继 坐 标 , 我 们 说 这 个 顶点 对 应 于 夯 数 的 一 个 极 小 值 ; 分 析 的 定 
义 就 是 : 若 当天 的 纸 对 值 足 铝 小 时 ,无 短刀 是 正 的 还 是 刍 的 ,总 满足 条 
件 

f(zsth)—f (rs) >0 

就 设 是 fj(o) 在 点 4=ws 达到 一 个 极 小 值 。 

“由 图 我 们 看 到 ,在 对 应 于 画 数 的 极 大 值 的 顶点 与 对 应 于 醒 数 的 神 
| 小 值 的 顶点 ,切线 都 平行 于 OZ 轴 。 就 是 , 它 的 
APfz)y0 匀 率 等 于 才 。 但 是 并 不 只 是 在 顶点 ， 才 会 有 平 
行 于 OX 轴 的 切线 。 例 如 , 图 57 上 ;曲线 上 的 
点 用， 并 不 是 一 个 顶点 , 而 在 这 点 的 切线 平行 
于 OX 辅 。 

图 57 更 在 长 在 某 一 个 值 + 一 zo, 疡 (z) 等 于 零 , 就 

是 ,在 图 形 上 对 应 的 位 置 , 切线 平行 于 0 轴 。 我 们 讨论 当 z 的 值 与 
2o 很 近 时 , 了 (%) 的 符号 。 : 

考虑 下 面 三 种 情形 : 

TI. 妆 z 的 值 小 于 zo 但 与 m 充分 接近 时 ， fF (2%) 是 正 的 ; 而 当 2 的 
值 大 于 zo 但 与 ze 充分 接近 时 , f'(z) 是 负 的 ; 换 句 话说 , 就 是 , 当 z 引 
过 zo 时， f (2) 由 正 值 经 过 霉 到 入 值 。 伦 这 情形 下 ， 在 2 二 zo 之 左 ， 有 
一 个 增加 的 区 赣 , 在 z=zo 之 右 有 一 个 项 小 的 区 漳 ; 就 是 , Z=2o 对 应 
于 曲线 的 一 个 顶点 , 它 葵 出 画 数 f(z) 的 一 个 极 大 值 (图 56)。 

II， 当 % 的 值 小 于 zo 时 ， fF (%) 是 负 的 ; 而 当 2 的 值 大 于 zo 时 ,是 
正 的 ;就 是 六 (4s) 由 负 值 缀 过 零 到 正 值 。 在 这 情形 下 ,在 >=zo 之 左 , 有 
一 个 减 小 的 区 间 ,在 "= m 之 右 有 一 个 培 加 的 区 间 ;就 是 , 2 一 ze 对 应 于 


y 


[i 


ppej>0 
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曲 厂 的 一 个 顶点 , 它 葵 出 画 数 的 一 个 极 小 值 (图 56) 。 

HI. 当 4 的 值 无 论 是 小 于 或 是 大 于 zo 时，f'(2?) 有 同一 的 符号 。 
例如 ;假设 总 是 正 号 。 在 这 情形 下 , 所 对 应 的 图 形 上 的 点 , 在 一 个 增加 
的 区 章 之 内 ,于 是 不 是 一 个 顶点 (图 57)。 

由 以 上 所 述 , 引出 下 面 一 个 法 旭 , 利用 这 法 则 , 我 们 可 求 那些 使 
f(z) 达到 标 大 信 或 极 小 值 的 点 2: 

( 工 ) 求 户 (z) : 

(2 ) 求 使 (2z) 等 于 雳 的 2 的 值 , 就 是 , 解 方程 f(z) =0; 

(3 ) 依 照 下 表 , 讨 论 释 过 这 些 值 时 f(z) 的 符号 的 改变 情形 : 


在 这 个 表 中 的 记号 zo0 一 与 zo 二 +h 表示, 需要 确定 出 当 w 的 值 小 
于 zo 与 大 于 wo 但 与 它 足 够 近 时 ， f (%) 的 符号 ; 这 里 hh 算 作 足够 小 的 
正 数 。 

这 样 计 诅 时 ,假定 六 (x20o) =0, 但 是 ,对 于 所 有 的 zx 的 值 ,与 zo 和 

近 而 不 是 wo 时, f (7%) 不 等 于 等 。 

还 要 提出 , 在 图 57 中 , 设 点 以 的 横 坐 标 是 zo, 过 点 HY 的 切线 通 
过 曲线 的 两 侧 。 在 上 述 的 情形 下 , f'(zv) = 0, 并 且 对 于 所 有 的 与 zo 足 
够 近 而 不 是 zo 的 7z 的 值 ， 了 (7) >>0, 于 是 在 具有 点 %。 的 磺 线 段 的 内 部 
虽然 及 (2o) =0, 但 仍然 和 出 画 数 二 加 的 区 间 。 

有 的 时 候 , 极 大 值 的 定义 , 与 以 上 所 沪 略 有 不 同 :车 画 数 f(z) 在 
2 一 231 点 的 值 用 4), 不 小 于 所 有 的 与 它 足够 近 的 点 的 画 数 值 ;就 是 , 当 记 
的 稳 对 值 足 够 小 时 ,无 论 有 是正 的 还 是 灸 的 , 画 数 的 改变 量 了 (21 十 及 
= (21) <0; 就 说 是 f(w) 在 后 2; 达到 一 个 檬 大 值 。 类 侯 的 可 以 由 不 
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一 


等 式 (zs 十 用) 一 (zs) 这 0 确定 在 点 zs 的 栋 小 值 。 用 这 个 定义 时 ,车 一 
个 夯 数 在 一 个 有 极 大 值 或 杯 小 值 的 点 ,导数 存在 ,， 则 像 以 上 一 样 ,这 个 
导数 应 当 等 于 圭 。 

例 求 苞 数 

f (72) = (2—1)2(r—2)3 

的 极 大 值 与 极 小 值 。 

求 出 一 阶 导数 : 

f(x) 一 (7 一 1 (rr—2)3+}+3(r—1)2(r—2)2= 
二 (e—2)2 (2— 5) 


由 了 最 后 的 表达 式 看 出 ;当月 变量 取 下 列 各 值 时 : 


1 
zi 三 1]， 3 Xs 二 2， 


六 (2) 等 于 于 。 

时 论 这 些 情形 。 当 z=1 时 , 因 于 (一 2)? 有 正 号 , 因子 (一世) 有 负 号 。 当 
?的 秆 与 1 足够 近 时 ,无 前 是 大 些 还 是 小 些 ,这 两 个 因子 的 符号 总 一 - 样 ;于 是 推 知 ， 
当 z 的 值 与 工 足 够 近 时 ， 这 两 个 因子 的 乘积 一 定 有 负 号 。 再 考虑 因子 (xz 一 1) , 当 
4 一 二 时 , 它 等 于 零 ， “< 时 , 它 有 负 号 ,而 +>>1 时 , 它 有 正 号 。 如 此 , 整个 乘积 ,也 
就 是 了 (72), 当 X<1 时 , 有 正 号 , 当 7>>1 时 ,有 人 负 号 。 由 此 推 知 , z=1 对 应 于 丽 数 


是 ,这 个 渍 数 的 图 形 上 对 应 顶点 的 雁 坐 标 
f(D =0x (—D=0,。 


类 似 的 再 考虑 其 余 的 值 = 工 与 ms= 2) 我 们 得 到 下 表 : 


用 上 壕 方 法 诗 论 面 数 的 杯 大 值 与 极 小 值 ,有 些 麻烦 ,特别 是 在 梳 复 
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a 


杂 的 问题 中 , 当 x 取 比 考察 的 值 较 大 与 较 小 的 值 时 ,确定 六 (2) 的 符号 ， 
会 相当 费事 。 如 果 在 研究 中 引进 二 阶 导 数 (xz) ， 则 在 很 多 情形 就 可 
洲 免 这 种 麻 糯 。 假 设 考 察 使 了 (wo) =0 的 值 4==xo。 把 这 个 值 2 一 2zo 代 
入 二 阶 导数 的 表达 式 中 , 假设 得 到 一 个 正 量 , 就 是 ，f" (zo) >0， 由 于 
f"(z) 是 F(z) 的 导数 ， 且 在 点 4=zo， 这 个 导数 有 正 值 , 就 是 说 图 煞 
产 (2) 在 对 应 的 点 增加 ,就 是 , 当 了 (x) 在 点 2 一 Zno 经 过 雪 时 , 应 当 是 由 
旬 值 到 正 值 。 如 此 ,车 jzo) >0, 则 夯 数 ,六 2o) 在 态 % 三 X20 达到 一 个 称 
小 值 。 同 理 可 证 ,车 了 "(zo) <0, 则 面 数 Fo) 在 点 & 二 20 达到 一 个 标 大 
值 。 最 后 , 当 把 x=z。 代入 二 阶 导数 的 表达 式 时 , 我 们 得 到 宕 , 就 是 
fF"(wo) 二 0; 剧 不 能 用 二 阶 导 数 来 讨论 “=2o 的 情形 , 就 只 好 于 护 讨 论 
了 '(w) 的 符号 了 。 如 此 ,我 们 得 到 下 起 : 


z | f(s) \ ra) | Ga 
! 
析 大 仿 
To 0 十 可 小 入 


由 以 上 所 述 , 直 接 推 知 ,在 二 阶 有 导数 存在 时 ,不 等 式 .三 2) <0 是 标 
大 和 值 的 必要 条 件 ，f"'(z) 宇 0 是 株 小 值 的 必要 和 条件。 如 果 我 们 用 
f(z 十 hb) 一 Fo 二 0 作 极 大 从 的 条 件 ，f (ws 十 有 一 Fa) 过 0 作 入 小 值 
的 条 件 ,这 仍然 是 对 的 。 


例 “ 求 画 数 
f(x) 一 Sin 十 cos 并 
的 极 大 值 与 极 小 值 。 这 个 函数 以 2r 为 周期 ， 就是， 当 以 x 十 2z 替代 7? 时, 它 不 改 
变 。 所 以 只 须 讨论 工 取 由 0 到 2x 这 个 区 间 . 上 的 值 就 足够 了 。 
求 册 一 阶 与 二 阶 导数 : 
fi(x) =e0s x ~ SIn 2 
f(x) = — sin rt— C0s To 


灵 一 阶 导 数 等 于 寺 , 得 到 一 个 方程 ， 
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cps 7 一 sinX 一 0 或 过 2 一 ]。 
这 个 方程 在 区 间 (0，2z) 上 的 根 是 : 


Xx DT 
re 与 En 


4 
讨论 7 取 这 两 个 值 时 , f" (?) 的 符号 : 
站 — SIl 元 一 os 也 二 一 M 2 <0; 极 大 值 7(4) )= Vi 

P( 子 一 SI 一 00s 下 一 V2 >0; 极 小 秆 了 ( 闻 站) -V2。 


最 后 ,我 们 指出 当 求 极 大 值 与 极 小 值 时 ,可 能 发 生 的 一 种 情形 。 可 能 一 个 图 数 

、 ”的 图 形 有 这 样 的 点 ,在 这 些 点 ,切线 或 是 不 存 

y 在 ,或 是 平行 于 OF 轴 (图 58) 。 在 第 一 种 这 
样 的 点 ， 导数 六 (z) 不 存在 ; 在 第 二 种 的 点 ， 
它 成 为 无 穷 大 ， 因为 平行 于 07 瑞 的 切 起 的 
科举 是 无 穷 大 。 但 是 由 圆通 接 看 到 ,这样 的 
点 可 以 是 函数 的 极 大 值 或 极 小 值 。 如此, 严 
7 X 。 格 来 路 ,以 上 所 流 求 辑 数 的 极 大 值 与 极 小 值 
图 58. tA 


| 
t 
| 
b 
| 
bh 
| 


本 a 


的 点 也 会 出 现 。 计 论 司 一 类 的 护 时 , 要 用 上 述 的 第 一 个 办 法 , 就 是 要 看 , 当 x 取 过 
大 与 较 小 的 值 时 , 了" (z) 的 符号 。 

例 求 贺 数 

| f(7)= (2—1)Ya 
的 极 大 值 与 栋 小 值 。 求 出 一 阶 导数 : 

2 

f°' (2) = Vx? 上 ep 
= z 一 上 时 ， 它 等 于 震 当 z=0 时 , 成 为 无 穷 大 。 计 论 后 一 个 值 : 当 z=0 


时 ,分 子 有 灸 号 ,于 是 当 z 取 与 秆 是 够 近 的 值 时 ,元 前 大 于 第 还 是 小 于 才 分 于 总 有 
负 号 。 当 2%<0 时 ,分 时 有 负 号 ; 丽 当 x>0 时 ,分 母 有 正 号 。 于 是 推 知 , 当 z<0 而 
与 0 足够 近 时 ,整个 分 式 有 正 号 , 而 当 x>0 时 有 负 号 ,就 是 , 当 z=0 时, 有 一 个 极 


大 值 了 (0) =0。 在 点 v= 避 有 一 个 极 小 值 
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59.， 作 图 来 由 夯 数 放 Ca 的 家 大 值 与 梳 小 值 , 可 使 这 夯 数 的 作 国 
比较 简单 。 现 在 用 下 面 几 个 例 央 明 作 画 数 图 形 的 简单 办 法 。 
1. 设 要 作 殉 数 
j= (K-13(7—2)3 
的 图 形 ,我 们 用 前 一 段 的 计 论 ,得 到 这 曲 多 的 两 个 顶点 ,一 个 标 大 值 (1, 0)， 一 个 极 


小 值 (万, 一 训 码 )。 在 图 上 标记 出 这 两 个 点 。 此 外 , 再 标记 出 这 曲 镜 在 两 轴 上 的 


截 点 。 当 X=0 时 , y= 一 8, 就 是 07 地 上 的 截 中 是 y= -8。 姓 了 等 于 等 ， 就 是 
(z—1)2(x— 2)=0, 
得 到 0X 轴 上 的 蕉 距 。 一 个 是 x=1， 我 们 已 械 就 过) 它 是 一 个 顶 扎 ; 荔 一 个 
< 二 2， 如 前 一 段 中 所 就 , 它 不 是 一 个 顶点 但 是 过 图 形 上 对 应 点 的 切线 平行 于 了 
轴 。 oe 表示 这 个 曲 厂 的 图 形 。 


4 画 曲 重 


9 一 ez o 
求 出 一 阶 导 数 
4 = 一 2xe-2 。 


谈 等 于 守 ， 得 到 2=0， 个 难看 出 , 它 对 


0 Y= 二 1。 这 个 点 也 就 是 这 曲线 在 0 了 翰 上 的 截 
点。 再 让 y 等 于 零 ; 得 到 一 个 方程 e-*==0) 它 
没有 解 ， 就 是 这 曲名 在 CA 轴 上 疫 有 稚 扎 。 此 
外 ， 还 要 注意 ， 当 XY 趋 风 (十 吕 ) 或 (一 co) 时 ， 
e-* 的 方 窜 (一 ?2 趋向 (一 c)， 于 是 e2 趋 疝 
符 ; 就 是 , 当 疝 左右 两 方 无 限 远 移 时 , 曲 鲁 与 0X 
朝 无 限 接近 。 由 以 上 得 到 的 性 质 作 出 这 曲 戌 ， 

如 图 60 所 示 。 

3， 作 了 曲线 
加 59. 一 er-azsinbu (a>0), 
它 的 园 形 时 做 阻尼 振动 图 形 。 因子 sin bz 的 稳 对 值 不 大 于 一 ， 所 以 全 部 曲 醋 要 在 
y=e-az 与 y= -0-2 


应 于 这 曲 厂 的 一 个 顶点 ( 极 大 值 )， 继 坐标 是 
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两 条 曲线 之 寺 。 
当 7 趋向 (+ ce) 时 ， 因 子 ez 趋向 需 , 于 是 ez sin bz 亦 趋向 零 ; 就 是 , 当 向 
右 无 限 远 移 时 ,曲线 与 0X 轴 无 限 接近 。 这 曲线 在 0X 轴 上 的 截 距 由 方程 


sn bz=0 
乒 
确定 ,就 是 Zz 二 。”《k 是 整数 )。 
或 出 一 阶 导 数 : 
Wi =- — ae-Irsin br+be-areos br=e-7(b cos br— a sin bre)o 


但 是 我 鸽 知道 ,括号 内 的 才 达 式 , 可 以 表示 成 下 面 的 样子 ; 
b eos br—~a sin bz=kK sin (brt+qg,)) 
其 中 与 是 常量 。 恋 一 阶 导 数 等 于 宕 ,得 到 一 个 方程 : 
sin (bz + po) =0, 
这 方程 给 出 ; 
bz+go=kx， 就 是 ， 4 一 一 人 。 是 整数 )。 全 
当 z+ 歼 过 这 样 一 个 值 时 ,KK sin (bz 十 qo) 变 一 次 号 。 因 为 因子 em 不 变 号 所 
以 一 阶 导 数 
y' = 二 Ke- gin (bz + qo) 
也 同样 的 变 凡 。 于 是 推 项 ,这 些 根 ,依次 交替 地 对 应 于 这 图 数 的 极 大 值 与 模 小 值 。 
若是 没有 指数 因 于 e-”, 就 只 是 一 个 正 豆 曲 钱 ; 
y=Sin bx, 
它 的 顶 避 的 槛 坐标 ) 要 由 方程 


eos bz=0 


得 来 ,就 是 
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i 


z= JE 化 是 整数 )。 a 


如 此 ,我 们 看 出 , 指数 因子 不 仅 碱 小 这 振动 的 振幅 而 且 也 使 这 曲线 各 项 点 的 
横 坐 标 移动 。 上 比较 方程 (1) 与 (l)， 不 难看 出 ， 顶 点 横 坐 标 移 动 一 个 常量 


(- 秀 - 鱼 )。 图 61 表示 当 a= 1 b=2x 时 ,一 个 阻尼 振动 的 图 形 。 虚 线 对 成 于 方 
程 y= 土 e- 的 图 形 。 这 曲 各 的 顶点 不 在 虚线 曲线 上 ,如 上 所 述 , 差 一 个 常量 。 
y 


4. 作 央 钱 a 
求 册 一 春 与 二 阶 有 导数 : 


民 
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y= | 4 一 2o 


让 一 阶 导数 等 于 零 , 得 到 
n=1 与 z=—1。 
把 这 些 值 代入 二 阶 导数 中 , 确 知 第 一 个 值 对 应 于 一 个 
极 小 值 , 第 二 个 鸽 对 应 于 一 个 标 大 值 。 把 这 些 值 代 入 
4 的 直达 式 中 ,确定 芝 曲 态 的 对 应 人 顶点: 
永山 -天 
唉 xz=0, 得 到 y=0,) 就 是 ,坐标 原点 ,0) 在 这 曲 
米 上 。 最 后 , 恋 y 等 于 等 ， 除 7 二 0 外 , 还 得 到 两 个 值 
z= 士 V3, 就 是 这 曲线 与 坐标 轴 的 交点 是 (0, 0)， 
国 62. (V 3, 0) 与 (一 V 3, 0) 。 再 注意 , 当 用 (一 0) 与 (了 
落 代 z 与 y 时 , 方程 的 两 侧 都 只 是 变 号 ; 就 是 , 坐标 原点 是 这 曲线 的 对 称 中 心 (图 
62) 。 
60， 图 数 的 最 大 征 与 最 小 什 ”现在 考虑 当 自 变量 x 取 区 闪 [e, 0 
上 的 便 时 , 夯 数 /2) 的 值 ,并 且 我 们 要 求 这 些 秆 中 的 最 大 值 与 最 小 值 。 
若 夯 数 .jz) 过 缠 , 则 如 [35] 所 述 , 它 必定 达到 最 大 值 与 最 小 值 ;就 是 ， 
这 夯 数 对 应 的 图形 在 这 区 间 上 必 有 最 大 的 多 坐标 与 最 小 的 雁 坐 标 。 应 
用 前 述 法 划 , 我 们 可 以 求 出 画 数 在 这 区 向 [c, 5] 内 所 有 的 极 大 值 与 极 
小 值 。 车 画 数 jz) 在 这 区 涪 内 有 最 大 值 , 则 这 个 最 大 值 就 是 在 区 沿 
Le， bj 内 画 数 匡 标 大 值 中 的 最 大 的 。 但 是 有 时 最 大 值 不 在 区 贞 内 ,而 
在 它 的 一 症 X==& 或 2 一 0。 所 以 , 求 面 数 的 最 大 值 时 , 不 仅 要 比较 区 天 
内 所 有 的 榴 大 值 ,也 要 注意 到 在 区 章 两 端的 画 数 值 。 同 样 ,确定 画 数 的 
最 小 值 时 , 要 求 出 在 区 尚 内 的 所 有 的 极 小 值 ，, 以 及 当 z=4 与 z= 时 ， 
男 数 的 值 。 这 里 我 们 指出 , 极 大 值 与 标 小 值 可 以 都 没有 ,但是 在 有 界 区 
阅 [a, 5] 上 的 束 纺 丽 数 ,一 定 有 最 大 值 与 最 小 值 。 
更 在 提出 儿 个 特殊 情形 ,这 时 求 最 大 箔 与 最 小 值 特别 简单 。 例 如 ， 
兴国 数 1(z) 在 区 闻 [a, 2] 上 是 增 阔 数 , 列 显 然 当 z=a 时 ， 它 取 最 小 
值 ; 当 z=6 时 , 它 取 最 大 值 。 对 于 研 画 数 怡 好 相反 。 
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知 在 这 区 阅 内 , 阔 数 有 一 个 栋 
大 值 , 而 没有 极 小 值 ; 剧 这 个 唯 一 
的 李 大 值 就 是 这 阔 数 的 最 大 值 (图 
63) ,因此 ,在 这 情形 下 ,要 确定 画 数 
的 最 大 和 值 ,就 不 必定 出 在 区 竟 两 端 
的 函数 值 。 同 理 , 坷 丽 数 在 区 阅 内 图 《63. 

有 一 个 标 小 值 ,而 没有 极 大 值 , 斯 这 个 标 小 值 就 是 夯 数 的 最 小 值 。 在 下 
面前 四 个 问题 中 ,都 有 这 里 所 说 的 情形 出 现 。 

1， 葵 定 一 个 初段 ,长度 为 !， 试 把 它 分 为 两 耻 , 使 得 以 这 两 外 作 边 的 得 形 , 面 
积 最 大 。 / 
设 f 是 其 中 一 自 的 长 度 ; ! 一 x 是 另 一 段 的 长 度 。 由 于 短 形 的 面积 等 于 两 邻 边 
的 乘积 , 这 个 问题 就 是 要 求 这 样 一 个 zx 的 值 ; 使 得 当 z 取 这 个 值 时 , 王 数 

f (7)=2x(l—%) 

在 z 的 变化 区 间 L0, 让 上 述 到 最 大 值 。 

求 出 一 阶 与 二 阶 导数 

fr) = 7) -r=l~27, f" (7) = —2<0, 


有 


访 一 阶 导数 等 于 雳 只 得 到 一 个 值 2= 亏 ， 因为 "(<) 总 是 负 的 ， 所 以 它 对 应 
于 一 个 概 大 值 。 如 此 ， 求 得 边 长 为 5 的 正方 形 面积 最 大 。 
2， 由 中 径 为 及 的 贺 上 ,市 去 一 个 局 形 , 把 琵 下 的 部 分 图 成 一 个 圆锥 , 献 求 拓 
去 局 形 的 这 样 的 角度 , 它 使 所 作 的 圆锥 体积 最 大 。 
我 们 不 用 所 割 去 局 形 的 角度 ,而 用 2x 减 掉 这 个 角 许 作 自 变量 z， 就 是 说 剩 下 
的 凯 形 的 角度 是 zx。 当 的 值 逼近 0 或 2x 时 ,圆锥 的 体积 都 泛 近 雳 ,显然 ,在 区 毅 
(9, 2x) 内 ,有 这 样 一 个 z 的 值 存在 ,使 得 这 个 体积 最 大 。 
把 剩 下 的 部 分 轩 成 圆锥 时 ，( 图 64) ， 我 们 
得 到 一 个 圆锥 ， 封 商 等 于 有， 底 周 的 长 度 等 于 


nh 
“ Fx 
月 2 hx, 苞 牛 径 *= 5 一 ; 高 


图 ”64， 这 图 锥 的 体积 就 是 ; 
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vr Ld Rx RR sR ee 
t(2) = 二 TT dr 2 = ~、 4 zio 


求 这 个 画 数 的 极 大 值 时 , 我们 可 以 不 管 常 因 于 357。 剩 下 的 乘积 
2A 475 一 92 是 正 的 于 是 当 它 的 平方 达到 最 大 值 时 ， 它 也 达到 最 大 值 。 如 此 , 我 
科 可 以 在 区 间 (0，2z) 内 考 巾 图 数 

f(x) = dr — 6, 
求 出 一 阶 导 数 : 
f'(x) 一 6x2z3 一 675。 
对 于 至 部 z 的 值 , 它 都 存在 。 is 
T1=0, 0 一 一 2 二 4 ma 一 2nA 3 了。 


新 两 个 值 不 在 区 关 (0，2z) 内 ， 在 这 区 关内 的 , 只 有 一 个 值 mm= 2zA/ 3 ， 但 是 
以 上 我 们 知道 在 这 区 间 内 应 当 有 一 个 杠 大 值 ,于 是 不 必 计 论 , 就 可 以 肯定 ,zs 对 应 
于 有 最 大 体积 的 圆锥 。 

3. 直线 工 将 平面 分 为 两 部 (介质 ) 与 一 个 点 在 介 寻 工 中 运动 的 速率 是 
v1 在 介质 I 中 运动 的 速率 是 v3。 就 求 这 个 点 起 过 怎样 一 个 路 铺 时 ， 时 ,由 介质 了 内 
点 4 到 介质 I 内 点 能 够 最 快 。 

设 44i 与 BBi 各 为 由 5 由 4 与 五 到 直线 也 的 垂 线 。 记 作 

4441 一 Ci BB: = Pb， A A1B i 二 Cy 

并 且 震 坷 工 上 的 坐标 ,由 41 算 起 ,以 4181 为 正 疝 (图 65)。 

显然 ,在 介质 工 以 及 介质 TI 中 这 个 点 的 
路 神 都 应 当 是 看 厂 , 但 是 沿 直线 4B 的 路 三 
不 见得 就 是 “最 快 的 路 钱 "。 所 以 “最 快 的 路 
线 "应 当 由 两 个 直线 席 4 与 HB 和 组成， 并 
且 点 并 应 存 直 绚 二 上。 取 点 戏 的 坐标 2 作 
自 变 量 : z 二 41 走 得 最 快 时 所 需 的 时 间 # 


国 85. 就 由 下 面 这 公式 确定 于 区 有 (一 十 %) 上 : 
PR 4 Ec _ AM oa2 本 天 V+ (一 一 加 2 
v9 
渴 在 要 求 它 的 最 小 什 。 


求 出 一 阶 与 二 阶 导数 : 
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f'(x) = a 
?71 四 vob3 十 (CC— 717)2 


WN b2 
A AP EEC 


对 于 爹 部 + 的 值 ,这 两 个 导数 都 存在 ,; 并 且 "(7z) 总 有 (+) 号 。 于 是 了 (x) 在 
区 有 并 (一 ,十 < ) 上 是 雯 图 数 ,所 以 最 多 有 一 次 等 于 震 。 但 是 


f°(0) =— 0 而 f'(0) 


所 以 方程 f'(x) =0 
在 0 与 c 之 并, 有 一 个 唯一 的 根 , 因为 "(z) >0, 它 对 应 于 疼 数 f(z) 的 栋 小 值 。 
毕 标 0 与 c 各 对 应 于 虚 4 与 吾 ;， 所 以 ,所 求 的 点 型 必 在 点 41 与 Bi 之 间 。 这 世 
可 由 割 等 几何 的 理由 证 明 - 

现在 解释 所 求 的 解 的 几何 意义 , 过 点 1 作 直 城 工 的 重 矿 , 线 让 4 对 ，BM 与 
这 磊 廊 的 交角 各 记 作 a, 8。 所 求 的 点 对 的 坐标 x 应 当 使 得 f' (2) 等于零, 就 是 应 
当 满 足 方程 : 


0 
= 
和 1AA 03 十 c3 


-站 人 


WA a2 十 Wo 下 十 (一 2 ， 


这 可 以 写成 
_AM _ MB 
tv 
gin 作 si 
或 人 和 就 是 ，- No 各 


Vy Va i 和 
所 以 "最 快 的 路 廊 ” 中 ,a 与 8 的 正 配 之 比 等 于 在 介质 了 与 1I 中 速率 的 化。 把 这 丧 
果 与 光 的 折射 定律 相 比 较 , 就 知道 光 的 折射 是 这 样 的 ,光线 由 一 种 介质 中 一 点 到 另 
一 种 介质 中 一 点 时 ,选择 最 快 的 路 线 ”。 
4， 设 在 买 验 中 确定 一 个 量 x, 由 于 仪器 的 不 精确 ,对 同一 个 量 作 几 次 观测 ,会 
得 到 +* 个 不 癌 的 值 
dy Coy CS Uny 
若 最 z 的 某 一 个 短 , 与 这 * 个 值 之 差 的 平方 和 最 小 ; 这 个 值 昌 做 量 z 的 "最 可 能 的 ? 
秆 。 如 此 , 求 这 个 值 就 归 夭 为 求 使 得 图 数 
f(T) = (I a) (Tt- I+t (X—an)? 
在 区 和 删 ( 一 <， 十 ~) 上 达 最 小 值 的 x。 
求 出 一 阶 与 二 阶 导 数 : 
"(72) =2(2™ qa) 十 2 一 a2) 十 十 2 一 0n) 
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fix) =24+2+..+2=2n>0, 
洲 一 阶 导 数 等 于 第 ,得 到 唯一 的 一 个 解 


a 十 十 
0 


因为 二 阶 导 数 是 正 的 , 所 以 这 个 值 对 应 于 一 个 极 小 值 。 如 此 , 2 的 "最 可 能 的 " 什 ， 
就是 由 观 调 得 到 的 值 的 算术 平均 值 。 
5， 求 一 点 弄 到 一 个 贺 周 的 最 短 上 距离 。 
取 圆 心 0 作 坐 标 原点 ， 四 和 线 0 了 到 作 0OX 轴 、 设 0 于 =a， 图 岂 的 个 径 是 ;者 
周 的 方程 就 是 : 
2 二 1 二 B32， 
点 弄 的 坐标 是 (ca，0) ,由 点 到 到 圆周 上 任意 一 点 的 距离 研 是 : 
V (z 一 人 3 十 访 。 
明 在 求 这 个 距离 本 方 的 最 小 估 。 由 冉 导 的 方程 , 得 到 即 的 表达 式 如 一 73; 把 
它 代入 肛 离 平方 的 表达 式 中 ,得 到 一 个 图 数 : 
f(x) = (2—0)2+ (BR2— 1) = ~ 2ar + a + RR, 
共 中 目 变 晤 了 可 以 在 区 间 (一 R<x<R) 上 改变 。 
因为 一 阶 导 数 : 
f' (2%)= -2 
无 葵 z 取 什么 值 ; 总 是 负 的 ， 所 以 了 (2) 总 是 减 小 
图 ”56. 的 ,于 是 ， 在 区 间 的 右 刀 , 当 z=B 时 ， 它 克 到 最 小 
值 。 最 短 距离 就 是 钱 颖 PM 的 长 (图 66)。 
6. 在 已 知 正 婴 铁 中 , 作 一 个 内 接 正 圆柱 ,使 得 尼 的 全 面积 最 大 。 
用 BE 与 五 各 计 图 链 的 底 咎 径 与 高 , ?与 各 
记 图 柱 的 底 牛 私 与 高 。 要 求 玖 数 
SS=2T72+ R571h 
的 最 大 值 。 ~ 
圆柱 内 接 于 一 个 已 知 圆锥 , 这 是 将 7 与 六 过 和 柔 4 
起 来 的 一 个 条 件 。 由 相似 三 骨 形 4BD 与 4MN, 得 
到 (图 67)， 图 ”67， 


MN _ BD 
AN AD” 


h H 
或 R-r Ri’ 
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由 此 / b= 
把 这 个 的 值 代 到 3 的 表达 式 中 ,得 到 : 


js 2 -全 )| 
ke 2z| ， +rH (1 < ) ， 


如 此 ，S 就 是 一 个 自 变量 ? 的 画 数 , * 可 以 在 区 间 0<r<R 上 改变 。 求 出 一 
阶 和 二 阶 导 数 : 


QQ ( > or ) 029 H 
一 一 全 人 一 47| 了 一 一 
dr SW R 公用 dr2 ( 元 上 


i, 


车 他 等 于 零 ,得 到 + 的 一 个 什 : 


_ HR 
一 了 
为 要 这 个 值 在 区 疝 (0 R) 内 , 它 必须 满足 不 等 式 
RE HR ; 
Up 2 


第 一 个 不 等 式 相当 于 襄 五 应 当 大 于 RE。 第 二 个 不 等 式 的 两 侧 蔽 以 正明 
2( 囊 一 RB) ,得 到 : 


适合 这 个 条 件 时 ，5 汪 有 (一 ) 号 ; 于 是 值 (2) 对 应 于 画 数 8 的 唯一 的 三 大 
值 , 也 就 是 这 时 这 个 圆柱 有 最 大 的 从 面积 。 只 要 把 + 的 值 (2 ) 代入 8 的 表达 式 
中 ,就 可 以 确定 这 个 量 。 
现在 假设 值 ( 2 ) 不 在 区 并 (0, R) 内 ,就 是 不 等 式 ( 3 ) 中 有 一 个 不 被 满足 。 这 
时 有 两 个 可 能 :或 者 妞 < 上 ; 或 者 豆 > 也, 但 是 R> 与。 它们 都 可 用 下 面 的 不 等 式 
洗 示 : 
H<2R, (4) 
aS 、 >- 。 
把 全- 的 表达 式 写 成 : 


ds ,/. 2 2r -， 
他 一 24(2r+ 也 ~ 御 及 )= 委 [QQR-Dr+H(R-)]。 


由 这 表达 式 看 出 , 当 0<+<R, 而 且 与 五 满足 (4) 时 ,人 >0, 就 是 醒 数 8 


在 区 半 (0, E) 上 是 增 栈 数 , 所 以 当 r= 时 , 达到 最 大 值 。 但 是 当 ? 取 这 个 值 时 ， 
显然 = 0， 于 是 得 到 的 解 可 以 考虑 作 一 个 局 至 的 图 柱 , 它 的 两 底 都 与 已 知 周 维 的 
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医 重 合 , 而 他 面积 为 2xR?。 

G1， 费 尔 马 定 理 ”以 前 我 们 应 用 初等 几何 , 急 述 了 检验 西数 的 增 
减 性 , 求 最 大 值 与 最 小 值 , 求 极 大 值 与 极 小 值 的 方法 。 现 在 我 们 转向 一 
些 定理 与 公式 的 严格 的 分 析 的 分 述 , 同 时 也 有 给 出 上 面 所 引进 的 法 划 的 
分 析 诈 明 , 并 且 借 此 再 讨论 而 数 的 别 的 性 质 。 下 面 的 叙述 中 ,我 们 闫 缕 
列 出 ,每 一 个 定理 或 公式 成 立时 , 所 须要 的 全 部 条 件 。 
个 点 导数 部 存 在 ,并 且 在 区 阅 内 某 一 点 c=c 达到 最 大 (或 最 小 ) 值 ; 则 
在 点 %=6, 一 阶 导数 等 于 雾 , 就 是 户 (c) =0。 

为 确定 起 见 ,很 发 值 f(c) 是 画 数 的 最 大 值 。 至 于 是 最 小 值 的 情 
形 , 可 用 类 但 的 方法 起 明 。 由 所 稚 的 条 件 ;, 点 z=c 在 区 疝 内 , 并 且 , 无 
论 其 正 的 还 蚌 负 的 , 差 f(c 十 及 一 了 (ce) 一 定 不 是 正 的 : 

: fecth) ~f (ee) <0, 

作出 引 SR 


因为 这 分 式 的 分 子 小 于 或 等 于 雳 ,所 以 
LED ES LO WO 


h 
而 l (8) 
Tet YH 0, 当 轧 <0 时 。 


因为 把 2=c 在 区 辣 内 ,由 所 各 条 件 , 在 这 点 导数 存在 , 就 是 上 面 写 
的 分 式 , 当 % 以 任何 方式 趋向 霸 时 , 趋向 一 个 确定 的 极限 f'(c)。 先 识 
hh 沿 正 值 趋向 圭 , 这 时 由 不 等 式 (5 ) 中 第 一 个 不 等 式 取 极 限 得 到 : 
f (0)<0, 
同 理 , 阁 沿 负 值 趋向 等, 划 由 (5 ) 的 第 二 个 不 等 式 取 极限 得 到 : 
f' (0)>0。 z 
比较 这 些 不 等 式 , 我 们 得 到 颖 证 明 的 娃 果 了 f'(c) =.0。 
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62， 罗 尔 定理 ”车 夯 数 了 (%) 在 区 内 [4, 如 瞎 和 灶 , 在 这 区 间 内 每 


f' (0) =0,。 

在 考虑 的 区 沿 上 , 这 个 连续 机 数 f(z) 应 当 达 到 一 个 最 大 值 1 与 
一 个 最 小 值 m 。 车 最 大 征 与 最 小 值 相同 , 就 是 下 = 和 划 显 然 由 此 可 
以 推 知 ,这 男 数 在 整个 区 项 上 保持 一 个 常 值 ,等 于 mm (或 及)。 但 是 ,我 
们 知道 ,一 个 常量 的 导数 等 于 雾 ; 于 是 推 知 , 在 这 个 简单 情形 下 ,在 区 项 
内 任意 一 点 , 导数 等 于 圭 。 再 考虑 一 般 的 情形 , 以 下 我 们 算 作风 << 必 。 
由 于 所 猴 条 件 , 在 两 端 画 数值 相同 , 就 是 , 7(a) =f(25), 则 与 有 机 中 
至 少 有 一 个 数 与 丽 数 在 端点 的 值 不 同 。 例 如 ,证 这 是 以 , 就 是 ,在 两 端 
这 个 丽 数 不 达到 最 大 值 , 而 是 在 区 则 内 。 证 "=e 是 达到 最 大 值 的 点 。 
应 用 费 尔 马 定理 ,在 这 个 点 , 了 (ce) =0。 于 是 罗 尔 定理 得 计 。 

特殊 情形 : 若 Fe) =f(5) =0, 罗 尔 定理 可 以 简 述 如 下 : 在 画 数 的 
两 个 根 之 指 , 它 的 一 阶 导 数 有 至 少 有 一 个 根 。 

罗 尔 定理 具有 简单 的 几何 意义 。 由 所 葵 条 件 , (a) = 了 (2), 就是， 
对 应 于 这 区 间 的 两 端 , 曲线 y=f(2) 的 、 , 

炊 坐 标 相 等 ;而 在 这 区 山内 导数 存在 ,就 AN 

是 这 曲线 有 确定 的 切线 。 罗 尔 定理 肯 ee 

定 , 这 时 , 在 这 区 疫 内 , 至 少 存在 这 样 一 : 
个 点 ,使 得 导数 等 于 霸 , 就 是 在 这 点 的 切 
线 竹 行 于 0X 韩 (图 68)。 辐 68， 

附注 ” 著 罗 尔 定理 中 ,在 区 间 内 所 有 的 点 导数 都 存在 这 条 件 不 成 
立 , 唱 这 定理 可 以 不 对 。 

例如 ; 图 数 


f(r) =1— Va 
在 区 币 [ 一 1, 十 1 上 连 入 ,并且 (一 1) = 了 (1)=0, 但 是 导数 
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人 人 全 二 二 3 
在 这 区 间 内 不 为 等 。 这 是 由 于 当 4%=0 时, f (2) 不 存在 所 致 (成 为 
co) 《图 69) 。 图 70 表示 另 一 个 例 。 在 这 情形 下 , 曲线 y= 二 f (xz) 县 有 
jc) 一 (0) = 一 0 这 条 件 。 由 图 看 出 ,在 区 沿 (a, 5) 内, 切线 总 不 平行 于 
OX 轴 , 就 是 六 (2) 不 为 奢 。 这 是 因为 在 点 +=a 的 左右 ,这 曲线 有 两 条 
不 同 的 曲线 ;于 是 推 知 , 在 这 点 没有 确定 的 导数 存在 , 而 不 痛 趾 有 罗 尔 定 
理 中 在 区 关内 任意 一 点 导数 都 存在 这 个 条 件 。 


加 69. 国 70. 


63， 科 格 表 日 公式 ”现在 假设 而 数 f(z) 在 区 间 [a, 5] 上 吉米 ,在 

这 区 沿 内 有 导数 ,但 是 罗 尔 定理 中 je) = 了 (58) 这 条 件 可 以 不 适合 。 作 
一 个 图 数 : : 

F(z)=f (8) +A, | 

其 中 入 是 一 个 常量 ,我 们 要 确定 它 , 使 得 这 个 新 丽 数 了 (2z) 满足 罗 尔 定 

还 中 的 上 述 条 件 ,就 是 须要 使 得 


fla)=F 00), 
或 my 十 入 D， 


现在 对 丸 (z)， 由 罗 尔 定理 ,可 以 肯定 ,在 < 与 总之 间 ， 有 这 样 一 个 
值 z=6, 使 得 
Bo = 二 =0 (<c<D)， 
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由 此 ,把 上 面 的 和 的 值 代入 之 后 ,就 得 到 
所 (0) = 一 A 或 让 0) 一 人 多 -了 


后 一 个 等 式 可 以 写成 
f 8) —f(0)=(0—0)f (0). 

这 个 等 式 叶 做 拉 格 朗 日 公式 。 和 值 6 在 4 与 5 之 阅 , 所 以 比 一 

在 雾 与 荆 之 间 , 我 们 可 以 写成 ， 
一 4 二 0 人 一 ga) (0<0<1), 
于 是 拉 格 朗 日 公式 可 以 写成 : 
f(6)—fla)=(0-a)f'[ot+0(b—a)] (0<9<1)。 
股 5=at+h, 我 们 还 得 到 下 面 样子 的 公式 | 
flath) —f(o) =hf'(a+0h), 

拉 格 朗 日 公式 给 丽 数 f(z) 的 改变 量 了 (0) 一 f(a) 一 个 准确 的 表达 
式 , 所 以 也 叫做 改变 量 公式 。 

我 们 知道 ,一 个 常量 的 导数 等 于 雳 ; 由 拉 格 朗 日 公式 ， 我们 可 以 作 

它 的 复命 题 : 若 在 区 疝 [c, 站 上 任意 一 点 ;导数 户 (z) 都 等 于 雾 , 划 可 
和 在 这 区 间 上 是 一 个 常量 。 

实际 上 ,在 区 简 [e, 5] 上 任意 取 一 个 值 z, 对 于 区 疝 (c, z) ,应 用 拉 
格 朗 日 公式 ,得 到 

fo) 一 Fo) = (一 o) 关 (GE (ce<E<a); 
但 是 ,由 所 欠 条 件 (5) = 0, 于 是 推 知 
f(z) 一 f(a) =0, 就 是 f(z) ==f (4) = 常量 。 

我 们 只 知道 , 拉 格 朗 日 公式 中 的 量 。 是 在 4 与? 之 关 , 所 以 拉 格 衣 
日 公式 并 不 输出 通过 导数 来 准确 计算 画 数 改变 量 的 可 能 性 ,但 是 它 可 
帮助 我 们 来 估计 ,用 画 数 的 微分 末 代 它 的 改变 量 时 ,所 生 的 误差 。 

例 识 

(2) 一 Jogloz 。 
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导数 是 : 


ER 1. 开 加 呈 
于 是 由 拉 格 期 日 公式 葵 出 : 
YM 
jog1o (十 用) 一 |]og1oa 一 h:. i (0 < 一 | 
或 login (9 +h) 一]og az tt _ 
i10 10 Er 0 


用 微分 营 代 改变 量 。 得 到 近似 公式 : 


logi (a+h) 一 logio a=h ~ 


让 log10 (G+ hh) 一 Jogio a Th 


比较 由 拉 格 朗 日 公式 得 到 的 准确 等 式 与 这 个 近似 等 式 ,看 出 差 讽 就 是 : 
M ，M bj 


aro 
通 4=100, b=1, 得 到 近似 等 式 : 


log，101=logn 100 + i =2.00434..…， 
具有 差 识 
gM 
= 9 
10000070 “<0<b. 


用 1 替代 这 分 式 分 子 中 的 9, 用 雪 替 代 分 母 由 的 0 之 后 ,分 式 增加 ,因此 可 以 
膏 , 这 样 算 出 的 logye101 的 信 , 北 训 小 于 


=0: ,00004…. 
把 拉 格 朗 日 公式 写成 : 
TD Je) pilo) (a<oc<.b)。 


3 Sa- fo) ™ 


Ap ....) 作出 泵 数 %= /xz) 的 图 形 (图 71)， 
已 ;0 £ ' 注意 , 比 : 
f(8)—f(le)_ OB 


图 od 人 可 订 = to OAB 
答 出 强 48B 的 冬 举 , 而 六 (0) 葵 出 过 这 曲线 的 弧 4B 上 一 点 履 的 切线 
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的 对 率 。 如 此 , 拉 格 朗 日 公式 相当 于 下 面 的 论断 :在 这 曲线 的 弧 上 有 这 
样 一 个 点 , 使 得 过 这 点 的 切线 平行 于 汞 。 罗 尔 定理 是 这 花 断 当 蓄 平 行 
于 OX 轴 时 , 亦 就 是 f(a) = 了 () 时 的 特殊 情形 。 

附注 ”由 拉 格 朗 日 公式 兽 接 可 以 推出 醒 数 的 增 减 制 别 法 。 这 是 以 
前 我 们 用 图 来 说 明 的 。 实 际 上 , 假 沪 在 革 一 个 区 于 内 , 一 阶 导 数 是 正 
的 ,并 设 z 与 < 十 hh 是 这 区 间 内 两 个 点 。 由 拉 格 朗 日 公式 : 

fwth—fs) =hf (rt+0h) (0<0<1) 
省 出 , 当 思 是正 的 时 ,因为 右边 的 乘积 中 两 个 因子 都 是 正 的 , 左边 的 差 
就 是 一 个 正 量 。 如 此 ,假设 在 某 一 个 区 沿 内 导数 是 正 的 ,我 们 就 得 到 : 
f(s+h)—f (rs)>0, 
就 是 ,在 这 区 疝 上 ,这 个 画 数 坪 加 , 同 理 ,由 上 面 的 公式 可 以 直接 推出 碱 
函数 的 制 别 法 。 

还 要 提出 ,如 果 在 考虑 的 点 , 画 数 并 不 达到 最 大 值 或 最 小 值 , 而 只 
达到 一 个 极 大 值 或 极 小 值 ,证 明 费 尔 马 定理 时 引用 的 理由 仍然 成 立 。 
由 这 个 理由 告诉 我 们 ,在 这 样 的 点 ,车 一 阶 导 数 存在 , 它 应 当 等 于 震 。 

64. 勾 犀 公式 ”假设 画 数 (x) 与 g(z) 都 在 区 间 [a, 5] 上 连 炽 ， 
在 这 区 加 内 每 一 点 都 有 导数 , 提 且 gp'(%) 在 这 区 关内 任何 一 点 都 不 等 
于 霸 。 把 拉 格 角 日 公式 应 用 于 图 数 9 (2), 得 到 : 

pb)—pla)= -op Co) (a<o<b); 
但 是 由 所 积 条 件 , gp' (ci) 关 0, 因此 : 
Ab0) 一 Ya) #0。 

作画 数 : F(2)=f(%) 十 Xp (2) ， 

其 中 入 是 一 个 常量 ;我 们 这 样 确定 它 , 使 得 : 
F(a)= 了 (2) 就 是 f(a) 寺 Ap (4)=f(0) + 和 9 (0), 
0) 一 了 (w 

ge WRITE 

当 这 样 选 定 入 后 , 对 了 (x) 应 用 罗 尔 定理 , 于 是 椎 知 , 有 这 样 一 个 
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值 2#=c 存 在 ,使 得 
"(ec)=f (Cc) +Ag' 0) =0 (go<e<0), 
这 个 方程 纵 出 : 
ER 


由 此 ,把 上 面 所 求 的 和 的 值 代 入 之 后 ,得 到 ; 


fb)—f(a) _ fe) a 
plb)—gla) PC) “0 


.或 : 
一 Fo) _ flat9 (da)] | 
ee (6) 


或 
flath)~fla) _ ff (oath) 
plai+h)—ola) ov' (ot+oh)" 
这 是 勾 犀 公式 。 在 这 公式 中 , 设 gp(2) =x, 就 有 gp (2) = 工 于 是 公 
式 的 形式 为 : 


一 六 CC) _ Fe) 


或 f(0) —f (0) = (6—a)f'(0), 
就 是 说 :我 们 得 到 , 拉 格 朗 日 公式 是 匀 犀 公式 的 一 个 特殊 情形 。 

65， 定 未 定式 若 当 z=a 时 , 两 个 丽 数 9 (0) 与 中 (Co) 者 等 于 等 
则 当 z*=“ 时 , 商 史 人 是 这 样 的 一 个 未 定式 六 。 现 在 兴 定 这 样 的 未 
定式 的 方法 。 我 们 假设 当 z 的 值 逼 近 于 “时 , 而 数 pg(z) 与 由 (z) 如 
烧 , 而 有 一 阶 导 数 ,并 且 当 z* 的 值 逼近 于 4 (但 不 等 于 a) 时 ,导数 由 (2) 
不 等 于 寺 。 


HAT; 


9 (2) arcs . 请 
7 的 殉 息 一 个 醒 限 2 则 比 .了 也 直 向 这 个 概 限 


注 恒 ， Ja) 一 pa) =0, 
并 应 用 勾 旦 公式 [64] ,得 到 : 
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0 (7) (wj2)C— Co DO (€) 
(7) RE 全 必 在 4 与 2 之 间 )。 (7) 


由 于 所 粮 的 关于 g (2) 与 (2) 的 假 裔 ,我们 可 以 用 名 屎 公式 。 
者 XY 焰 间 4, 居 6 也 趋向 ww, 因为 宪 在 4 与 ZX 之 间 。 这 时 ， 由 所 葵 


的 条 件 ,等 式 ( 7 ) 的 右边 趋向 5， 于 是 推 知 , 这 等 式 左边 的 比 邓 人 2 也 
趋向 这 个 极限 。 
小 星 年 的 定理 扒 定 型 未 定式 的 法 划 : 当 求 商 %(2) 的 村 了 


Wm). Sa 
时 ,者 是 若是 二 型 未 定式 ， oe pt 
的 株 限 。 


这 个 法 则 是 法 国 数学 家 , 洛 晕 达 首 先 葵 的 ,所 以 平常 叶 做 洛 晕 达 法 
则 。 
若 导 数 的 比 也 是 全 型 未 定式 ， 则 可 以 对 它 再 用 这 个 法 则 ,并且 可 


以 类 推 。 
应 用 这 个 苇 则 作 儿 个 例题 : 
1. tim +" 基 代 十 二 一 
立 下 0 | 1 
2 
并 二 0 出 r+*0 x2 出 到 I +0 6 6 
就 是 ,六 1 一 siln 73 与 x 比较 是 个 三 般 无 穷 小 。 
3 lim LTEOST lm 1—eos xt+rsinz 
a+0 XSINnr T=0 1—eosx 
Jjim Sn XSIn 十 eosx = 2 cos ri+eos rT—7xsinz 妆 


于 -+ 习 SIN x +0 人 
由 这 个 例 的 烙 果 。5 引 出 一 个 实用 上 较 方 便 的 仲 盏 略 红 的 方法 。 
考 忠 一 个 圆周 , 咎 径 等 于 1。 取 这 圆周 的 一 个 直径 作 OX 轴 , 过 这 直径 一 端的 
切线 作 OF 畏 ( 图 ?2) 。 
取 某 一 个 弧 OM, 设 07 轴 上 入 让 ON 之 长 等 于 弧 OU 之 长 , 连 直 线 Na， 屋 
NM 交 OX 轴 于 点 卫 。 
弧 OM 的 长 度 记 作 x (半径 取 作 1) ,直线 NM 的 方程 就 是 : 
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w yy 
一 十 一 一 |。 
OP uY 


为 要 计算 OP 的 长 度 , 注意 直线 NM 上 
点 用 的 缀 标 
X=00=1— eos wy y=QM=sin Wo 
这 个 坐标 应 当 辛 是 上 面 的 方程 : 
于 一 cos 人 , sin% _1 
图 72. OF u 


OP= Cedi hs Nh 
由 此 时 一 SI 名 


各 


例 3 的 精 果 说 明 , 当 ww->0 时 , OP->3， 就 是 , 识 点 DD 在 0X 二 上 , 距离 坐标 昭 
点 等 于 这 个 图 的 咎 径 的 三 倍 。 则 点 P 趋向 点 D。 由 此 得 到 一 个 近似 的 伸 志 图 弛 
的 简单 方法 。 为 要 伸 直 一 个 弧 OM， 只 要 人 先 作 0D 等 于 图 年 径 的 三 倍 , 再 引 草 鲁 
DM 。 这 站 引 在 07 轴 上 截 下 一 个 挤 段 ON 这 个 线段 答 出 弧 0M 的 近似 长 底 。 当 


弧 不 太 大 时 ,这 个 方法 可 以 得 到 很 好 的 精 果 , 杂 然 弄 是 万 ， 差 误 也 不 过 在 5% 左 
右 。 


66， 未 定式 的 各 种 类 型 ”前 一 段 中 在 明 的 定理 ,对 于 二 型 的 未 定 


式 也 对 。 性 
lm og (2) =lim (2)=%, (8) 
中 
OZ) 
ep) ee 


并 且 当 2 的 值 焉 过 于 a 时 , (2) 不 等 于 雾 。 现在 我 们 证 明 比 -多 2 


(2) 
也 趋向 极限 5 
阁 虑 自 变 量 的 两 个 逼近 于 a 的 什 z 与 zo, 其 中 2 在 zo 与 之 册 ， 
由 勾 犀 公式 得 到 : 


902 一 gao p86) (在 z 与 mm 之 间 )， 


册 (Z) 一 刚 (2Zo) wv' (8) 
但 是 从 男 一 方面 省 : 
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0 (2o) 
0(O) 一 0p(o) p(T), pl) 
山 (O) 一 出 (zo) bv) 1 We 


注意 , 由 (8 ) 交接 推出 , 当 z 逼近 于 < 时 ，p (z) 与 由 (?) 都 异 于 


比较 这 两 个 表达 式 , 得 到 : 
= 9 (wo) 
p(t) ， p(T). _ 9'(E) 
wz) 1— (po) 由 (6€) 
中 (2) 
到 
下 三 AACA 
WP) (2) _ | 9'(€) . ) y (wv) (10) 


pr) J (6) 让 2 
其 中 台 在 42 与 mw 之 间 , 于 是 它 在 4 与 ze 之 间 。 先 取 定 一 个 与 a 足够 
近 的 值 zo; 无 论 在 zo 与 a 之 问 怎样 取 z, 根据 条 件 (9 ) ,等 式 (10) 右 边 
第 一 个 因子 与 5 之 差 可 以 任意 小 。 如 此 , 取 定 了 值 zo 之 后 , 再 让 z 趋 
向 a, 根据 条 件 ( 8 ) , 等 式 (10) 右边 第 二 个 因子 趋向 一 , 所 以 我 们 可 以 
肯定 , 当 z 逼近 于 时, 等 式 (10) 左边 的 比 党 全 与 5 之 差 可 以 任意 
小 ,就 是 


PP) 
a (5) 


DO 


由 这 里 证 的 定理 , 我 们 就 可 以 应 用 洛 尝 达 法 则 来 定 一 型 的 未 定 
式 了 。 ; ， 
我 们 再 指出 几 种 未 定式 。 考 虑 乘积 pz)u(4Z) , 酸 
lim 9 (2) =0,， lim v(m) 
这 是 0. co 型 未 定式 。 不 难 把 它 化 为 了 型 或 是 型: 
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p (o)b (2) _ 20 -ua . 
Vo) vo) 


最 后 考虑 表达 式 9g (2)* 中 , 敲 


lim gp (2)=1, limw(z)=o0。 


这 是 1” 型 未 定式 。 考 不 所 苔 表达 式 的 对 数 : 
log [9 (72)*™] = (72) log 2 (72), 
跌 化 成 0'ce 型 未 定式 。 定 这 种 未 定式 ,就 要 先 求 这 束 达 式 的 对 效 的 极 
限 , 申 尼 的 对 数 的 极限 就 知道 这 表达 式 的 票 限 。 用 同样 方法 可 以 定 co 


与 0 型 未 定式 。 
现在 考 巾 几 个 例题 : 
1. im .6_= lim 人 于 = +oo) 
元 -十 四 六 寺中 二 呈 1 


eT pr 9 
lm -一 一 lm .= lim 
证 -在 中 吨 3 各 -二 二 加 Dr 六 赴 生 的 


同样 可 以 姓 明 ,若是 任何 一 个 正 值 , 当 z->+ ~ 时 , 比 所- 趋向 无 劣 大, 就 
是 , 当 4 无 限 培 加 时 ,指数 贺 数 。7 比 zx 的 任何 正 敌 都 堆 加 得 快 


1 
2 lim -gz lim 2 = lim 1.=0 (n>0), 
这 一寸 拘 六 只 十 库 nr"™™1 让 只 站 辐 这 人 中 = 
就 是 , log z 比 z 的 任何 正 畦 都 夫 加 得 齐 。 
1 
3，, bm rx? log z= 1im iogs lim 一 一 = 

+0 er*+0 | 
Cr 二 


=---lim 二 -0 om>0 


TAO 外 : 


4. 求 当 2z 趋向 十 0 时 ，zz 的 极限 。 求 出 这 个 麦 返 式 的 对 数 ， 得到 一 个 下 0 oo 
型 未 定式 。 根 据 例 3, 这 个 未 定式 的 极限 是 0, 于 是 推 知 | 


lim zz 一 卫 。 
机 十 十 上 


5. 求 lim .Z 十 Sinz 
J 


[de 


全 
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rrr 


这 个 比 的 分 子 与 分 厚 都 趋向 无 劣 大 ,由 洛 蛙 达 法 则 ,用 了 导数 的 比 替 代 贺 数 的 
比 , 得到: 
这 十 6os 于 


但 是 , 当 z 无 限 上 升 时 ，1+ eos zx 不 趋向 一 个 极限 。 因为 cosx 在 (+1) 与 
(一 了 之 并 摆动 ;不 过 很 容易 看 出 ,所 夫 的 比 趋向 一 个 柱 限 : 


sin x : Sl 
+ je 1+)=1 


履 


lim 


所 以 ,在 这 情形 下 , 这 未 定式 还 是 可 定 的 , 但 是 洛 时 达 法 则 并 不 适用 。 这 个 千 
果 并 不 过 反 我 们 所 证 的 定理 , 因为 在 这 定理 中 , 只 是 肯定 ; 落 导 数 的 比 趋向 一 个 稳 
限 , 则 丽 数 的 比 也 趋向 同一 个 极限 ,但 是 并 不 可 涛 。 

6. 最 后 我 们 提出 (十 ~) 型 的 未 定式 。 这 常常 先 化 为 型 的 未 定式 , 再 来 
计算 例如: 


亚 一 乓 


1 、 ‘+r2—sinz 
lim ( i a I 
r+0 ASIU 名 十 2 re 【人 十 TSIU 丈 


后 一 个 表达 式 是 一 个 二 型 未 定式 ,用 上 述 方法 ,得 到 


lim (~ 1 )=1。 
re0 SINT 文 二 22 


$6.， 二 元 画 数 
67 基本 概念 ”到 现在 为 止 , 我 们 只 考虑 过 一 元 画 数 。 现在 我 们 
考虑 二 元 汞 数 : 
u=f (2, Y)o 


为 要 确定 这 样 画 数 的 特殊 值 ,应 当 粮 出 自 变量 的 值 : z=z0, y= yo， 
每 一 对 这 样 的 z 与 Y 的 值 , 对 应 于 坐标 焉 面 上 一 个 以 (zo, yo) 为 坐标 的 
扎 厂 o 有 时 说 到 , 当 $= 二 m0, Y= 时 ,区 数 的 值 ;, 也 可 以 说 是 在 平面 上 
氮 型 of2oy Yo) 的 融 数 值 。 范 数 可 以 确定 在 整个 平面 上 ,或 是 只 确定 在 
至 面 的 一 部 分 上 , 就 是 在 革 一 区 域 上 。 车 f(x, y) 是 一 个 多 项 式 , 例 ， 


mr 
ga We a ey 
和 
二 


u=f 4,9) =2 oy+ P20+8y+7, 
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旧 它 是 一 个 确定 在 整个 王 面 上 的 画 数 。 下 面 的 式 子 
U 一 AT 一 (22 十 22) ， 

表示 一 个 确定 在 图 周 2? 十 y?=1 以 内 的 夯 数 ,这 个 圆 以 坐标 原点 为 较 
心 , 以 1 为 牢 径 , 并 且 在 这 图 周 上 , w=0。 与 区 闻 相 类 似 , 平面 上 一 个 
区 域 可 以 由 不 等 式 a<z<6,c<y<d 确定 。 这 是 一 个 短 形 , 它 的 边 下 
了 于 坐标 轴 , 并 且 这 和 矩 形 的 局 界 也 算 在 这 区 域 上。 不 等 式 c<z<D， 
c<y<d 就 只 确定 矩形 的 内 点 。 若 周 界 算 作 属 于 区 域 , 则 这 个 区 域 叫 
做 于 的 。 若 周 界 算 作 不 属于 区 域 , 上 则 这 区 域 中 做 开 的 [比较 各。 现在 
我 们 讨 二 元 画 数 的 极 恨 的 定义 [上 比较 39] 。 假 融 丽 数 在 点 Mo(co, yo) 以 
及 与 履 。 足够 近 的 点 M(z, y) 是 有 定义 的 。 
z 定义 春 当 氮 M(x, y) 以 任何 方式 趋向 Mo (zo, Yo) ， 但 不 与 M。 
重合 时 ,变量 f(z, y) 有 同一 的 极限 4; 妈 写 成 
lim f(s, y) =4, 


Vye 


或 
lim fe, y) = 4, 
这 个 定义 相当 于 襄 : 当 任 意 答 定 一 个 正 数 & 时 ， 有 这 样 一 个 正 数 
存在 ,使 得 除去 2= zo， yy 二 Vo 一 对 值 外 , 当 
2 一 zo|<n7 而 且 |y 一 ol <7 时 f(z,y)—Al<s。 
这 里 2 二 zo, YF 或 2 关 zo，Y=%o 的 值 还 是 可 以 取 的 。 若 点 Mo 在 确 
定 fz, 9) 的 区 域 的 周 界 上 , 则 点 如 应 当 只 在 确定 这 画 数 的 区 域内 趋 
问 人 Mo。 
PE DR 32j 。 
定 文 老 
lim (ZY) 二 f (xo, yo) 或 a f (2, Yy) =f (Lo, Yo)， 


Vp 


天 对 做 函数 六 zy) 在 点 出 (xzo， yo) 回炉 。 
去 一 个 画 数 在 某 个 区 域 上 任何 一 点 都 连续 , 就 叶 做 这 个 画 数 在 这 
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区 域 上 连 重 。 

例如 : 丽 数 名 = M1 一 2 一 号 在 确定 它 的 图 内 连 禹 。 若 是 把 这 图 的 
边界 亦 即 图 周 算 上 , 宅 仍 然 是 连 各 的 ;在 其 上 w=0。 

与 在 一 个 区 于 上 一 元 连续 轴 数 的 性 质 相 类 似 [35] , 在 一 个 团 区 域 
上 过 和 绪 的 夯 数 其 有 下 刻 两 个 性 质 : 

1. 在 这 区 域内 或 边界 上 , 至 少 有 这 样 一 个 点 , 使 得 这 全 数 在 这 所 
达到 最 大 (最 小 ) 值 。 就 是 这 个 落 数 值 不 小 (大 ) 于 在 区 域内 以 及 边 和 上 
其 余 点 的 而 数值 。 

2. 它 在 这 区 域 上 (包括 周 愉 ) 一致 速 模 , 就 是 , 当 任 意 和 给 定 一 个 正 
数 8 时 ,对 于 整个 区 域 ,有 这 样 一 个 正 数 7 存在 ,使 得 ， 

当 |zs 一 01 与 :ys 一 7 时 ,|f (8a Ys) 一 六 Ca Y1) | < 8) 

[Feat 1) 与 (2%4, Ya) 是 区 域 上 的 点 ]。 z 

由 三 数 速 续 性 的 定义 可 得 出 下 面 一 个 推荐 。 若 帮 c, 角 在 护 (4, 9) 
连 炽 , 我 们 让 y=2，, 天 一 元 画 数 (2, 5) 当 x=& 时 速 入 。 类 但 的 ， 画 
数 ,fc, y) 当 y= 时 连续 。 

68 .二 元 图 数 的 偏 导 数 与 爹 微分 设 在 两 数 4%=f(z, 9) 中 , 变量 
y 保持 一 个 常 值 , 只 是 2 改变 : 4 可 以 看 成 一 个 x 的 夯 数 , 于 是 可 以 计 
算 刀 的 改变 量 与 导数 。 当 yy 保 持 一 个 常 值 , 而 x 改变 一 个 量 4z 时 ,这 
图 数 得 到 的 改变 量 记 作 4,w: 

du=f t+ Ar, 0) —f 2, Y)o 
求 权限 
ji Sa ~ lim e+ 42, Wf, 如 (2, Y) 


dr=+0 心 A470 


束 得 到 导数 。 
在 9 保持 常 值 的 假定 下 ， 这 样 算出 的 导数 ， 上 肝 做 丽 数 2 的 候 总 
级 记 作 


2 或 记 (wy) 工人 到 。 
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注意 ， -9 不 能 解释 作 一 个 分 式 , 它 只 是 记 偏 导数 的 一 个 记号 。 圭 


He, 对 有 人 导数 ,如 当 固定 了 y 时 , 它 是 2 的 一 个 过 模 画 数 。 
在 2 不 变 的 假定 下 , 同样 确定 改变 量 4yw, 以 及 4 对 9 的 偏 导数: 


后 划 或 用 (2,Y) 或 于 


wim cgy 士 4) fe 
| 4y=*0 dy | 
例如 : 落 
% 一 2 十 43 贡 5 一 2z， =2y。 
沙 卡 克拉 波 朗 方程 
27 一 必 


信 助 于 这 个 方程 量 py 4 与 了 中 任何 一 个 可 由 另外 两 个 确定 ,并 且 这 两 个 变量 
应 当 算 作 自 变量 。 我 们 得 到 下 卖 : 


iy 


EE 一 -一 


于 "页 "和 = 
若是 我 们 把 这 等 式 左边 相 消 , 得 到 (十 1) ,而 不 是 (一 ) 。 但 是 在 六 等 式 中 的 
几 个 偶 导 数 是 在 不 同 的 假定 下 计算 的 : 37 是 在 2 是 常量 的 候 定 下 ，35- 是 在 当 ? 
是 常量 时 ， 2 是 在 当 了 是 常量 时 ， 所 以 上 而 所 如 的 相 消 是 不 大 隐约、 
当 2 与 9 一齐 改变 时 ,函数 得 到 的 公 部 改变 量 如 作 4w: 
du=f (z+ Az, 9 十 49) 一 wo，9)。 
如 减 一 不 六?， y+ 4y) 可 以 写成 : 


$6.， 二 元 醒 数 A455 


Aw = Lf (z+ dr, yt Ay)— ft, y+ Ay)1T 
十 [pg y+ Ay) —f (2, y)1。 
第 一 个 方 括 号 内 , 是 当 变 量 y 保持 一 个 值 Y+ 4y 不 变 时 , 汞 数 色 
的 改变 量 , 第 二 个 方 括号 内 , 是 当 zz 的 值 不 变 时 , 函数 的 改变 量 。 设 在 
点 (2, 9) 的 某 个 邻 域 内 , f(z, y) 有 偏 导 数 ,因为 在 每 个 情形 下 都 只 有 
一 个 自 变 量 在 变 , 应 用 拉 格 裔 日 公式 得 到 : 
du=f (s+t0dr, y+ Ay) Art f(z, yt O14dy) Ay, 


其 中 6 与 4， 都 在 0 与 1 之 疝 。 假 股 偏 导数 - 与 -名 都 速 柜 ， 我 从 


可 以 肯定 ; 当 4 与 4y 趋向 雾 时 ，4dz 的 系数 趋向 用 (%, J) ，49 的 系数 
趋向 户 (z, 四, 所 以 : 
du= [f(z, Y) +el lAz+ [f(z, Y) +e1] 4y, 
或 | / 
du=fe(r, Y) dr fr, Y) dy edrt+ e1dy, (1) 
其 中 8 与 si 以 及 do 与 4y 一 齐 都 是 无 穷 小 量 , 这 个 公式 与 在 一 元 画 
数 时 我 们 证 明 的 公式 [50] 
dy=y dAr te dr 
类 似 。 汪 积 。 4z， si 4y 与 4z，49 比较 起 来 ,都 是 较 高 航 的 无 劣 小 。 
我 们 要 注意 ,在 上 面 的 讨论 中 , 是 根据 在 包含 点 (z, 的 某 个 区 域 
内 偏 导数 -用 与 下 不仅 存在 而 且 连 入 的 假定 。 
等 式 (1 ) 右边 前 两 项 的 和 对 做 函数 双 的 公 微 分 d4。 改变 量 4z， 
4y 是 自由 改变 的 , 像 在 一 元 的 情形 一 样 ,它们 与 微分 dz,dy 至 同 , 于 是 
du=f,(z2, gdz 十 (2 Ydy, 
或 


du= 4 Ay, (2) 


Ox Oy 
由 于 对 积 842 与 si 4y 的 上 述 性 摘 , 我 们 可 以 谣 , 当 4z 与 hy 的 


值 很 小 时 ,全 微分 dw 粮 出 画 数 的 双 改 变量 dw 的 一 个 近似 量 。 从 另 一 
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ps 


方面 看 ,显然 ,乘积 -到 dz 与 gdy 各 粒 出 改变 量 4,w 与 dw 的 近 位 


量 , 如 此 , 当 自 变量 的 改变 量 很 小 时 ,函数 的 部 分 改变 量 的 和 是 全 改变 
量 的 一 个 近似 量 
Ay~adu~ dt A 
等 式 (2 ) 裘 达 多 元 画 数 的 一 个 重要 的 性 质 , 可 以 时 做 “小 作用 量 的 
分 离 性 ， 它 的 实质 是 : 用 每 个 小 作用 量 在 个 别 情形 所 产生 的 效果 之 和 
来 代替 那些 小 作用 量 的 联合 效果 , 可 达到 相当 的 精确 性 。 

69， 复合 画 数 与 隐 画 数 的 导数 ”现在 设 面 数 4 一 (x, 作 通过 2 与 
y 依赖 于 1。 就 是 , 设 z 与 y 不 是 自 变 量 ,而 是 自 变 量 i 的 机 数 ,我 们 确 
定 & 对 + 的 导数 -52。 

菏 目 变量 得 到 一 个 改变 量 4!， 旭 丁 数 4 与 Y 有 相应 的 改变 量 
2 与 dy, 而 以 得 到 一 个 改变 量 4w: 
Au=f (z+ dz y+ 4y) 一 Fo 9)。 
在 [68] 中 ,我 们 和 淖 到 ,这 个 改变 量 可 以 写成 : 
42U 一 户 (Z 十 047; y+ Ay) Az+fy (2, 4 十 2149) 49。 
用 水 除 这 等 式 的 两 边 : 
4 一 用 (C 十 bdz， y+ 4y) 外 +fy(z， y+ 014) 
这 里 我 们 假定 2 与 y 对 t 有 导数 ,于 是 宪 们 是 t 的 连 粮 沙 数 。 所 
以 当 4 趋向 需 时 ，4w 与 4y 也 趋向 雾 ， 根据 假定 3 与 了 2 是 速 入 
的 , 取 这 等 式 的 标 限 ,得 到 : 


和 一 疡 (zi 9) +f(v Y) 弛 。 (3) 


Pa ea 


特别 是 ,假定 变量 ” 起 自 变量 上 的 作用 ， 灰 或 是 ， 夯 数 % 一 六 2 9) 
一 方面 既 音 接 依赖 于 z， 一 方面 又 通过 中 疯 变 最 Y 而 依赖 于 x。 注 意 
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人 
gr 一 上 等 式 ( 3 ) 吏 成 为 : 


Od 


Dr fr, (4) 


导数 -9 ~ 中 做 4 对 的 会 导数 , 宅 与 偏 导 数 fo(z, 9 不同 。 


sg 假定 方程 
F(x%, y)=0 ( 5) 

确定 yy 是 42 的 一 个 具有 导数 y=p'(z) 的 隐 瑞 数 。 把 y=p(z) 代入 方 
程 (5 ) 中 , 应 当 得 到 一 个 恒等式 0=0, 因为 y=g(2) 是 方程 (5 ) 的 一 
个 解 。 如 此 我 们 可 以 把 0 看 作 是 2 的 一 个 复合 画 数 , 它 一 方面 直接 俯 
可 于 xz, 一 方面 要 通过 中 阅 变 量 y= p(x)。 

这 个 常量 对 4 的 导数 应 当 等 于 雾 , 应 用 凌 旭 (4 ) ,得 到 : 

Fo Yy) +P,(z, YYy'=0, : 


AC ) 
om 一列 eg 


如 此 得 到 的 9 的 表达 式 中 有 x 也 有 y,， 若是 须要 只 通过 自 变量 x 
的 % 的 表达 式 , 则 把 方程 (5 ) 中 解 出 的 y 代入 就 可 以 了 。 
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70. 焉 的 微分 在 积分 学 中 ,将 襄 明 张 长 的 求法 ,引出 张 长 的 微分 
表达 式 , 以 及 说 明 当 弧 长 趋向 于 一 点 时 , 弦 长 与 它 所 张 的 弦 长 之 比 趋 癌 
于 一 。 
县 某 曲线 y= jz) 是 痊 定 的 , 在 它 上 
面 计算 由 定点 4 到 确定 方向 的 绝 长 (图 
78)。 裔 s 是 点 4 到 变 点 用 的 弧 4 的 
长 度 。 量 * 像 焰 坐标 9 一 样 ,也 是 点 履 的 
机 坐标 % 的 图 数 。 如果 方 向 4M 与 曲线 所 
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取 的 方向 一 致 ， 旭 s>0, 在 相反 的 场合 s<0。 设 MM(2,9) 与 NN(s+ 
二 4z, y 十 4y) 是 曲 绕 上 的 点 且 4s 是 弧 4N 与 4NM 的 长 度 之 差 , 亦 就 
是 当 形 变 到 六 时 弧 其 的 改变 量 。 MN 取 正 号 的 长 度 是 4s 的 多 


对 值 。 由 直角 三 角形 有 : 
(MN)’= he + 9 


出 此 wa 1+ (a ) 
或 (加 (和 争 ) -1+( 龟 )， 


取 柱 限 ,并 注意 ,由 上 述 ( 了 2 ) ->1， 得 到 
CE 


ds 7 
一 士 V 了 9 。 (1) 


如 果 当 2 增加 时 ;增加 , 我 们 应 取 (十 ) 号 ,如果 当 2 增加 时 ， 减 小 则 
应 取 ( 一 ) 号 。 为 确定 起 见 , 我 们 认为 有 第 一 种 情形 。 由 公式 (1 ) 推 出 
(一 TI 二 wo dr 


或 


或 

ds= ~\ (dx)?+ (dy)’, (2) 
当 确定 点 于 在 曲线 上 的 位 置 时 , 弧 4M 的 长 度 是 自然 参数 。 可 以 取 
量 s 作为 自 变 量 , 于 是 点 对 的 坐标 (x, ?将 是 的 汞 数 : 

T=9p{(s); Y=w(s)。 
在 [74] 中 , 我 们 再 详 棚 地 说 “曲线 的 参 变 式 ”。 现 在 来 关 明 zx 与 y 对 8 
的 导数 的 几何 意义 。 

假定 , 点 矿 的 位 置 , 使 得 统 LN 的 方向 与 曲线 所 取 的 方向 一 致 ， 

亦 郎 4s>0。 当 点 六 趋向 W 时 , 割 线 MN 的 方向 的 杖 限 给 出 曲线 在 
点 并 的 切线 的 一 个 确定 方向 。 切线 的 这 个 方向 称 为 切线 的 正 向 。 
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与 曲线 所 取 的 方 同 有 关 。 
设 wo 是 方向 MN 与 OX 翰 的 正 向 所 成 的 角度 。 糟 坐标 是 线段 
MN 在 OX 坦 上 的 投影 ,因此 : 
z= MN .0o0g a 
(MN= ~ dx:+ A) ， 
并 有 在 等 式 中 把 用 NV 算 作 正 的 , 用 张 MN 的 长 度 (等 于 43) 去 除 这 等 
式 的 两 剖 得 ; 


2 _ VAe +t dy + A 


COS A 
ds ds 


由 条 件 4s>0, 因此 当 广 趋向 开 时 ， 比 YL2T 4 移 疝 (十 1 
而 角度 m 趋向 由 切线 MT 的 正 向 与 OX 轴 的 正 向 作成 的 角度 “。 在 
上 面 的 不 等 式 中 取 枚 限 : 


QZ 
一 .-- 3 
COS a ( ) 


` 同样 地 , 作 履 六 在 O07 轴 上 的 投影 ,得 到 : 


4 4 
sin a = (4) 


71、 册 性 , 册 性 与 曲率 图 74 与 75 各 表示 曲线 的 只 与 如 的 情形 。 


7 y 


4 


0 0 
国 ?4. 间 75. 
有 时 一 个 曲线 y=f(z) 也 有 凸 的 部 分 ,也 有 四 的 部 分 (图 76) 。 曲 
线 凸 的 部 分 与 四 的 部 分 的 分 办 点 叫做 扭转 点 。 
”车 在 % 声 加 的 方向 沿 曲 获 动 。 切 线 与 0ZX 轴 的 正 向 作成 的 角度 a 
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就 在 变 , 由 图 76 看 出 ,在 同 的 部 分 上 ,这 角度 减 小 ;在 冉 的 部 分 上 , 它 境 
加 。 二 是 推 知 户 a, 就 是 导数 三 人 z), 也 
这 样 变 , 因 为 角 诬 a 增加 ( 减 小 ) 时 , 论 a 
AR 也 增加 《〈 减 小 ) 。 但 是 , 产 (z) 的 减 小 区 
间 , 就 是 它 的 导数 是 锚 的 区 岗 , 也 就 是 
X (2w) 过 0 的 区 辣 , 同 理 , f(z) 的 境 加 区 
尚 就 是 ,三 (x) >0 的 区 间 。 如 此 ,我 们 得 
固 “4 到 一 个 定理 : 
在 "(2) <0_ 的 部 分 , 曲 弹 成 是 状 , 在 六"(2) 之 0 的 部 分 则 线 成 四 
状 。 沟 过 扭转 点 时 , 广 42Z) 变 号 。 
由 这 定理 ,用 与 以 前 类 似 的 讨论 廊 法 [58] ,得 到 求 一 个 曲线 的 扭转 
点 的 法 则 :为 要 求 一 个 曲线 的 扭转 点 , 先 要 求 出 使 用 '(w) 等 于 雾 或 使 起 
不 全 在 的 所 ,再 讲 酌 当 2 淘 过 这 些 箱 时 ,j 思 4o) 的 符号 改变 情形 ,应 用 下 
雪 : 


er 


扭 峙 点 


| 


ro | + |- +|- TT- 3 
| 间 | uh! | he | ] 


堵 是 注意 去 看 , 沿 曲 线 动 时 , 切线 与 OX 轴 作 成 的 角度 a 的 改变 
情形 , 我 们 就 很 自然 地 认识 到 这 曲 厂 的 咨 曲 程度 。 两 个 有 等 长 ds 的 
弧 , 切线 转 得 较 大 的 ,就 是 改变 量 La 较 大 的 , 容 得 比较 深 。 这 样 考虑 
就 引起 4s 的 再 均 曲率 以 及 在 一 点 的 曲 棕 两 个 
概念 ; 一 个 弧 两 端的 切线 的 夹 角 da 与 这 萄 长 
ds 之 比 昕 做 这 段 泊 的 平均 曲率 。 当 4s 趋向 零 A 
时 ,这 个 比 的 极限 叫做 在 所 狂 点 的 曲率 (图 77)。 

”如 此 ,我 们 得 到 曲率 0 的 表达 式 加 77。: 
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| oa 
| 


但 是 这 和 是 一 阶 导 数 2 ， 了 吏 是 
a=are tg vy', 
由 此 , 求 出 复合 函数 are 启 Y 对 2 的 徽 分: 
da 一 0 。 


由 
1 十 
我 们 知道 : 
0 一 十 WII+2W3 dr, 
用 ds 除 da, 得 到 曲 浴 的 表达 式 
0=- 二 riFyay。 (5) 
为 使 C 得 到 正 值 , 在 凸 的 部 分 取 (一 ) 号 , 在 四 的 部 分 取 ( 十 ) 号 。 
在 Y' 等 于 堆 的 点 ,曲率 也 等 于 雾 ,在 这 种 点 附近 曲线 与 牌 线 相近 。 
例如 ;在 一 个 扭转 点 附近 就 是 这 样 。 
刷 曲 线 上 点 的 坐标 由 弧 长 * 来 表达 ,在 这 情形 下 我 们 广 过 : 


COS 0 = dz Sin 0 = — 
ds : SS “” 


角度 a 也是 * 的 一 个 葡 数 , 求 上 面 的 等 式 对 s 的 导数 ,得 到 : 
de Qay 
das ds?° 


.dU de 
— Sin CC 一 = 08 0 


ds 
把 这 两 个 等 式 玫 方 再 相 加 ,就 得 到 


(号 ) -全 ) + 和) 或 oo) +( 态 ) 。 
由 此 0 时) +( 名 )。 


量 方 叶 做 曲率 个 乱 ,根据 (5) ,我 们 得 到 曲率 个 熏 R 的 表达 式 : 
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f= pp 3 (6) 
/Ey 
人 并且, 平方根 取 正 号 。 
在 在 线 的 情形 ，yY 是 2 的 一 次 多 项 式 , 所 以 
y 恒 等 于 寺 ,就 是 , 沿 整 个 直线 , 曲 认 等 于 震 ; 而 曲 
创 年 径 成 为 无 穷 大 。 
在 秆 径 为 了 的 圆周 的 情形 , 则 显然 (图 


和 


就 是 , 沿 整 个 园 周 , 曲率 个 径 是 一 个 常量 。 以 后 我 们 会 看 到 , 只 有 图 局 
才 有 这 个 性 质 。 / 

注意 , 曲率 个 径 的 改变 并 不 完全 像 切 钱 的 改变 那样 明显 。 考 诺 由 宰 引 48 与 
轿 周 的 弧 BC 所 粗 成 的 昌 敌 ，4B 怡 好 是 这 回 周 过 点 如 的 切 弹 ( 图 79) 。 在 4B 这 
一 部 分 上 , 曲率 咎 径 成 为 无 穷 大 ;在 BC 这 一 部 分 上 ， 它 等 于 这 圈 周 的 征 径 +; 如 
此 ,在 点 B 它 不 连 秋 , 虽 然 急 线 的 正 向 的 改变 是 过 粹 的 。 
这 个 情形 可 以 解 笛 一 个 车 在 拐弯 时 的 冲动 。 襄 一 个 车 以 
常 速率 ?运动 ,由 力学 知道 ,党 示 道 的 法 钱 方 向 的 力 等 于 
m7; 其 中 mm 是 运动 物 条 的 质量 ，R 是 轴 道 的 曲率 
径 。 由 此 看 凡 , 在 曲率 牛 径 不 巡 镶 的 点 ,这 个 力也 不 巡 烤 ， 
于 是 引起 一 个 冲动 。 加 79. 

72， 渐 近 烤 ”现在 我 们 来 矿 究 曲 楼 的 无 穷 支 炎 , 就 是 在 它 上 面 从 
标 2 与 4 中 有 一 个 或 是 两 个 可 无 限 增加 的 。 双 曲线 与 抛物 线 都 是 有 无 
尘 文 线 的 曲线 的 例子 。 

若 有 一 条 雪线 适合 以 下 条 件 ; 当 曲线 上 的 点 沿 一 个 无 穷 支 线 无 限 
远 移 时 ， 这 点 与 这 让 线 的 距离 趋向 雾 ， 则 这 条 寞 和 线 叫 做 这 曲线 的 渐 近 
线 。 

先 请 曲线 的 平行 于 OF 轴 的 渐 近 线 。 这 样 的 汤 近 线 的 方程 应 当 有 


78): 


he C 
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下 面 的 形式 : 
爷 一 0 

其 中 。 是 一 个 常量 , 在 这 情形 下 , 当 沿 对 应 的 无 劣 支 媒 动 时 , z 应当 趋 
回 ,而 %V 超 向 无 邯 大 (图 80) 。 如 此 ,我 个 
得 到 下 面 的 法 划 : or 2 

2 / 

80 . 


y=f (2) 

所 有 的 平行 于 OF 轴 的 渐 近 线 可 以 这 样 得 
到 , 就 是 求 这 样 的 值 z=c， 使 得 当 % 趋向 
c 时 ,了 f(z) 趋向 无 穷 大 。 

为 要 计 谣 曲线 与 泊 近 姥 的 相关 位 置 ， 图 
须要 确定 当 2 自 左 与 自 右 趋向 c 时 , f(z%) 的 符号 。 

现在 征求 不 平行 于 UV 再 的 浙 近 线 。 这 时 , 渐 近 嫉 的 方程 应 当 有 
下 面 的 形式 : 


曲 缕 
工 二 全 他 


"=a6+b, 

其 中 ,为 与 曲线 的 流动 坐标 2 与 区 别 起 见 ,用 & 与 m 作 淘 近 线 的 流动 
坐标 。 

讽 w 是 这 疡 近 线 与 正 向 0 轴 作 成 
的 角度 。MK 是 曲线 上 的 点 到 这 渐 近 和 线 的 
距离 ，MK1 是 当 横 坐标 x 相同 时 , 曲线 上 
点 的 炊 坐 标 与 渐 近 和 线 上 点 的 炊 坐 标 之 兰 
加 51. (图 81)。 由 直角 三 角形 得 到 ; 


ee MK 元 


于 是 条 件 : lina MK =0 
可 用 以 下 的 条 件 代 蔡 
lim ME, = 0, ( 7 ) 
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若 渐 近 线 不 平行 于 OF 拙 , 当 沿 对 应 的 无 穷 支线 远 移 时 , z 趋向 无 
穷 大 。 注意 MK 是 当 横 坐 标 相 同时 ,曲线 与 渐 近 和 线 上 的 点 的 绝 坐 标 
之 着 ,条 件 (7 ) 就 可 以 写成 : 
lim [f (2) ~ar—b] =0, (8) 
我 们 应 当 由 此 得 到 a 与 5 的 值 。 
条 件 ( 8 ) 可 以 写成 : 


lim x 2 sam 一 0， 


但 是 第 一 个 因子 趋向 无 穷 大 ,所 以 方 括号 内 的 表达 式 应 当 趋向 等: 
lim | ~0— |=lim 0) 一 4 一 (， 


训 一 站 局 中 -Da 


就 是 
ca=linyo) 


To 必 


求 骨 < 以 后 ,再 由 条 件 (8 ) 确 定 2: 
b=limlf (2) 一 7] 。 
所 以 ,曲线 
y=f (2) 
有 不 平行 于 OF 轴 的 计 近 和 线 存 在 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 当 沿 无 穷 支 黎 
远 移 时 , 2 趋 间 无关 大 , 且 下 面 两 个 标 限 存在 : 


Te ee de ea ee 和 PP 


这 时 , 渐 近 线 的 方程 就 是 : 
n=at+b, 
为 要 计 论 曲线 与 渐 近 线 的 相关 位 年 ， 
须要 分 别 考 虑 2 趋向 (十 o0) 与 (一 ec) 时， 
0 ” 状 


跑 82， f (2) 一 (CZ 十 0) 
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的 符号 。 
车 它 是 (十 ), 姑 曲 钱 在 渐 近 线 之 上 ; 车 是 (一 )， 则 在 世 近 和 线 之 下 。 
车 当 % 无 限 增 加 时 ,这 个 差 不 保 持 一 个 不 变 的 符号 ,出 曲 禾 在 渐 近 科 . 上 
下 摆动 (图 82) 。 

43. 作 贸 ”现在 诗作 曲线 

y=f(2) 

时 ,应 当 诗 芥 的 步 职 。 这 里 比 在 159] 中 所 作 的 完全 些 。 

作 图 时 要 讨论 直列 几 点 : 

(a ) 确定 自 变 量 > 的 变化 区 阅 。 

(b ) 确 定 曲 线 与 坐标 轴 的 交点 。 

(6 ) 确 定 曲 线 的 顶点 。 

(d ) 确 定 曲线 的 凸 部 , 凹 部 与 扭转 点 。 

(e ) 确定 曲线 的 渐 近 和 线 。 

(f ) 因 明 曲线 关于 坐标 加 的 对 称 性 (如 果 有 的 话 ) 。 

为 使 所 作 的 曲线 比较 正确 , 还 要 取出 曲线 上 一 列 的 点 。 这 些 点 的 
坐标 由 曲线 的 方程 计算 出 来 。 

1. 六 曲线 : 


(a ) z 可 以 在 区 关 (- =， 十 ce) 上 改变 。 
(b) 读 :=0, 得 到 y= -了 ; 恋 y=0, 得 到 <=3; 就 是 ， 则 线 与 坐标 翰 在 点 
【《@ 一 宇 ) 与 (3, 0) 相 交 。 

(5 ) 求 出 一 阶 与 二 阶 导 数 : 

帮办 一， 1" (0) = tse 

应 用 以 前 法 则 ,得 到 顶点 (3, 0) 一 一 极 小 值 , (~1， 一 2) 一 极 大 依 。 

(d ) 由 二 阶 导数 的 表达 式 看 出 , 当 2>1 时, 它 是 正 的 ; 当 2<1 时 , 它 是 负 的 ; 
就 是 ,在 区 则 (1，e) 夫 , 曲 线 是 叫 的 ;在 区 并 ( 一, 1 内 ,是 凸 的 。 因 为 "(x) 只 
当 z=1 时 变 号 , 而 2 的 这 个 值 对 应 于 一 条 平行 于 0Y 轴 的 注 近 线 , 所 以 没有 托 枯 
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后。 
(e ) 当 zZ= 工 时 ,9y 成 为 无 私 大 ,于 是 这 曲 粥 有 一 条 盖 近 元 
Y 一 上 。 


再 求 不 平行 于 O7 加 的 源 近 线 : 


Ee 

， 他 一 及 2 _ 3 

a= lm = jim 

证 一 的 4x( 人 一) Hr pi ds 4(1- 二 ) 
本 

1 (rx—3)2 -于 |= ， 一 5z+9 

im | 从 二 i 


ri 
sr 


1 
可 ， 


起 


] 
就 是 y= 二 + 一 亏 


是 一 条 不 平行 于 0 了 轴 的 渐 近 厂 。 和 请 读者 月 己 时 论 曲 钱 与 渐 近 钱 的 相关 位 这 。 
(I ) 不 对 称 。 
由 得 到 的 这 些 性 贰 作出 曲 术 (图 83) 。 
2. 讨论 曲 厂 : : 
y=c(a2— 3) (a2) (CC<0) =e(a2—2)), 
”这 上 曲 厂 共 出 在 目 身 重量 的 影响 下 弯曲 的 重 梁 的 形状 。 并 且 第 一 个 曲线 是 梁 的 两 端 
可 以 目 由 改变 的 情形 , 第 二 个 曲线 是 两 端 钉 死 的 情形 。 梁 两 端的 距 况 是 24, 这 距 
痪 的 中 点 是 坐标 原点 ,过 这 中 点 的 锥 站 城 是 O7 四 ,方向 向 上 。 
(3a) 显然 ,我 们 只 注意 zx 在 区 有 并 (一 4，+4) 上 的 变化 。 
(b) 访 z=0, 得 到 y=5cat, yi=cat, 就 是 在 第 一 种 情形 下 , 梁 的 中 点 下 降 距 
离 是 第 二 种 情形 的 五 们 。 当 X= 土 4 时 , Y= 所 ==0, 这 对 应 于 梁 的 两 端 。 
(2 ) 求 出 导数 : 
y=—4cr(da 12), 外 一 一 12c(a3 一 00 
= dcr(a -rd), N=—4dc(a 37), 
在 两 种 情形 干 , 当 x=0 时 ,都 有 极 小 值 ,这 就 是 上 面 习 到 的 梁 弛 垂 的 中 点 。 
(G ) 在 第 一 种 情形 下 , 在 区 冯 ( 一 a, 土 0) 内, y"'>0， 就 是 整个 洪 是 向 上 思 的 。 


在 第 二 种 情形 下 , 当 += 土 了 村 时 ， 如 等 于 需 , 并 且 这 时 变 号 ， 就 是 对 应 点 是 这 梁 
的 丘 辕 点 。 
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(e ) 设 有 无 穷 支线 。 
(I ) 在 两 种 情形 下 ， 用 (一 z) 将 代 z 时 , 方程 都 不 变 ; 所 有 和 册 久 是 关 于 
Ci 翰 对 称 的 。 


图 83， 网 84. 

图 84 玫 示 这 两 条 曲线。 为 简单 起 见 ， 我 们 取 4=1, c= 一 1。 和 实际 上 , 梁 两 器 
ag 于 是 ,从 外 表 看 曲 镜 就 有 些 不 同 了 ( 怎 
样 不 同 ? ) 。 

请 种 者 求 曲 业 

Ve 
的 接 粳 点 ,并 与 表示 它 的 阅 形 的 图 60 相 比 较 。 

74， 曲线 的 参 变 式 ” 按 几 何 圈 形 的 性 怪 , 求 它 的 方程 时 常 很 不 方 
便 , 甚至 有 时 就 不 可 能 用 坐标 2 与 9 的 关系 式 来 表达 这 性 质 。 在 这 种 
情形 下 ,有 时 可 以 引用 一 个 辅助 变量 ,再 分 别 由 这 个 图 形 上 的 点 的 横 坐 
标 2 与 多 坐标 y 对 于 这 第 三 个 变量 的 关系 式 来 表达 。 

用 这 方法 得 到 两 个 方程 : 

¢= p(t), 
y= 4)。 | 6 
这 两 个 方程 联合 起 来 , 也 可 以 定 出 曲 厂 , 并 且 可 以 讨论 它 的 性 实 ; 因 为 
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每 一 个 t 的 值 ,确定 曲 粳 上 一 个 对 应 点 的 坐标 。 

这 种 处 理 曲 线 的 方法 叶 做 参 变法 , 辅助 变量 t 吓 做 参 变量 。 为 要 
得 到 曲线 的 普通 的 方程 , 就 是 找 x 与 y 的 关系 式 , 须要 由 这 两 个 方程 
(9 ) 中 演 去 参 变量 1， 这 可 以 由 其 中 一 个 方程 解 出 {再 把 得 到 的 灶 果 
代入 到 另 一 个 方程 中 就 成 了 。 

曲 米 的 参 变 式 特别 是 在 力学 中 常 遇 到 ; 当 研 究 一 个 点 运动 的 提 首 
时 , 它 的 位 鞠 依 环 于 时 间 {， 所 以 坐标 是 + 的 丽 数 。 确定 这 两 个 夯 数 ， 
就 得 到 这 山道 的 参 变 方程 。 

例如 ,图 心 在 点 (zo, yo) , 侍 径 为 7 的 图 周 的 参 变 方程 是 : 


=rwoTtr7 O08 了 
4 一 Yo 二 TY Sin 加 | We 
写成 
沁 一 0 和 0 一 人 08t, 1 一 加 一 ”Sn 了 
平方 绸 相 加 ,就 机 去 贿 变 量 性 得 到 图 周 的 普通 的 方程 : 
(2— 20) 十 (9 一 2o) =r 
同 理 
VW=0 0081, (11) 
y= 0 sint 
是 本 加 + 如一 1 
的 参 变 方程 。 : 


积 Y 是? 的 一 个 醒 数 , 由 贿 变 式 ( 9 ) 确 定 。 寡 诡 量 的 改变 量 4i 对 
应 于 改变 量 4z 与 4y, 用 4t 除 分 式 -9 的 从 子 与 分 母 ,就 得 到 y 对 
z 的 导数 的 喜 达 式 : 

Ay 
oh lim A jim 4 0 


dz-0 MAT 4io0 Az p(t) 
lt 
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或 
dy _v(t) (12) 


求 出 7 对 22 的 二 阶 导数 : 


应 用 求 商 式 的 微分 法 则 ,得 到 [501: 


1 Wy ar—dzrad [13 
he (18) 


但 是 ,根据 ( 9) 
CT 一 六 (Hot, dm pp (Pas, 
y= (Da, y= (tdi 
把 这 代入 (13) 中 , 油 去 (4d) ”, 最 后 得 到 : 


有 CO 一 p(t) w(t) (14) 
[g' (2) 1° ” / 
注意 由 公式 (13) 所 答 的 %" 的 表达 式 , 与 [05] 中 公式 (3 ) 所 葵 的 同 
一 个 导数 的 表达 式 ( 当 n=2 时 ) 
y" = (15) 


不 同 , 因为 (15) 是 在 ” 是 自 变 量 的 假定 下 引出 的 , 而 在 参 变 式 ( 9 ) 中 ， 
自 变 量 是 1。 若 2 是 自 变量 , 则 dz 算 作 一 个 常量 [50], 就 是 它 不 依赖 
于 7x, 于 是 dz=d(dz) =0, 因为 常量 的 微分 是 震 。 这 时 公式 (13) 化 为 
公式 (165)。 
如 果 能 确定 y 与 y', 我 们 也 同样 可 以 讨论 曲线 的 切 厂 方向 , 是 
部 , 凹 部 等 等 问题 。 
例 已 知 方程 
3 十 4 一 3021 一 0 (a>0) (16) 
作 尼 的 曲 钱 ) 这 个 上 曲 迹 时 做 “入 卡 儿 叶 形 线 ”"。5 引 用 寡 变 量 t, 设 : 
y= 二 tx, z 47) 
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考 义 具有 变动 的 妊 率 t 的 直线 (17) 与 曲线 (16) 的 交点 。 把 方程 (17) 中 yy 的 表达 式 
代入 方程 (16) , 洽 去 *2?, 得 到 : 

_ 3at 

Tr? 


再 由 方程 (17): 
_ 3af2 
1+t3° 


这 两 个 方程 是 第 卡 儿 叶 形 线 的 参 变 方 程 。 求 出 2 与 y 对 的 导数 : 


ic 人 (到 6 ) 
a (1+1) 33 2 


(1 +#3)3 (+)2 )? (18) 
,a9 于 人 ( 代 十 友 ) ~— 32 _ 3at(2—t) 
UI 


为 要 讨论 当 ?在 区 间 ( 一 ， +%) 上 改变 时 ,x 与 y 的 改变 情形 ; 把 这 区 间 分 
作 几 部 分 ,使 得 在 每 一 个 部 分 区 并 内 ,导数 与 
yt 都 不 变 号 大 且 不 成 为 无 穷 大 。 改 此 我 们 先 求 
出 些 个 值 : 

= 一 1, 0， Es 与 以 2， 


在 这 些 个 值 ,导数 成 为 才 或 是 无 穷 大 。 由 公式 
(18) 确定 在 每 一 个 区 关内 x; 与 妇 的 符 续 , 并 
算出 在 这 些 区 闻 痊 点， z 与 y 的 值 ; 如 此 , 我 们 
得 到 下 面 的 才 。 

”根据 这 个 表 , 我 位 得 到 则 线 的 图 形 ,如 图 85 所 示 。 


t 的 区 漳 上 | or” a 

《一 2， 一 了 人 - | 由 0 增加 到 十 一 | 由 0 减 小 到 一 

(—1, 0) + 由 一 “增加 型 0 EE 

(0, 二 | | 3 由 0 卉 加 到 六 | 由 0 增加 到 1 
| 4a 减 小 到 V24 . 由 MV2a 增加 到 祥和 
| 由 殉 减 小 到 由 42 臣 小 到 0 La 
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为 要 计算 切线 的 匀 率 ,有 公式 : 


; t (2—t 


| A ) 
注意 , 当 t=0 与 i= ~ 时, z 与 Y 都 成 为 圭 ， 由 图 .上 看 出 , 曲 灯 上 自 诡 于 坐标 原 
点 。 由 公式 (19): 
当 t=0 时 ， yz 一 0， 


当 t=% 时 , yr= lim 一 本 一 一 im 


就 是 ,这 曲线 的 两 支 交 于 原点 ,一 支 与 0X 朝 相 切 , 一 支 与 0F 请 相 切 。 
当 守 趋同 ( 一 站 时 ,2z 与 4 都 趋向 无 穷 大 , 于 是 昌 线 有 无 穷 支 纸 , 现在 来 确定 
它 的 汤 近 米 : 


gabe 131， Bats (+4¢8) 
I 


3at3+3at i, Gatt+3e _ 
1+t3 


OA 0 
就 是 , 渐 近 线 的 方程 是 : 
Y= 一 TX 一 4 或 zy+a=0, 

?3. 范 " 德 瓦尔 方 程 ” 若 是 算 作 气体 准确 地 适合 波 义 耳 一 马 瑞 特 与 盖 鲁 搬 克 

定律 ,出 得 到 压力 2， 容积 * 与 艳 对 温 诬 了 的 关系 式 : 
nt= RT, 

其 中 五 是 一 个 第 量 , 落 是 考虑 一 克 分 子 量 ” 的 气体 ， 就 是 所 考 处 气体 重量 的 克 数 ， 
等 于 它 的 分 子 量 时 , 则 对 于 任何 气体 ,这 个 常量 是 一 样 的 。 

但 实际 上 ,一 般 的 气体 并 不 严格 地 遵守 上 进 关 系 , 范 ， 德 。 互 尔 输 了 另 一 个 公 
起; 表达 的 比较 准确 些 。 这 个 会 式 是 : 


(P+)(w-b) =RT, 
其 中 a 与 b 是 两 个 正 的 常量 ,对 于 不 同 的 气体 ,这 两 个 常量 也 不 同 。 
由 这 方程 解 p, 得 到 ; 
(20) 


如 果 把 了 算 作 常量 , 和 研究 p 与 ?的 关系 亦 就 是 考 卡 气体 的 状态 为 等 温 恋 化 
的 情形 。 求 了 9 对 4 的 一 阶 导数 : 
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GD ET 2a _ 1 2a(tv—b)? 本 
民 人 
我 们 只 考 巾 +>>b 的 值 。 至 于 这 个 条 件 以 及 将 要 得 到 的 曲线 的 物理 意义 ,我 们 
介 咎 访 者 到 物理 屠 程 中 去 找 。 
读 这 一 阶 导 数 等 于 零 , 得 到 方程 : 
2a (tv —b)2 
一 RT=0, (22) 


为 要 计 论 当 % 由 b 变 到 十 co 时 , 这 个 方程 左边 的 改变 情形 , 先 确 定 它 对 % 的 
导数 ;根据 所 答 条 件 , E7 是 一 个 向量 ,于 是 
: | 2a(v—b)2 | =20 (v—b)?_ _ 2a(w—b) (Ww—3b) ， 
eb 6 v4 
由 此 看 出 , 当 b<v<3b 时 ;这 个 导数 是 正 的 ; 当 +2>3b 时 , 它 是 负 的 ;就 是 方程 (22) 
的 左边 , 左 区 拷 [5, 38] 上 增加 ,以 后 2 再 增加 时 , 它 下 降 ; 所 以 当 2 二 3 时; 它 达 到 
一 个 极 大 值 , 等 于 
sa _ 
27b 
直接 代入 ,不 难 算出 , 当 v=b 以 及 v= 十 x 时 , 方程 (22) 的 左边 成 为 (一 RT)， 
因而 有 (一 ) 号 。 著 求 出 的 极 大 值 也 是 负 的 ,就 是 ,车 


Sa 
27b 


RT, 


kf 


则 方程 (22) 的 左边 总 是 负 的 ,于 是 由 讼 达 式 (21) ,导数 9P 总 是 负 的 ， 就 是 o 增加 


时 2 诚 小 。 
反之 ,车 
Sa 
Rl < 
则 当 ”= 一 3 时 , 方程 (22) 的 左边 达到 一 个 正 的 模 大 值 。 于 是 方程 (22) 有 一 个 根 W 
在 区 二 必 ， 3b) 内 ,还 有 一 个 根 v5 在 区 有 (36， 十 吕 ) 内 。 当 + 的 值 烃 过 久 时 ;方程 
(22) 的 左边 由 (一 ) 号 变 到 (十 ) 号 ; 于 是 推 知 ,2 也 在 这 时 ,由 (一 ) 号 变 到 (十 ) 号 ， 
就 是 4 的 这 个 值 对 应 于 2 的 一 个 醒 小 秆 。 同 理 , 值 ?=V 对 应 于 一 个 的 极 大 值 。 
最 后 , 沧 
a 
hl = sp? (23) 


出 方程 (22) 左边 的 极 大 什 等 于 宕 。 于 是 什 ?=%1 与 ?=v4 并 为 一 个 值 ? i 当 径 
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过 这 个 值 时 ， 方程 (22) 的 左边 以 及 吧 保持 (一 ) 号 不 变 ; 就 是 ， v 增加 时 ;Pp 总 碱 


小 ;而 值 ?=32 wi p 
已 。 对 应 于 这 个 报 转 点 的 值 v=w， 名 
p 二 px 以 及 由 条 件 (23) 确定 的 7= 
= 叫做 气体 的 临界 客 积 , 临界 压 “如 
及 以 及 临界 温度 。 图 86 上 表示 对 应 
于 这 三 种 情形 的 曲线 。 

76. 曲线 的 奇 点 ” 考 卢 一 个 曲线 ”60 


的 隐 式 方程 
F(x, Y) =0, (24) 0 
公式 
/0 
确定 这 曲线 的 切线 的 科 这 ,其 中 (2,y) 5 
是 切 点 的 坐标 。 


兰 虑 了 (zy g 是 x 与 y 的 多 项 式 “ 


这 种 特殊 情形 。 在 这 情形 下 , 曲 二 
(24) 吓 做 代数 曲 级 。 如 果 把 曲 秦 上 任 
总 一 点 以 的 坐标 代入 候 导数 Fo(z， 一 2 人 
y) 与 F(x; 失 中 , 草 就 得 到 完 双 确 定 
的 值 ,并 且 在 任何 情形 下 ,方程 (25) 夫 人 
出 切线 的 确 宇 的 狼 奉 ,但 是 当 点 的 坐标 使 得 偏 导 数 Fi (zy Yy) 与 (zy Y) 都 等 于 
零 时 应 除外 。 这 样 的 点 到 寻 做 曲线 (24) 约 奇 扩 。 

华 标 满足 方程 (24) 与 方程 本 
F(x,Yy) 一 0， F(z) Y) =0 (26) 
的 点 叫做 代数 曲 匀 (2 和 的 奇 点 。 

对 于 椭圆 


也 


由 条 件 (26) 得 到 z=y=0, 但 是 点 (0， 0) 不 在 这 权 贺 上, 所 以 椭 图 没有 奇 态 。 同样 
可 以 肯定 , 双 曲 线 与 抛物 线 也 没有 奇 后 。 
若是 箔 卡 儿 叶 形 厂 
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Ny 3ary=0 
人 条件 (26) 就 是 : 
372— 3ay =0, 3y2— —3ar=0, 

于 是 直接 看 出 ,从 未 原 ， 号 (0,0) 是 这 曲线 的 一 个 奇 点 。 计 宜生 卡 儿 时 形 线 时 ,我 们 
襄 过 ;这 曲线 在 坐标 原点 自 交 , 并 和 且 曲 钱 的 两 支 在 这 交点 有 不 同 的 切 克 : 一 支 的 切 
给 是 0 所 轴 , 另 一 支 的 切线 是 0 了 轴 。 

车 曲 矿 的 两 支 交 于 一 点 ,并 且 每 一 支 各 有 它 自己 的 切线 ,这样 的 奇 点 叫做 曲 钨 

如 此 ,坐标 原点 是 笛 卡 儿 叶 形 线 的 叉 点 。 

下 面 儿 个 例 中 我 们 还 要 指出 代数 曲线 的 奇 点 的 几 种 类 型 。 

1. 考 卢 曲线 


yar=0) (a>0), 
这 曲 镜 叫做 牛 立 方 抛物 钱 。 不 难 浴 证 , 坐标 原点 使 这 方程 的 左边 以 及 它 对 2 与 y 
的 偏 导 数 都 等 于 惫 ,于 是 ,坐标 原点 是 这 曲 厂 的 一 个 奇 点 。 为 要 讨论 曲线 在 这 个 奇 
点 附近 的 形状 ,我 们 作 这 曲线 的 图 形 。 这 方程 的 显 式 是 : 
y 一 士 Vaz3 。 

为 要 作 这 曲线 , 只 要 讨论 对 应 于 (+) 号 的 一 部 分 就 能 了 ,因为 对 应 于 负 吴 的 一 
部 分 与 第 一 部 分 关于 0X 款 对 称 。 由 这 方程 看 出 , x 只 可 以 之 0, 并 且 当 x 由 09 增 
加 到 二 ee 时 ; y 也 由 站 增 加 到 + co。 

求 出 一 阶 与 二 阶 导数 : 

3 a 


‘= Va i 
A 


当 z=0 时 , y=0; 井 且 注意 > 可 以 只 取 正 值 趋 向 者 ,我们 可 以 肯定 OX 加 是 
曲线 的 这 一 支 在 坐标 原点 的 右 切 线 。 此 外 ， 还 看 出 对 于 这 一 支 ，y" 在 区 间 (0， 
十 ce) 上 体 择 (+) 号 ,就 是 这 一 文 是 四 的 。 

图 87 玫 示 寻 葵 的 曲线 的 图 形 (e=1) 。 这 曲线 的 两 支 在 坐标 原点 相 过 ,都 止 于 
此 点 ,并且 这 两 支 在 这 点 有 共同 的 切线 , 在 这 奇 点 附近 曲线 的 两 支 位 于 切线 两 侧 。 
(在 这 个 例 中 两 支 整 个 在 切线 丙 侧 ) 。 这 样 的 奇 点 叫做 第 一 类 歧 点 。 

2. 考 患 曲 姜 

(Y 一 思科 3 一 05 一 0 

不 难 证 洋 , 坐 标 原点 是 这 曲线 的 一 个 奇 点 。 这 曲 和 线 方 程 的 显 式 是 : 

y=22 寺 Vo 
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由 这 方程 看 出 , x 可 以 由 0 恋 到 (+ ceo) 。 求 出 一 阶 与 二 阶 导数 : 
多 一 27 士 订 WV 开 a y"=2+ VE。 

分 别 科 答对 应 于 (+) 号 与 (一 ) 号 的 两 支 。 

注意 ,在 两 种 情形 下 , 当 z=0 时 ;都 有 内 =0; 于 是 , 像 例 1 一 样 , 在 坐标 原点 ， 
这 两 支 的 右 切 粳 都 是 OX 加 。 

用 以 前 的 方法 对 论 这 两 到 得 到 下 面 的 精 果 :第 一 支 , 当 z 由 0 增加 到 (+ ~) 
时 ,由 0 堆 加 到 (+*) 并 且 是 叫 的 曲线 ;第 二 支 , 当 z= -5 时 ,有 一 个 顶点 醒 
大 值 ), 当 + 二 蕊 生 时 ， 有 一 个 手 业 点 ,并 且 当 <1 时 ,与 0X 轴 相 交 。 


Y y 


(y-X) 270 


下 87， 图 88， 


也 这 些 性 质 , 得 到 曲 太 的 图 形 ,如 图 88 所 示 。 
曲 越 的 两 支 在 坐标 原点 相 和 , 都 止 于 此 ， 并 日 这 两 支 在 这 上 有 共同 的 切 及 ,在 
这 奇 点 附近 , 曲线 的 两 支 位 于 切线 的 同 便 。 这 样 的 奇 点 叶 做 第 二 类 获 点 。 
3、 讨 葵 曲 超 : 


人 一 了 十 到 一 小。 
侍 标 原点 是 这 曲线 的 一 个 奇 点 。 曲 乒 方 程 的 显 式 是 : 
y= 土 X2V 1— 712, 
曲 缠 的 隐 式 中 ,具有 x 与 y 的 偶 次 笑 , 所 以 ， 两 个 业 标志 都 是 曲 艇 的 对 称 轴 ,于 
是 只 讨 询 对 应 于 。 与 y 都 是 正 值 的 那 部 分 曲 径 就 洛 了 。 由 曲 起 的 显 式 看 出 ，2 可 
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y 以 由 (一 卫 变 到 1。 
限于 计算 一 阶 导数 : 
' TL(2—37)) 
I 
当 Z=0 时 , y=y' = 二 0; 就 是 ， 
在 坐标 原点 ， 切 线 与 0X 轴 重 合 
而 当 x 二 1 时 , y= 二 0) y' 二 吕 y 就 是 
图 89. 在 人 0) 护 , 切 线 平 行 于 07 轴 。 用 
以 前 的 法 则 求 册 , 当 < 二 时 ， 曲 欠 有 一 个 贷 点 。 
由 这 些 人 性 质 以 及 曲 部 的 对 称 竹 , 得 到 曲 窟 如 图 89 所 示 。 
对 届 于 十) 号 与 (一 ) 号 的 两 文 曲 栈 ,在 坐标 原 总 , 彼 比 相 切 、 这 样 的 奇 点 寻 微 
巧 触 所 。 
4， 计 论 曲 线 : 


1 一 2 (一 十 ) 一 0 _ 
坐标 原点 是 这 由 和 颖 的 一 个 奇 点 。 这 曲线 的 显 式 是 : 
y 一 土 Vao2(z 一 j 。 
注意 ， 栋 号 下 的 表达 式 不 能 是 负 的 , 所 以 可 以 肯定 ，z 应 当 , 或 者 =0, 或 者 
1。 
当 z=0 时 , y=0。 现 在 寻 论 这 曲 缠 对 应 于 (十) 号 的 一 支 。 当 xz 由 工 增加 到 
(了 +ce) 时 ,yy 由 0 增加 到 (十 ce)。 
由 一 阶 导 数 的 表达 式 : 


看 出 ; 当 Z 一 时 ，? 成 为 cc) 就 是 在 点 (1, 0) 切线 平行 于 OF 轴 。 这 曲 坊 的 两 支 
关于 0X 转 对 称 。 由 这 些 性 质 , 得 到 如 图 90 所 示 的 曲线 。 在 这 情形 于, 点 0 的 坐 
标 (0， 0) 满 是 出 厂 的 方程 , 但 是 在 ' 它 附近 变 有 曲 春 芋 别 的 点 。 > 
下 上 辟 全 

代数 曲线 的 奇 点 只 能 有 上 进 的 几 种 ,但 是 有 时 ,一 个 代数 曲 纸 上 有 这样 的 点 ， 
乞 是 同一 类 的 或 是 不 同类 的 几 个 奇 点 的 重合 点 。 不 是 代数 曲线 的 曲 厂 叫做 超越 曲 
条。 

请 读者 自己 计 论 ,方程 


y=X logw 
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辆 ”90. 图 91; 
对 应 的 曲 镜 ,如 图 91 所 示 。 坐 标 原 点 是 这 曲线 的 一 个 终 正 点 。 
”74， 隅 和 线 的 线索 ”我们 引进 与 曲线 的 切线 及 曲线 的 曲 奉 有 关 的 基 
本 公式 ;并 还 引进 了 与 切线 概念 有 关 的 一 些 新 概念 。 


若 曲 线 的 方程 是 
y=f(%),， 、 (27) 
则 切线 的 斜率 是 y 对 2 的 导数 (2), 切线 的 方程 就 可 以 号 成 : 
VY—-y=y(X-—2) (Y=f(%)), (28) 


其 中 (2，9) 是 切 点 的 坐标 ,， (XX， 了 ) 是 切线 的 流动 坐标 。 经过 点 (%， 
2 :垂直 于 在 这 点 的 切线 的 和 直线 ,时 做 曲线 在 这 点 的 法 线 。 由 解析 几何 
学 知道 ,互相 垂 宜 的 两 条 直线 的 针 牵 , 互 为 负 倒 数 , 就 是 法 线 的 斜率 是 
(- 动 于 是 ,法 线 的 方程 可 以 写成 : 
1—y= -(X —%) 
或 
(££—2)+Y(F -Y=0, (29) 
县 凡是 曲 绕 上 一 点 ,了 与 入 是 过 点 村 的 曲线 的 切线 及 法 线 与 
OX 轴 的 交点 , Q@ 是 点 履 在 0 对 轴 上 的 垂直 投影 (图 92)。 在 0X 轴 上 
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的 线段 87 与 0, 各 路 做 曲 炎 奉 点 其 的 次 如 归 与 座 法 中 。 这 两 个 楼 段 
对 应 的 数 ,是 正 的 还 是 负 的 , 袖 它 们 在 
OX 灿 上 的 方向 而 定 。 痢 段 MT 与 
MN 的 长 度 各 叫做 曲线 在 点 2 的 切 
线 长 与 法 线 长 。 这 两 个 长 度 总 算 作 是 
正 的 。 0 互 井上 点 @ 的 横 坐标 等 于 
点 M 的 机 坐标 xz。 了 与 W 两 个 点 是 
图 92 切 烧 及 法 线 与 OX 轴 的 交点 ， 所 以 要 
“确定 沪 两 个 点 的 横 坐 标 , 须要 在 切 绕 与 法 线 的 方程 中 , 这 了 一 0, 再 解 
出 工 。 如 此 ,我 们 得 到 , 点 卫 的 横 坐标 的 表达 式 \z 一 艺 ), 与 点 Y 的 
蚀 坐 标的 表达 式 (% 十 yy')。 现 在 不 难 确定 次 切 距 与 次 法 趾 这 两 个 量 : 

UY 07 00 =-o=—Y, | 

| 4 4 

QN=ONY 一 COQ =2 二 Mo — 2= YY 

再 由 直角 三 角形 MQ7 与 MQN 可 以 确定 切线 长 与 法 线 长 : 
| -tT + 移 = + VITY, 
> \ 
HN | M+ ON NT = Fy THEY, 
其 中 ( 土 ) 须 要 这 样 取 , 使 得 右边 的 表达 式 是 正 的 。 
回忆 曲 楼 的 曲率 个 径 的 公式 [7 : 


be 
/ 1!2\ 六 
R= + 和 (82) 


(30) 


把 法 线 长 和 作 %， 由 (31) 第 二 个 公式 得 到 : 
V1lty?= 士 了 


把 V 1+y 的 这 个 值 代入 公式 (82) 中 ,得 到 曲 床 年 径 的 表达 式 : 


下 一 十 (821) 


po 
yr 
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知 曲 线 的 套 变 方程 是 ; 
= 9(, y= 由 (t), 
划 y 对 zz 的 一 阶 导 数 y 与 二 阶 导 数 y 的 公式 是 [4] ; 


特别 是 者 把 这 了 两 个 表达 式 代 人 公式 (32) 中 , 上 天 得 到 在 这 情形 下 曲 
这 宇 径 的 表达 式 : 
(dotdy)? {p+ DY ,ds 
Byard dy OO ono Ni 
其 中 a 是 切线 与 0X 轴 作 成 的 角度 。 
若 曲线 的 隐 式 是 
Fz, y)=0, 
则 由 公式 (25) 得 到 切线 的 方程 是 : 
Fez, Yy) (RF—7r) 十 (zy y)(Y ~y) =0。 (35) 
和， 悬 症 线 ”在 适当 的 选择 坐标 轴 下 具有 方程 
y= (e+ ed) (a>0) 
的 曲 宰 叫 做 县 链 线 。 
这 曲线 所 表示 的 是 ,一 条 有 重量 的 链子 ， 
两 问 晤 起 时 ,平衡 的 形状 。 依 照 [63 所 述 防 
则 ,不 难 作 出 它 的 图 形 , 如 图 93。 求 出 y 的 一 
阶 与 二 阶 导 数 : 
三 也 Se 一 各 人 ， 


1 一 
FF 一 和 a Ee 


由 此 


180 第 二 章 ”导数 概念 及 其 应 用 


1+gya=1+ 0 .= 


27, 2 Ea -党 生 
temoTe 0 (eT ) 


4 4 02 ” 


把 (+y3) 的 这 个 表达 式 代 入 (31) 的 第 二 个 公式 中 ,得 到 这 曲线 的 法 名 长 : 


#2 
N= 二 一 
a 


把 % 与 y" 的 表达 式 代入 公式 (321) 中 ,得 到 : 


eR 
= a3y3ey 0 


就 是 芒 链 矿 的 曲率 千 径 之 长 等 于 法 栈 MN 之 长 。 当 x=0 时 ,县 炙 线 的 继 坐 妹 取 最 
小 值 y=4, 曲线 上 对 应 的 点 4 时 做 顶点 。 

图 上 所 画 的 一 些 辅 助 钱 是 我 们 以 后 要 用 的 。 用 (一 替代 x 时 , 惹 链 嫉 的 方程 
不 变 , 就 是 07Y 轴 是 惹 鳃 线 的 对 称 轴 。 

得- 旋 坦 钱 讼 一 个 图 ,个 径 是 4, 在 一 条 不 动 的 直线 上 演 ， 治 有 滑动 。 当 这 
样 滨 时 ,这 个 图 的 图 周 上 一 点 2 所 画册 的 几何 款 迹 岂 做 旋 输 神 。 

将 图 滚动 时 所 灌 的 家访 取 作 0 轴 , 点 用 开始 时 的 位 置 , 就 是 开始 时 圈 周 与 
0X 朝 的 切 扩 ， 取 作 毕 标 原点 。 图 周转 的 角 庆 记 作 i。 图 心 记 作 C; 在 某 一 位 置 ,图 
周 与 OX 轴 的 切 点 记 作 为, 点 在 0X 机 上 的 垂直 投影 县 作 @ 过 点 入 的 直径 计 
作 NNI, 态 MM 在 NN 上 的 垂直 投影 记 作 RR (图 94)。 


? 


由 于 没有 请 动 


ON 一 小 N=dt， 

利用 大 变量 t= 人 NCM, 这 旋 输 线 上 点 2 的 坐标 可 以 麦 达 成 ; 
光一 (=ON -9 = 寺 一 gSintsCtt 一 Simt， 
y=QM=NC— RO=a~acost=a(l—eost), 
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这 是 族 输 线 的 参 变 方 程 。 

首先 要 注意 , 只 考虑 上 在 区 间 [0, 2x] 上 变 的 情形 就 够 了 ,这 对 应 于 圆周 旋转 
一 图 。 旋 转 一 图 后 ,点 M 与 点 0' 重合 ,点 0' 双 是 圆周 与 直 敌 的 切 点 , 但 是 平移 了 
一 段 00' = 2zxa。 再 转 时 ,得 到 的 图 形 就 与 弧 00' 仅 同 , 于 是 把 这 弧 向 右 平移 一 段 
2xu 就 得 到 所 要 的 一 部 分 曲 匀 ,以 下 类 推 。 现 在 计算 ?与 y 对 上 的 一 阶 与 二 阶 导 


教 : 
dx 


A =~g'(t)=a(l ~ eo0s), 3 一 多 (D =a sin t, 
) (36) 
一 =u nt, Y=y"() =0 cos 上 
根据 (33) 第 一 个 公式 ,得 到 切线 的 料 率 : 
od 
; asnt go 
| —— mn’ 2 tpt 
a(l—eost) 9 oinat 2 
2 


由 这 公式 得 到 作 旋 输 厂 的 切线 的 简单 方 社 。 过 点 Ni 与 点 到 。 和 角 MNIN 是 
一 个 圆周 角 , 由 弧 NM =t 确定 ， 于 是 它 等 于 二。 由 和 直角 三 角形 RMN， 得 到 (图 
94) : 


t 学 t 
RMN,=—:, te/RMN,=t (下 -去 )= 
ad 1 9 9 3 s z NI 名 中 oD cte D0 


比较 这 至 达 式 与 y' 的 表达 式 ,看 出 MN1 就 是 这 旋 输 钱 的 切 绕 , 就是: 

为 要 作 旋 输 弹 在 一 点 的 切线 , 先 作出 滚动 的 圆周 与 OX 轴 的 切 点 N， 再 作 
过 点 六 的 直径 NNs, 过 点 M 与 点 Ni 就 是 所 要 的 切线 。 

直线 MN 委 直 于 直线 2Ni, 所 以 直线 MN 是 旋 输 三 的 法 线 。 法 线 长 w 一 2N 
直接 由 直角 三 角形 NJMN 确定 : 


n= 20 sin5 和 
应 用 公式 (34) 与 表达 式 (36) ,得 到 旋 输 乒 的 曲率 侍 径 ; 
R=+ [a2 (1 —eost)2-4a2 sin2+t 3 


a Cos t+。 Ey —asntrasnt 


a(2—2 co0st)3 oF /1 : i 
tt 二 042” (1 — oo08dt) = 和 a sins。 


在 最 后 的 表达 式 中 , 我 们 只 留 下 (+) 号 , 因为 对 于 旋 输 厂 的 第 一 支 ， ! 在 区 向 
(0，2x) 上 ， 于 是 sin 万 不 可 能 是 负 的 。 


一 土 
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比较 这 个 表达 式 与 法 纯 甚 4 的 者 达 式 ,得 到 尺 = 22， 就 是 ， 旋 输 线 的 曲 素 个 径 
等 于 法 线 长 的 两 们 (网 94 上 有 CCy 。 

若 画 出 旋 轮 线 的 点 不 在 圆周 
卡 , 而 在 图 内 或 图 和 外; 则 当 圆 广 时 ， 
蕊 两 出 的 曲线 ,分 别 中 做 短 辐 旋 输 
颖 或 长 辑 旋 输 和 线 (有 时 闵 称 为 余 皖 

图 5， 焙 ) 。 

司 及 到 图 心 的 距 询 CM 记 作 其 余 腿 上 面 的 记 法 。 先 考虑 玉 <a 的 情形 ;就 

是 点 于 在 图 内 的 情形 (图 92) 。 霹 接 由 图 得 到 : 
r=00 =0N —QN=at—bh sint, | 


y=0OM=NCO— RO =a —h cos t, 
至 于 h>4a 的 情形 ,方程 是 一 样 的 ,但 是 曲 宁 的 图 形 如 图 96 所 示 。 


80. 圈 外 旋 输 线 与 贺 内 旋 坎 线 阁 
是 一 个 圆 ,不 在 一 条 直线 上 廊 , 而 是 治 另 
外 一 个 不 动 的 圆 滚 , 则 由 贺 周 上 一 定点 
MH 可 以 画 出 两 类 曲 纯 : 藻 滚 的 圆 在 不 动 
的 圆 外 吓 做 圆 外 旋 输 线 ; 范 彰 的 圆 在 不 
动 的 图 内 ，, 呈 做 圆 内 旋 输 线 。 

求 加 外 旋 输 线 的 方程 。 取 不 动 圆 的 
圆心 作 坐 标 原点 ,连接 图 心 O 到 点 五 的 
将 米 作 OX 朝 , 点 下 是 开始 时 点 ML 的 
位 证 , 就 是 开始 时 两 图 的 切 点 。 渡 动 圈 
局 的 半径 记 作 a， 不 动 圆周 的 牛 径 记 作 
by， 当 流动 圆周 转 一 个 角度 9= 人 NOM 


时 ， 两 圆周 的 切 点 如 作 N， 不 动 图 的 什 径 ON 与 0X 划 的 交角 能 作 t, 取 荆 作 人 参 变 
量 ( 圈 9 ) 。 


根据 流动 的 图 没有 滑动 ;可 以 写成 : 
骤 KN= 弧 NXM， 
就 是 
bt=ag, ee 
由 图 直接 求 出 : 
r— 000L+10=00 ecos/KOC—~CMoeos /SMO= 
— abeost—acost+p) = (+b) cost—a cos St, 
EN PR 37 
y=QM=LC ~FRC =00 sin/ KOC—CM sin/ SNC = wh 
= (a+b)sint—a sin(t+9) = (G+b) SI 一 Q sin eo 
这 曲 厂 是 由 一 申 全 同 的 弧 租 成 的 ,每 一 个 缀 对 应 于 动 的 图 话 炉 一峰 ) 就 是 ， 角 
2a7x , 
度 9 增 加 2 而 角 庆 + 增加 。 “Rl 
如 此 ,这 些 弧 的 端点 对 应 于 值 : 
t=0, 0 5, “ey ps "0 


若 要 回 到 原来 的 点 区， 必须 且 仪 须 这 些 端 上 态 中 有 一 个 与 全 合 , 就 是 有 整数 
9 与 9 存在 ;满足 和 条件 


2 一 207) 


因为 点 及 对 应 于 纱 0 转 整 数 回 。 上 面 这 条 件 可 以 写成 : 


a 人 


一 一 


b » 
这 样 的 数 4 与 9 存在 , 必须 是 仅 须 “ 与 两 个 线段 是 可 以 通 的 的 最 ; 落 比 二 
是 个 无 理 数 ,就 不 可 能 等 于 两 个 整数 的 比 。 
由 此 推 知 , 一 个 图 外 旋 输 线 是 封闭 曲线 , 必须 且 仅 须 两 个 加 的 咎 笃 可 以 通 绝 ; 
否则 这 曲 矿 不 封 阴 ,离开 点 KK 以 后 ,无 论 如 何不 会 再 回 到 它 。 
这 件 事 对 于 加 内 旋 输 线 也 是 一 样 (图 98)。 辆 内 旋 输 线 的 方程 可 以 由 图 外 旋 
输 钱 的 方程 得 到 , 只 要 用 (一 4) 替代 a 就 成 了 : 
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(358) 


“tt, 


r= (b—aecosti+a cos T= 
4 一 (b—0) sint—asin”— | 
指出 一 个 特殊 情形 。 融 对 于 一 个 围 外 旋 输 线 ，! = %, 就 是 , 动 的 图 与 不 动 的 轩 
个 径 相 等 。 这 时 ,得 到 的 曲线 只 有 一 支 ( 图 的 )。 把 8=a 代入 方程 (37) 中 ， 得 到 这 
曲 六 的 方程 ; 


X=20 cogt—a cos 21, 


y=24a sin t—a sin 2t, 


这 个 曲 灯 财 做 心脏 线 。 


图 ”99. 


我 四 确定 曲线 上 的 点 到 到 具有 坐标 (a, 0) 的 点 下 的 距离 7; 为 此 , 先 求 出 
(2 一 4) 与 y 的 表达 式 : 
~A=246C08t—at{c0st—Sn2t)—a= 
=24 cost— 2a eosit=2a cost (1 —e¢ost), 
Y=24 sin t—2a sin t cos t= 20 sin t(1—eost), 
由 此 
r=|KEN | = (t—a)3+y = 
—V da Cost (I—60st) 3+ 4a sindt(1—cost)i=20 (1 — eost), 

凑 (z- 中 与 y 各 为 KK 有 在 0 与 07 轴 上 的 投影 , 但 是 由 上 面 的 表达 式 大 出 
(zx~a) 与 y 各 等 于 线段 KK 用 的 长 度 乘 上 上 cost 与 sin t， 所 以 我 们 可 以 肯定 ， 禄 自 
KM 与 0X 辅 的 正 向 作成 的 角度 是 t， 就 是 线段 系 开 平行 于 个 径 ON。 这 个 苇 果 ， 
对 我 向 以 后 作 心 践 线 的 切线 时 ; 是 很 重要 的 。 引 用 角度 6=x 一 t， 就 是 线段 KM 


与 UX 项 负 向 的 交角 。 这 时 我 们 得 到 
r=20(1l +eos0), 
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TE 


这 个 方程 是 心 腑 瑟 的 极 坐 标 方 程 , 谈 到 柜 坐 标 时 ,我 们 再 仔 和 讨论 这 曲 钱 ， 
现在 指出 一 个 痢 内 旋 忒 线 的 一 个 特殊 情形 。 在 方程 (38) 中 , 假定 b=24, 得 
兴 
z=2ac0st=b eost, y=0, 
就 是 ， 若 不 动 加 的 全 笃 是 沪 动 图 的 什 径 的 二 倍 ，, 则 扣 如 在 不 动 图 的 一 个 直径 上 移 
动 。 y 
现在 假说 b==4a。 在 这 情形 下 ， 阁 
内 旋 输 矿 由 四 支 粗 成 ( 回 100) 。 这 时 它 
则 做 星 形 强 , 方程 (38) 当 b=4e 时 成 
为 : 
X= 二 3a cos t+ a eos 3t= 
一 30 cost+a(4cost—3 cost) = 
=4a cos3t=—=b cosdt,. 
y=3a sin t—a sln 3t= 


=3asint—a(3sint—4sint) 一 


=4a sint=b sin? t, 
把 这 两 个 方程 两 边 都 乘 3 次 方 ,有 有 ee 
相 加 , 于 是 消去 参 变 量 t, 得 到 性 形 钱 的 降 式 方程 : 
23 yb 
31.“ 般 的 渐 促 狗 ”把 一 个 磅 在 牛 径 为 a 的 贺 周 上 的 炉子 伸 开 , 保持 炉子 与 图 
闵 在 将 要 离开 的 点 KK 相 切 ;这 时 烽 端 六 
画 出 的 曲线 叫做 辕 的 渐 伸 线 (图 101) 。 
取 牛 径 0K 与 正 向 0X 轴 作 成 的 角 
度 t 作 参 变量 ,注意 : 
KY= 殊 AK =at, 
得 到 莉 的 渐 伸 线 的 参 变 方程 : 
z=0 玫 在 0X 轴 上 的 投影 = 
=0K 在 0X 朝 上 的 投影 + 
+KM 在 0X 轴 上 的 捞 影 = 


=ac0st+atsint, 
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/一 0 在 0O7 韩 上 的 按 影 = 
=0K 在 07 轴 上 的 投影 +KU 在 07 轴 上 的 投影 = 
=a Sn t— at eost, 


应 用 (33) 第 一 个 公式 ,确定 切 钱 的 儿 祭 : 


t/ 一 


acost—acost+atsint 
Qsint+aunt+oateost 


于 是 它 的 法 线 的 儿 率 就 等 于 
一 ctg t=tg(t — 5 ) 

由 此 看 出 ， 直线 好 五 是 图 的 渐 伸 线 的 法 号 。 以 三 我 fi 会 看 到 ， 任何 曲 纯 的 浙 伸 各 
| 

， 杯 坐标 曲线 ” 藤 平 面 上 的 点 到 由 标 坐 标 确 定 :六 工 ) 由 一 个 给 
A 0 (极点 ) 到 点 让 的 距离 是 r，(2 ) 0M 的 方向 与 钦定 的 方向 
(了 儿 标 轴 ) 作成 的 角 是 Z (图 102)。 通 常 , 7 是 做 矢 径 ,6 对 做 标 角 。 
尖 取 榴 轴 作 CA 地 ,标点 作 坐标 原 上 所) 则 显然 (图 108) : 

X=7 G0 0, Y=7 sin 0, (39) 


=te t, 


加 102. 图 ”193. 
给 定点 W 一 个 位 置 ， 对 应 的 有 一 个 确定 的 正 全 r+， 与 无 数 个 值 9， 
这 些 个 0 的 值 , 彼 此 之 差 是 2x 的 一 个 倍数 。 其 M 与 0 重合 ,区 一 0， 
而 9 就 完全 不 确定 了 ， 
任何 一 个 如 7 二 (0) ( 显 式 ) 或 也 (r, 0) =0 ( 隆 式 ) 的 西数 关系 ,在 
柱 坐 标 系 下 都 有 它 自己 的 固形 。 常 用 的 是 显 式 方程 
r=f(0), (40) 
以 后 我 们 考虑 7 不 仅 取 正 值 , 它 也 取 负 值 ,并 且 车 与 某 一 个 9 的 什 
相对 应 的 是 负 的 ” 的 值 , 则 规定 仍 在 2 的 值 所 确定 的 直线 上 取 这 个 * 
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的 值 , 只 是 取 在 相反 的 方向 。 

对 于 一 个 痊 定 的 曲线 , ” 是 0 的 一 个 画 数 ;于 是 方程 (439) 就 是 这 地 
线 的 参 变 方程 ,这 时 2 与 y 一 方面 直接 依赖 于 9, 一 方面 疝 接 通过 7 依 
辑 于 9。 所 以 ,在 这 情形 下 , 我 们 可 以 应 用 公式 (33) 与 84) [5 站 。 切 和 线 
与 OX Ws 用 (38) 第 一 个 公式 ,得 到 ; 


， 7!'gin 0+r coosg0 
OE 1 oog 昌 一 Sin CD ， 
其 中 让 记 7 对 9 的 导数 。 
再 引用 矢 径 与 曲线 的 切线 作成 的 角 人 (图 104). 就 有 : 


WW=a—0, 了 


于 是 : 
Gog WW = C08 0 COS 0 + sin a sin 9, 
Sin = Sin a cogs 0 — eog oa sir 6, 
由 等 式 (39) 对 s 求 导数 , 往生 
es 人 怠 各 等 于 cosa 与 Sin wa EE 
ee 加 ”104， 
cog 4 一 CO08 9 一 sin 0 


Sin a =81n gu 十 全 co0S 0 Ci 
ds ds 


把 eosa 与 sin a 的 表达 式 代 入 上 面 008 4 与 sin 1 的 表达 式 中 , 得 
到 : 


COS jr sin p= (4]) 
于 是 ， 
dg 
tg -页 =- 页 = 六。 (4 
EE 


由 (89) 推 知 ; 
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dvr=Ce0g 0 dr—r sind oo, 
dy=sin 0 dr +7 cost oad, 


所 以 
ds=~\ (dr)’ + (dy)’ = (Adr)’+r (A0)’, (42) 
再 出 等 式 4 一 1 了 4, 就 有 : 
_ CO dC 
hi=+3 二 CQ 十 do 
分 子 , 分 本 都 用 6 除 , 得 到 : 
和 12 志 
R= 二 (7 
] 十 一 一 a 
由 公式 (411): 
Cd 
内 一 8TC tg7i, 30 ro pe E: rr 
nm) 


其 中 属 与 +" 和 名 为 + 对 0 的 一 阶 与 二 阶 导数 。 全 吉 之 0 的 表达 式 代 和 人 
上 面 二 的 去 达 式 中 ,最 后 得 到 |: 


万 -~ (72+ 1'2)2 
7 Orr" 


53. 蜡 厂 ”我们 考 虚 三 种 螺 线 : 
了 其 米 德 絮 艇 ?= a 
双 曲 虹 线 r=a (a>0,b>0) 
对 数 螺 栈 r= be 
时 105 表示 阿 基 米 德 螺 乒 的 形状 ,其 中 岩 不 
对 应 于 9<0 时 的 一 部 分 曲线 。 8 的 负 值 对 应 于 
7 的 负 值 , 于 是 这 些 什 取 在 4 的 值 所 确定 的 直 绰 
上 但 在 相反 方向 。 
任意 一 个 矢 径 与 曲 伍 相交 无 数 次 ,其 中 每 两 
个 相 邻 交点 的 距离 是 一 个 等 于 2ax 的 常量 。 这 是 
故 105. 由 于 , 荣 一 个 葵 定 的 值 8 所 对 应 的 矢 径 ) 当 4 改变 


(43) 


8 了， 导数 概念 的 几何 应 用 189 
27， 4r， -一 村 它 的 位 转 不 变 ; 而 ”的 长 度 由 方程 >= al 确定 ; 所 以 更 得 到 改变 最 


< 人， 人 0 
图 106 表示 双 曲 螺 全 的 形状 。 假 屋 2> 0， 科 论 当 6 趋向 罕 时 ,曲线 的 变化 ,由 
方程 


6 


膏 明 ,这 时 7 要 起 同 无 穷 大 。 在 曲 灯 上 , 对 应 于 足 够 小 的 9 ye 取 一 点 性 ， 并 作 
迁 雷 于 极 朝 的 钱 段 1 由 直角 三 角形 必 09 得 到 : 


入 = 


QM =7 Sin 有 一 9 
于 是 当 9 趋同 千 时 ， 
jim OM 一 lim a Sin 0 = fo 
着 地 人 0 a 
b 


Te 
Desa 
[3| 


所 以 , 当 6 趟 向 适时 ,曲线 上 点 半 到 极 轴 的 距 启 趋向 a, 并 昌 曲 线 将 有 平行 于 
极 轴 ,日 与 朴 轴 的 距离 为 a 的 渤 近 线 LK 。 

其 次 ,我 们 看 出 , 对 于 9 的 任何 有 限 值 ?不 
为 震 ， 只 是 当 0 趋向 无 穷 大 时 ,7 才 趋 向 老 。 所 
以 ， 这 册 线 纱 极 点 0 旋转 并 匹 限 帝 近 于 它 , 但 
与 阿 基 米 德 螺 钱 相 反 ， 已 不 经过 0O。 这 样 的 点 由 
做 曲线 的 泪 近 点 。 

辣 107 才 示 对 获 螺 算 的 形状 。 当 09=0 时 ， 
r+ 二 b; 当 9 趋同 (十 吕 ) 有 时 ,r 趋 疝 (+ce)， 而 当 
9 趋向 (一 %) 时 ,7 趋向 需 。 在 考 患 的 情形 下 : 


『 ~- 8 SR 。 
人 圈 “107， 
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就 是 , 关 么 与 对 数量 楼 的 切 纯 作成 的 角 / 是 个 党 是。 
84. 昌 禾 与 心 腔 线 ”以 04=2a 为 雷 径 作 一 个 图 :图 108); 由 圆周 上 点 O 作 
所 有 的 矢 径 ， 在 每 一 个 秋 笃 上 , 由 它 与 陪 周 的 交点 了 斋 一 算 DY， 这 DM 的 长 度 
等 于 定量 及 。 这 样 移 挟 型 的 几何 赖 太 岂 做 内 厂 。 
注意 ， OD=24 co30, OM=?, 
就 求 出 蜡 钱 的 方程 : 
?= Za C0580 +h, 


图 108.  - 加 ”109. 


若 j> 24, 则 方程 窒 郧 的 + 只 有 正 值 ,对 应 的 曲线 如 图 109 所 示 。 若 <24, 则 
r 会 取 负 值 , 曲 厂 的 图 形 如 图 110 所 示 。: 这 曲 厂 在 点 0 自 交 。 最 后 , 若 %=2a 寻 
线 的 方程 是 : 


r =da(l +cos 日) ， 

不 是 , 在 这 情形 下 的 蜡 厂 成 为 [80] 中 的 心 腑 鲁 ， 只 是 位 置 不 同 (图 111) 。 汶 时 值 

9 二 x 对 应 于 ?=0, 就 是 ,这 曲 厂 释 过 点 0。 
求 出 + 对 8 的 一 阶 与 二 阶 导数 : 


r'= —2asing, r= ~—24c¢o0s0, 
: 算出 tg x: 
2a{l+cos 0) yg TH 2) 
t = 2a(lt+eosd) __ ed s (5 i 
8 A —2asing “og 了 本立 
荆 是 
加 
ee EY 
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图 “110， 111. 


如 前 [80] 所 述 , 心 喝 线 可 以 支 示 成 圈 上 的 点 沿 上 述 以 04 = 2 为 囊 径 的 食 演 

动 所 成 的 曲线 , 工 且 液 的 图 与 不 动 的 山 生 径 相 等 。 瘦 C 是 不 动 贺 的 阅 心 , XL 是 心 

及 线 上 一 点 ， 对 应 于 点 型 的 位 置 , 流 的 阅 与 不 动 图 的 切 点 是 N，NN1 是 动 略 的 直 

径 ( 图 111) 。 以 前 我 从 庙 过 ,直线 0M 与 CNi 平行 中 ,就 是 4CN= 0 于 是 推 知 : 
弧 和 N= 蜗 0ON=x 一 9。 


向 了 NIN 是 对 弧 NM 的 跟 周 角 , 于 是 等 于 他 一 与， 最 后 得 到 OM 与 NJM 的 


度 角 等 于 ; 
0 6 
+ 于 各)= 和 + 名 = 

由 此 看 出 ， 是 这 人 心 本 M 的 切线 。 ey 
加 让 多 NM 违 JKN 避 居所 可 的 功夫 ,于 是 天 多 MN 就 法 

上 面 求 出 的 作 心 膀 线 的 切线 的 法 则 ,也 可 根据 运动 学 得 出 。 我 们 知 章 ,普通 平 
面 上 一 个 不 变 季 的 运动 ， 在 每 个 葵 定 的 瞬 上 时， 如 同和 绪 一 个 不 动 的 点 〈 星 时 中 心 ) 转 
动 ;关上 一 般 褒 来 这 个 瞬时 中 心 的 位 置 随时 在 变 。 在 加 111 所 示 的 情形 中 , 演 动 图 
与 不 动因 的 切 点 N 是 瞬时 中 心 ,于 是 点 灶 运动 的 速度 在 党 这 心 腑 钱 的 切线 方向 ， 


@ 在 [so] 中 ,这 两 条 直 粮 是 抚 2 与 ON (加 99)。 
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这 个 切线 垂下 于 MN，, 就 是 MN 是 这 心 腑 线 的 法 线 , 而 它 的 生存 到 Ni 是 这 心 腔 栈 
的 切线 。 由 这 观点 来 看 ,， 上述 作 切 线 的 法 则 , 适用 于 较 普 温 的 曲 钱 ,只 要 这 曲线 是 
当 一 个 图 周 在 任何 一 条 曲线 上 滚 时 , 图 同上 一 点 画 成 的 轴 汪 就 成 。 

85. 卡 西 尼 器 形 厂 与 双 和 组 禾 ”说 点 肛 到 两 个 定点 三 与 的 路 离 的 姜 积 是 
个 和 常量: 

FM .FM 一 b2) 

这 样 的 点 到 的 几何 轨 杰 呈 做 卡 西 足 九 形 线 。 

站 ;的 长 广 记 作 24， 取 太太 所 在 直线 作 极 轴 , 线段 本 的 中 点 作 极点 。 

由 三 角形 OU 与 0MF， (图 
112) 得 到 : 

FM?= 9 十 C2 十 ECY Cos 0, 

Ti 一 42 十 a2 一 24r cos 6。 
na 把 这 两 个 发 达 式 代入 上 面 的 公式 
114. 中 ,两 边 乘 方 , 骨 燃 过 初等 变 摸 ,得 到 : 


rt— 2a2r? cos 20 十 0 一 六 一 有) 


由 此 : 
92 一 ba COS 20 十 AAA at cos? 20— (at— bt) 
加 112 表示 对 应 于 2 <b2 与 a2> 由 丙种 情形 的 图 形 ; 并 且 第 二 个 情形 对 应 的 
曲 研 是 两 个 分 开 的 封闭 曲线 。 我 们 只 比较 详 釉 地 考 卡 一 种 最 重要 的 情形 就 是 
2=b4 时 ;这 时 所 对 应 的 曲 嫉 叫做 双 粗 线 , 它 的 方程 是 : 
+*2= 2 060S 20 


由 这 方程 ,具有 当 cos 2 之 0 时 ,就 是 9 在 
37 8 了 
[EC 
这 些 区 关中 的 一 个 区 关上 时 ， r 才 有 实数 值 , 并 且 当 90 二子 泛 ， 字 ， 谍 时 ,+ 等 于 


千 。 

根据 这 些 科 广 , 不 难 作出 则 厂 ( 回 
113) 。 

这 曲线 在 点 0 目 交 ， 看 厂 表 示 曲 
钱 的 两 支 在 交点 0 的 切线 。 求 双 糙 钱 
的 方程 的 两 边 对 6 的 导数 ,得 到 |: 
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27Yy1 一 一 4a3sln 20 


r 
由 此 
os _ CE 
人 1 2a3 sn 20 2casin20 | ctg 26=g +20) 
T 
一 一 十 20 
i 5 二 


根据 公式 (39) ,由 极 华 标 化 为 直角 坐标 ,就 有 : 


vs y 
72 二 2 十 2， DO ;} SIN0 一 二。 
六 


双 插 如 的 方程 可 以 写成 : 
r=—2a2(c082 0 — sin2 0); 
把 上 面 物 用 达 式 代 入 过 裘 达 式 中 ,得 到 双 程 钱 在 直角 毕 标 的 方程 : 


2 一 1 


2 WU2 一 Da3 
ry 一 < zy 


或 
(X24 十 02) 3 = D3 (wa wii V3) 9 


由 此 堵 出 , 双 粗 灾 是 一 个 四 次 代数 曲 钱 。 
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$ 8， 积分 学 的 基本 问题 与 不 定 积分 
86 不定 积分 概念 微分 学 的 基本 问题 之 一 , 是 求 答 定 而 数 的 导 


数 或 微分 。 

积分 学 的 第 一 个 基本 问题 是 一 个 相反 的 问题 ,就 是 求 一 个 画 数 ,使 
它 有 痊 定 的 导数 或 微分。 

县 答 定 一 个 未 知 夯 数 Y 的 导数 

y =f (2) 

或 微分 dy=f (2%)dr, 

若 画 数 卫 (z) 以 烙 定 的 画 数 (2) 为 导数 ;或 以 (2)az 为 微分 , 草 
大 (z) 叫 做 Fo) 的 原画 数 。 

例如 ,车 f (2) = ， 
则 显然 , 了 (2) 一 豆 吧 是 一 个 原 夯 数 。 

实际 上 ， 


设 我 们 求 出 答 定 的 画 数 f(z) 的 任何 一 个 原 男 数 所 人)， 它 以 .co) 
为 导数 ,就 是 满足 关系 式 z 
FP' (2)= f(r), 
因为 任意 一 个 常量 C 的 导数 等 于 雪 ,我们 也 有 :; 
Le) 二 CO] 一 五 (2) =f(2), 
. 就 是 ,除了 了 (2) 之 外 ,了 了 (2) 十 C 也 是 (2%) 的 原 汞 数 。 
(194) 
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让 此 推 知 , 若 是 一 个 求 原 西数 的 问题 有 一 个 解 , 旭 宛 就 有 无 穷 多 个 
另外 的 解 ,这 些 解 与 所 说 的 解 只 潍 一 个 任意 常数 项 。 还 可 以 证 明 ,这 些 
解 就 是 这 个 问题 所 有 的 解 ,就 是 : 

车 万 (2) 是 欠 定 的 丽 数 (4) 的 任何 一 个 原画 数 , 妈 任 何 别 的 原 夯 
数 具有 形式 : / 

FL)+O, 
其 中 C 是 -一 个 任意 常量 。 、 
实际 上 , 座 F(z) 是 任意 一 个 丽 数 ,以 了 (7z) 为 导数 ,于 是 : 
Fi (w) =f(%);: 
另外 ,再 考 碟 一 个 画 数 了 (4) , 也 以 jz) 为 导数 ,于 是 : 
F"' (8%) =f (7).。 z 
由 前 一 个 等 式 减 去 这 个 等 式 ， 得 到 : 
Fi(g)— P(g) = [Fs) —F (2)]'=0, 
因此 ,根据 已 知 的 定理 [63] : 
Fi(g)—F(2)=0, 
其 中 C 是 一 个 常量 ;于 是 证 完 。 

这 里 得 到 的 烙 果 还 可 以 写成 : 若 两 个 夯 数 的 导数 (或 微分 ) 恒 等 , 则 

这 两 个 本数 只 六 一 个 售 数 顶 


A we et 


f(s)qdz 的 不 定 积分 , 记 作 
| fa 
并 且 , 西 数 了 (2z) 叶 做 堆积 丽 数 ,而 了 (2)dzw 叫做 被 积 表达 式 。 
求 出 任何 一 个 原画 数 了 (zw), 根据 以 上 所 壕 , 可 以 写成 : 
|f(Wadr=F (0) +0) 
其 中 C 是 任意 常量 。 
现在 我 们 讨 不 定 积分 的 力学 与 几何 的 解释 。 积 有 速度 对 于 时 间 的 
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分 析 关 采 式 : 
| = 人 的， 

要 求 路 程 。 对 于 时 人 的 表达 式 ， 因为 沿 葵 定 轨 道 运 动 的 点 的 速度 是 路 


程 对 时 浊 的 导数 多 ,于 是 问题 归 精 为 求 /的 原画 数 ,就 是 


BAL 


我 们 得 到 , 彼此 相差 一 个 常数 项 的 无 穷 多 个 解 。 这 个 答案 的 不 定 
性 是 由 于 我 们 没有 规定 路 程 s 由 什么 地 方 算 起 。 例如; a 
加 速度 运动 ) ) 划 对 于 s 我 们 得 到 表达 式 : 


;= +vot+ 0 z (I) 


不 难 鞭 证 ,表达 式 (1 ) 对 t 的 导数 与 输 定 的 表达 式 w= % 十 oo 僵 癌 。 如 
十 找 们 狗 定 , 路 程 * 由 ==0 时 运动 点 所 在 的 位 置 算 起 ,就 是 , 洲 当 t=0 
时 ，s 一 0; 则 我 们 应 当 在 公式 ( 工 ) 中 融 常 量 C= 0。 在 上 面 的 讨 稚 中 ， 
芒 们 不 用 字母 x, 而 用 t 珊 示 自 变 量 。 当 然 ,这 在 实质 上 是 没有 关 鞭 
的 。 

二 在 末 清 求 原 夯 数 的 赔 题 的 几何 解释 。 关系 式 y' =f Wa 未 


知 原 夯 数 
yy 一 上 (2) 


的 固形 ,或 者 论 积 分 曲 钱 ;是 这 样 的 曲 贸 , 当 2 汉 任 意 一 个 值 时 , 尼 的 切 
线 有 痊 定 的 包 率 : 2 
7 y=/f(o),。 (3 _ 1 才 
痪 旬 话 说 , 就 是 , : 要 求 一 条 曲线 , 当 上 Be 
5 取 任意 一 个 值 时 , 这 曲 米 的 切 阐 方向 ” 
由 关系 式 (2 ) 藉 定 。 若 作出 一 条 这 样 的 多 一 一 
积分 曲线 , 荐 把 宅 平 行 于 OF 轴 任 意 移 。 | 过 半生 
动 一 段 时 , 如 此 得 到 的 所 有 的 曲线 ,在 -一 
取 网 一 个 值 时 ,有 互相 平行 的 切线, 与 最 加 “114， 
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ER Ear .和 -TI era ee 


急 的 曲 厂 一 样 , 科 府 都 是 y= 了 (Xz) (图 114)。 上 述 的 平行 移动 相当 于 
把 常量 C 加 到 绝 坐 标 上 去 ， 于 是 作为 这 个 问题 的 答案 的 曲 著 的 一 般 方 
程 束 是 : 
y= P(g)+0, (3) 

为 要 完 公 确定 未 知 积分 曲 厂 的 位 置 , 亦 就 是 求知 原画 数 的 表达 式 ， 
应 当 粹 出 这 个 积分 曲线 必须 钨 过 的 任何 一 个 点 , 这 样 的 点 可 以 是 与 
任何 一 条 寿 行 于 07 轴 的 直线 

VW = to : : 
的 葡 点 。 这 样 给 就 相当 于 , 当 2 二 x 时, 稳定 未 知 砂 数 的 惹 值 yo, 把 这 
初 秆 代入 方程 ( 3 ) 中 ,就 得 到 确定 任意 常量 0 的 方程 : 
yo= 7 (00) 十 局， 
于 是 , 澡 足 补充 的 彻 怒 条 件 的 原 图 数 就 是 : 
y= 2) +E (80)]o 

在 广 不 定 积分 的 性 质 与 原 图 数 的 求法 之 醇 , 我 们 先 比 积分 学 中 第 
二 个 基本 问题 ,以 及 家 与 上 述 第 一 个 问题 ( 求 原 加 数 的 问题 ) 的 如 系 。 
以 下 涝 一 个 新 的 概念 , 就 是 定 积分 的 概念 。 为 要 自然 的 引信 这 个 新 概 
念 ,我 们 由 址 党 的 面积 的 表示 靶 开 始 ,并 由 此 推出 定 积分 概念 与 不 定 积 
分 概念 的 连 系 。 如 此 , 下面 两 节 中 所 用 的 理由 ,是 以 直 党 的 面积 的 表示 
法 为 基础 , 关 不 是 这 个 新 闻 题 的 严格 的 证明 。 玩 秀 上 严格 的 建立 积分 
学 基 破 的 方法 ,在 [ 品 ] 最 后 仿 远 。 至 于 它 的 完整 的 理 芥 , 义 述 在 本 章 之 
末 。 

871 ， 定 积 分 为 积 的 极限 ”在 平面 OF7 上 画册 砍 数 了 (x) 的 图 形 ， 
并 卓 我 们 串 为 这 个 网 形 是 一 条 整个 在 0X 轴 以 上 的 过 稿 曲 线 ， 就 是 静 
为 ,这 图 形 及 有 的 条 坐标 都 是 下 的。 考虑 界 于 0X 朝 , 这 个 图 形 , 以 及 
内 个 克 坐 标 2=4,， 7=0b 之 章 的 饭 积 So 图 115) ， 我 个 散 法 求 出 这 据 
面积 。 为 此 用 点 : 


es De <20-1 忆 0 一 昌 站， 
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把 区 出 [a, 四 分 为 % 个 部 分 。 


加 ”115. / 加 416. 
所 孝 卡 的 面积 Su 就 稚 分 为 入 个 限 条 ,第 上 条 的 底 长 是 (2 一 wi-1)。 
用 zr 与 放 ; 各 记 泵 数 f(z) 在 区 各 [zx-1,， zx] 上 的 最 小 值 与 最 大 值 ,就 
是 , 这 图 形 在 这 区 疯 上 的 最 小 灯 坐 标 与 最 大 徐 坐 标 。 每 一 条 的 面积 在 
两 个 矩形 面积 之 疯 , 这 两 个 短 形 都 以 [zx 一 zx-11 为 底 ( 图 116) ,各 以 mx 
与 区 xz 为 高 。 它 们 各 为 这 一 条 的 内 接 与 外 接 和 矩形 。 如 此 , 第 条 面积 
的 大 小 训 在 所 这 两 个 乱 形 面积 ， 亦 就 是 两 个 数 
Mr (Wh — Det) My (Wp Phi) 
之 肚 , 所 以 , 全 部 所 考虑 的 面积 So， 就 在 所 有 如 上 所 述 的 内 接 和 托 形 面 
积 的 和 与 外 接 短 形 面 积 的 和 之 骨 , 就 是 So 在 和 : 
8 一 IT 一 Q) 十 (2 一 02) 十 十 ap 一 2 1 十 
Tm Wn na) ma (0 — 1) , 
Ss,= Mi(@—0) + Mw mT) + 二 M(t m1) + 
+ Mi ) (0 — i) 

之 同 。 I 
如 此 ,我 们 就 有 不 等 式 : : 
2 As 和，。 (5 ) 
现在 对 于 每 一 条 ,任意 作 一 个 中 阅 短 形 ， 
以 (2 一 Zp-1) 为 压 , 以 区 并 [wri, rx] 上 和 任何 一 
点 bi 对 应 的 炊 坐 标 了 (如 ) 为 高 (图 117)。 考 《 Yops So 

虞 这 些 中 辣 短 形 的 面积 的 和 : 加 117， 


(4) 
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Sn=f (61) (m1— 0) +f (E39) (2 一 2) 十 … + (Ei) (Ts — Tr-1) 十 
十 大作 TD) (Wni— Ts) +f (En) (0 一 加 -1)。 《6) 
序 面 和 ob 一 样 ， 人 
的 和 之 关 ,就 是 ,我 们 有 不 等 式 : 
sr,<H CH (7) 
现在 将 区 阐 分 割 的 部 分 数 % 无 限 寺 加 ,并 且 使 差 (84 一 zx-1) 中 最 大 
的 趋向 雾 。 因 为 由 条 件 画 数 , 帮 2) 是 过 楼 的 , 则 当 区 沿 [wx-t zwj 之 长 无 
限 减 小 时 , 夯 数 jc) 在 这 区 阅 上 的 最 大 值 与 最 小 值 之 差 ( 及 :一 mx) 就 
趋向 雾 ， 而 与 在 整个 区 骨 [c, 5] 上 的 位 慎 无 关 ( 连 种 画 数 性 质 [36])。 
如 此 , 洛 我 们 用 s, 表示 六 . 

Mim Mga— me) 一 
中 最 大 的 数 , 则 如 上 所 述 取 术 限 时 ，s， 趋向 雳 。 现在 我 个 确定 外 接 算 
形 面 积 的 和 与 内 挡 年 形 面积 的 和 之 差 ; 

Ss—8s = (Mi—mm1) 2 一 0) + (Ms—ms) (oa 一 24) + 
1 (ME— mx) (Vr — Pri) + + (M,C— mn) (0 — wn-1), z 
由 此 , 用 s 藻 代 所 有 的 着 (Mx 一 mx)， es 二 所 有 的 差 (wx 一 Tp-1) 都 是 
正 的 ,了 于是: 
六 一 SSn(0i 一 和 ) 十 sa(0e 一 0 十 … 十 SO 一 0 十 … 十 
+ en(b—wn1), 谨 


就 是 ， | 
Dn— 3s En[ (m1 m6) (Va— 1) + (Wm Ve 1) ml Oe) = 
=8,.(0— 0), 
如 此 ,我 们 可 以 写成: 
OR<D, Re —0), 
艳 是 


lim (S,— 8n) =0, z a 
从 娘 一 方面 看 ,对 于 任 苇 的 m%， 我 们 有 : 
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8 < 去 AN，， (9) 
并 且 面 积 So 是 一 个 确定 的 数 。 由 公式 (8 ) 与 (9 ) 幸 接 推 知 ,面积 So。 
这 个 量 是 s 与 9, 的 共同 标 限 : 
lim 和 一 jn 及 一 人 。 

从 太一 万 面 因为 中 阐 短 形 的 面积 的 和 =" 在 s, 与 5 之 阅 , 于 是 它 

也 应 当 趋 问 面 积 9o，, 就 是 
lim 一 8。 

这 个 和 5; 与 s, 及 比较 起 来 更 为 普 还 些 , 因为 这 时 我 们 可 以 在 
区 天 [zx-iy， zx] 上 任意 选择 &, 特别 是 可 以 取 f(&x) 等 于 最 小 雁 坐 标 
mz 或 最 大 内 坐标 以;。 

这 样 选择 的 语 , 和 bn 就 成 为 和 sw 或 。 

电 以 上 的 考虑 ,我们 得 到 : 

车 画 数 (2) 在 区 尚 [4a, 悦 上 速 炉 ,我 们 用 点 : 


ea 


| rr 


值 ,算出 对 应 的 两 数值 f(6x), 再 作 和 : 
3 f(x) (Wr — Lp_1) D,， (10) 
荐 当 区 间 分 制 的 部 分 数 n 无限 增 加 ,而 六 (zx 一 zi-!) 中 最 大 的 无 限 减 小 


的 图 形 与 两 个 炊 坐 标 z=4, z==5 为 看 的 面积 。 
” 上述 的 村 限时 做 丽 数 f(z) 在 下 限 z=4 与 上 限 z=6 之 间 对 自 变 
量 x 所 取 的 定 积分 , 井 且 放 作 : 


| f (wa. 
注意 3 当 差 (wx — We1) 中 最 大 的 无 限 北 小 时 ,和 (10) 的 请 距 / 存在 


中 条 号 2 fe (zx 一 Zky-1) 是 和 (6 ) 的 简单 庄 法 。 
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一 


这 件 事 , 可 归 灶 为 如 下 的 断 疆 : 当 任意 输 定 正 数 。 时 ,就 有 这 样 的 正 数 
0 存在 使得;, 当 所 有 的 ( 正 的 ) 疼 (一 26-1<0, 而 6x 是 区 阐 和 [wi op 
上 任何 一 点 时 ， 
lA 3 f (Ex) (Lr— Tp-1) | < eo 

这 个 极限 了 就 是 定 积分 。 

以 上 我 们 假 丽 丽 数 fj(z) 的 图 形 整个 在 OX 轴 之 上 ,就 是 这 图 形 所 
有 的 移 坐 标 都 是 正 的 。 现 在 考 上 处 
一 般 的 情形 ,就 是 这 图 形 的 某 些 
部 分 在 0X 轴 之 上 ,而 其 他 部 分 

ee 在 OX 朝 之 下 的 情形 (图 118) 。 

图 ”118. ”车 在 这 情形 下 ,我 们 作出 和 
(6 ), 姑 对 应 于 在 04 轴 之 下 的 一 部 分 图 形 , 得 到 的 项 (ExX V4 一 -1) 
就 是 俩 的 ,因为 差 wx 一 你 - 切 是 正 的 ,而 後 坐标 .六 是 供 的 。 

这 时 到 榨 限 ,得 到 的 定 积 分 ,是 这 样 的 总 面积 ,其 中 0 革 轴 上 的 面 
积 算 正 的 , OX 灿 下 的 算 负 的 ,就 是 ,在 一 般 情形 下 , 定 积分 


| Fun 


痊 出 界 于 OZ 轴 , 丙 数 (2) 的 图 形 与 纵 华 标 z=4, 2= 之 剖 的 面积 的 
代数 和 。 这 时 , 在 0X 轴 之 上 的 面积 取 正 号 , 在 0X 轴 之 下 的 取信 
3 

以 后 我 们 将 漂 到 ,不 仅 是 在 算 面 积 的 问题 中 要 求 像 (6 ) 这 种 和 的 
极限 , 而 是 在 很 多 的 , 各 种 各 样 的 自然 科学 的 问题 中 , 都 会 出 现 。 现 在 
看 一 个 例 。 蔽 点 M 在 0X 轴 上 由 模 坐 标 + 二 4 运动 到 4%=5, 并 且 有 一 
个 治 0 于 轴 方 向 的 力 了 作用 在 这 点 上 。 洪 力 T 是 个 常量 , 草 当 点 民 
由 +=& 的 位 置 运动 到 >= 8 的 位 置 时 ,这 个 力 所 作 的 功 由 乘积 R= 
= 也 (5 一) 确定, 就 是 力 与 点 所 起 过 的 路 程 的 乘积 。 若 力 了 是 个 变量 ， 
划 上 而 这 公式 就 不 能 用 了 。 现 在 设 力 的 大 小 依 束 于 点 在 0 及 轴 上 的 位 


证 ,就 是 瑶 它 是 点 的 槛 坐标 的 画 数 了 =)。 
为 要 在 这 情形 下 计算 功 , 把 点 所 沟 过 的 全 部 路 程 分 作 若 干 段 : 
G 一 0<O<0< RMA = 0, 
有 目 考 虑 其 中 的 一 段 [ti, tj。 当 这 点 由 ww-1 到 zw 时 ,我 们 可 以 认 》 
作用 在 这 点 上 的 力 是 个 常量 ,并 上 且 宪 等 于 在 区 于 [wx_1, z 村 上 某 一 点 经 
的 力 的 值 f(6)。 所 以 在 [zx-1, zrj 这 一 段 上 , 我 们 得 到 功 的 近似 表达 
式 : z 
Rr~f (€ k) (Pk — Vk-1) ， 
于 是 对 于 全部 所 作 的 功 , 我 们 就 有 近似 表达 式 ;: 


RE~ b> f (€1) (Wr — Lk) o 


当 数 目 无 限 增加 而 差 (ze 一 zt-:) 中 最 大 的 无 限 减 小 时 , 取 极限 ， 
我 们 得 到 一 个 定 积分 , 它 葵 出 所 求 的 功 的 准确 值 / 


R=| f(s)de 


由 上 述 几 何 学 的 或 力学 的 解释 抽象 化 , 于 是 可 以 建立 画 数 了 (2) 在 
区 骨 4a<zx<0 上 的 定 积分 的 概念 , 就 是 像 (6 ) 这 样 的 和 的 极限 。 积分 
学 的 第 二 个 基本 问题 是 研究 定 积分 的 性 质 以 及 它 的 计算 。 若 f(z) 是 
给 定 的 而 数 , “=“ 与 *=0 是 粉 定 的 两 个 数 , 皮 定 积分 


6 
| ra 
是 一 个 确定 的 数 。 记 号 | 是 字母 8 的 变形 , 借以 指出 定 积分 是 由 一 个 


和 取 极 限 而 求 的 。 被 积 表达 式 f(z) dz 借以 指出 这 个 和 的 每 一 项 的 形 
式 是 Je) ( 欢 一 和 -1)。 定 积分 配 叶 下 的 字母 在 党 叫做 积分 变量 。 关 
于 这 个 字母 ,我 们 还 要 提出 下 面 一 点 。 我 合 已 汉 鹏 过 , 定 积分 的 值 是 一 
个 确定 的 数 ,自然 并 不 依 环 于 积分 变量 的 记号 xz, 所 以 我 们 在 定 积分 
中 ,可 以 用 任何 一 个 字母 记 积 分 变量 。 显然 , 这 对 于 积分 的 值 没 有 影 
响 。 积 分 的 值 只 依赖 于 f(z) 的 图 形 的 徐 坐 标 与 积分 限 <, 5。 拟 以 ; 自 


&8， 积分 学 的 基本 周 题 与 不 定 积分 
安 量 的 记 法 可 以 随意 ,例如 : 
[7 (war=| fa, 


积分 学 的 第 二 个 间 题 一 一 定 积分 的 计算 一 一 - 脉 面 上 看 是 一 个 很 复 
来 的 问题 ,要 作出 像 (6 ) 那 样 的 和 ,再 取 标 限 , 取 这 析 限 时 ,上 述 的 和 的 
项 数 无 限 增 加 ,而 每 一 项 都 趋 各 禾 。 此 外 , 表面 上 看 , 积分 学 的 第 二 个 
问题 与 第 一 个 问题 ( 求 给 定 夯 数 J2) 的 原画 数 ) 没 有 什么 关 肥 。 

在 下 池 中 , 我们 要 说 明 , 这 两 个 问题 彼此 紧密 的 违 柔 芍 , 若是 知道 


f(z) 的 原 丽 数 , 则 定 积分 | f(z)dz 的 计算 就 非常 简单。 


88， 定 积分 与 不 定 积分 的 连 系 ”我们 再 考虑 界 于 OX 填 , 丽 数 
F (四 的 图 形 与 继 坐 标 "=a, j= 之 内 的 面积 So,。 与 这 面积 一 起 我 们 
考虑 它 界 于 左边 的 移 华 标 go 一 v 与 一 个 可 移动 的 雁 坐 标 之 陪 的 一 部 务 ， 
这 个 可 移动 的 纵 坐 标 对 应 于 可 变 的 值 > (图 119) 。 这 面积 Ss 的 大 小 ， 
显然 依赖 于 右边 的 构 坐 
标的 位 置 , 就 是 , 它 是 
的 一 个 国 禾 。 这 个 量 束 
要 表示 成 西数 Po) 由 
下 限 & 到 上 和 限 2 的 定 积 
国 119. ”分 。 因 为 现在 字母 x 用 
作 上 限 , 为 避 品 相 混 ，, 我 们 用 另 一 个 字母 , 例如 与 记 积 分 变量 。 如 此 ， 
我 们 可 以 写成 * 


E 


So= | fd, (11) 


这 里 我 们 得 到 一 个 有 可 变 上 限 的 定 积分 ,显然 , 它 所 代 求 的 量 是 这 
上 限 的 一 个 夯 数 。 现在 证 明 这 个 画 数 是 了 (2) 的 一 个 原画 数 。 为 要 计 
算 这 个 画 数 的 导数 , 我 们 先 考 虑 ， 对 应 于 自 变量 * 的 改变 量 4z, 这 男 
数 的 改变 景 4Sos 是 什么 。 显 然 : 
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4 一 面积 MMNN:., 
把 画 数 f(z) 的 图 形 在 区 网 


LZ，Z 十 42 上 的 最 小 绝 举 标 与 最 2 - 
大 禾 坐 标 各 记 作 mn 与 于。 图 120 Md 2 


上 用 较 大 尺度 画 出 Wai MNN; 的 __ 2 和 
47 为 底 的 矩形 之 内 ,而 把 以 四 为 “一 二 人 RS 
高 以 42 为 底 的 垂 形 包含 在 内 ， 
所 以 加 120， 
ML4OS Ma NM Ar,) 
或 ,用 zx 除 : 
48 


< <M, 
FF 


当 42 一 0 时 ,根据 夯 数 . 矿 w) 的 如 入 性 ， m 与 刘 这 两 个 量 趋向 一 
个 共同 的 极限 一 一 艇 坐标 计 1 放 = 了 (zw) 在 点 2 的 值 ,所 以 


lim ADee ~ f(2) 
r=»0 几 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 。 汪 昌 和 到 的 引 果 可以 过 如下 有 可 变 上 限 的 
定 积分 


站 7Oa 
是 这 上 限 的 画 数 , 必 对 这 上 限 的 导数 等 于 稚 积 下 数 有 (2) 。 换 句 疡 避 ， 
并 可 变 上 限 的 定 积分 是 芍 积 画 数 的 一 个 原画 数 。 
已 经 建立 了 定 积分 与 不 定 积分 的 速 系 , 我 们 现在 请 , 若是 知道 了 
下 的 任何 一 ` 原 男 数 过 人)， 如 何 可 以 计算 出 定 积分 
| fa 


的 值 。 我 们 已 经 说 明 ， 有 可 变 上 限 的 定 积分 也 是 Jz) 的 一 个 原 西 数 ， 
根据 [86j , 我 们 可 以 写成 : 
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z | (d= (8%) FO, (19) 


其 中 0 是 一 个 常量 。 为 要 确定 这 个 常量 ,我 们 注意 ,当面 积 Ss 右边 的 
纵 坐 标 与 左边 的 重合 时 , 就 是 z=4 时 , 旭 显 然 面积 值 为 雾 , 就 是 , 当 
z=a 时 ,公式 (12) 的 左边 等 于 雳 。 于 是 推 知 : 
0= 了 (4) 十 0O 就 是 0O= 一 了 (@)。 
把 求 出 的 0 的 值 代入 (12) 中 ,得 到 | 
| TO&=ZRe) 一 PC。 
最 后 ， i 岂 一 0 ， 就 有 : 
[f(a= Fd) _Fla) 或 | f(w)dr=F(0) _F(g). (18) 
如 此 ,我 们 得 到 下 面 这 个 通过 原画 数 的 值 表达 定 积分 值 的 基本 法 
则 : 定 积分 值 ,等 于 牧 积 面 数 的 一 个 原画 数 在 积分 上 限 与 下 限 的 值 之 
凑 。 
上 述 的 法 则 说 明 , 解 决 了 积分 学 中 第 一 个 问题 也 就 解决 了 第 二 个 
问题 ,就 是 求 出 原画 数 就 可 以 计算 出 定 积分 ,如 此 ,我 们 计算 定 积分 时 ， 
就 不 必 再 作 复 杂 的 求 和 与 取 概 限 的 演算 了 。 
例如 : 求 定 积分 
| X27 。 


寺 避 是 oz 的 一 个 原画 数 [86]。 


应 用 我 们 的 法 上 则 ,就 有 由 
| adz 一 于 中 | 到 了 1 
落 是 我 们 不 用 原 鲍 数 ,而 直接 由 定 积分 为 和 的 极限 的 定义 来 计算 它 , 计 算 就 复 
洒 得 多 。 用 点 : 


| 
ES 
号 “ 


0<1< <...<*-11 
| 1 J 天 


Q@ 郧 号 9(Z | 部 差 [9(b) -po)]。 
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把 区 击 [L0,， 1 分 为 % 等 分 。 如 此 ,我 们 就 有 % 个 区 天: 
0; 


其 中 每 个 的 长 都 等 于 二 。 作 和 (6 ) 时 ，, 取 每 个 区 并 的 左 端 作 tu， 就 是 ， 


1 2 
上 1 一 (0， a 0 "og En 


各 


所 有 的 差 wk 一 ze-i= 元 ， 注意 被 积 画 数 J(z) 一 玉 在 每 个 区 间 左 端的 值 是 
1 (8) =0, f (#2) 一 五 ， (一 三 (0) 一 -二 


我 们 可 以 写成 : 


1 a 

| T2072 = lim| 0 二 + 二 "二 + 入 "二 二 | 

0 ”ee 2 72 天 
四 


为 更 算 分 子 中 的 和 ， 写 出 一 列 很 明显 的 等 式 : 
人 
十 2) 二 1 于 3*2 寺 3,23 十 23 
(1 十 3)3 一 1 十 3 3 十 3.33 十 33 
[1+ (nn—1)]=1+3(n—1)+3(n—1)2+ (# 一 二 3?。 
逐 项 相 加 得 到 
23 十 33 十 … 十 让 一 (一 1) 十 3[1+2 十 … 十 (2 一 1 十 
十 3[12 十 22 十 … 十 (2 一 上 23] 二 13 十 23 十 十 (一 1)3。 
洽 去 等 式 两 边 的 相同 项 ,再 取 等 差 极 数 的 和 ， 可 以 写成 : 
TN nD [了 
由 此 ， 


2 二 ee a 1) 和 人 一 于 24 一 十) 
卫 十 归 十 十 一 也 2 一 一 二 7 


把 所 得 的 表达 式 代 人 (14) 中 得 到 ; 
1 hl) (2n—1) 1.,. EY 
| zadr = nm 一 一 一 一 一 一 一 “一 -一 in 1- 二 2- 三 )= 司 = 二 


(ag Drs 用 一 PE * 类 1 


弄 清楚 了 积分 学 的 基本 问题 以 及 它们 之 阅 的 关系 之 后 ,我 们 以 下 
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开始 考虑 积分 学 的 第 一 个 问题 ,就 是 , 畦 明 不 定 积分 的 性 质 以 及 蕊 的 求 
法 的 闲 题 。 

上 面 我 们 关于 定 积分 的 讨论 ,完全 是 根据 儿 何 的 理由 ,就 是 考虑 面 
积 Sos 与 Se。 特别 是 在 证 明基 本 命题 ,和 证 明 ( 6 ) 有 村 限 时 ,是 根据 
任意 连续 曲线 有 确定 的 面积 9m 的 假定 的 。 这 样 的 假定 虽然 明显 ,但 七 
不 是 严格 的 论证 。 这 问题 的 严格 的 分 析 方法 是 这 样 的 ;: 不 根据 几何 的 
解释 ,交接 用 分 析 方 法 证 角 , 和 


3 f (Ex) (Lr — zp-1) 


的 极限 8 存在 ,以 后 再 取 它 作为 面积 Ss 的 定义 。 我 们 在 本 章 之 未 再 
” 介 克 这 个 证 明 ,并 且 对 于 画 数 ,fo) 作 比 过 线性 更 一 般 的 假定 。 
还 要 提出 , 以 上 我 们 说 过 : 当 补 积 画 数 连 纺 时 , 定 积分 对 上 上限 的 导 
” 数 ,等 于 被 积 机 数 (在 上 限 的 值 ) 。 说 明 这 个 基本 命题 时 ,几何 解释 是 重 
要 的 因素 。 在 本 章 的 下 一 节 中 , 我 们 再 询 这 个 命题 的 严格 的 分 析 的 证 
明 。 由 这 个 命题 ,以 及 连 缠 画 数 的 定 积分 的 存在 性 ,就 可 以 肯定 任何 这 
纺 画 数 必 有 原画 数 ,就 是 ,有 不 定 积分 。 以 下 我 们 计 不 定 积分 的 基本 性 
质 , 上 是 只 限于 讨论 连 缠 画 数 的 不 定 积分 。 

在 急 述 定 积分 的 性 质 时 ,我 们 再 严格 的 证 明基 本 公式 (13) 。 如 此 ， 
就 只 剩 下 , 对 于 过 熏 画 数 ,和 (10) 的 极限 存在 , 这 一 件 事 还 没有 证 明 。 
二 面 训 过 ,这 个 我 们 留 在 本 章 之 末 再 证 。 

89. 不 定 积分 的 性 质 ”在 186] 中 ,我们 看 到 ,同一 画 数 的 两 个 原画 
es 这 是 不 定 积分 的 第 一 个 性 质 。 

， 闭 两 个 两 数 或 两 个 微分 恒 等 , 划 它 们 的 不 定 积分 只 能 差 一 个 党 
二 

反之 , 洲 要 上 验 让 两 个 画 数 只 差 一 个 常数 项 ,只 须 证 明 它 们 的 导数 
或 微分 ) 恒 等 。 

下 面 的 性 质 开 与 III, 可 以 直接 由 不 定 积分 为 原画 数 的 概念 直接 
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推出 。 也 就 是 :可 由 不 定 积分 
| Au 


等 于 被 积 表达 式 zc)ax 而 直接 推出 。 
开 ， 不 定 积 分 的 时 数 等 于 被 积 西数 ,而 它 的 微分 等 于 和 被 积 表达 式 : 


(| row) =7 (2); 中 faz=7lo)az。 (18) 
III， 与 (15) 一 起 ,我 们 还 有 : 
| 到 Daz= Po)+C， 
由 [50] ,这 个 公式 还 可 以 写成 : 
| az = Po+o， (16) 
由 此 ， 与 特性 II 速 合 起 来 , 得 到 : 若 弃 去 不 定 积分 等 式 中 的 任意 常数 
项 则 当 符 号 | 与 紧 接着 时 ,无 论 那 个 在 前 , 恶 个 在 后 ,可 以 消 掉 。 
IV， 常 因子 可 以 由 积分 号 下 提出 来 : 
| 47oaz=4| Fodz+ce。 7) 
VV ， 代 数 和 的 积分 等 于 各 项 积分 的 代数 和 : 
| towte) do udot [odw— [wde+t +0, : (18) 
公式 (17) 与 (18) 的 正确 性 不 难 证 明 , 只 要 求 出 两 边 的 导数 ,由 于 所 
得 到 的 导数 恒 等 , 就 可 以 相信 它们 成 立 。 例 如 :对 于 等 式 (17): 
(|47oaz) =4f(®), 
(4| raz+c) 到 4(|7c)az) 一 47(mw ， 


QD 有 时 后 面 的 任意 常数 项 ,了 解 作 包 含 在 不 定 积分 中 。 这 时 ,等 式 (17) 就 是 
| 4JGCD)az=4j7GD)ar 
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90、 最 障 积 分 表 ”由 最 简 导 数 公 式 表 ,倒转 首 序 ,就 可 以 得 到 下 面 
oa 


| pt"dp = +0 (mm* 一 1)， 
[ie vO, 


dg = |ede=e+0, 


| io Ce 和 
|sing de=—c0s 2+0, |o0s dz~sing+0, 


-0X _ tgw+0, | 一 Ctg w+0O, 


GOS Sin 


| 一 8TC 论 2% 十 C， | 二 -rosino+0。 


车 要 让 明 这 个 表 中 的 公式 成 立 , 只 要 了 断定 右边 的 导数 与 左边 的 被 
积 丁 数 恒 等 就 成 了 。 一 般 来 蕉 , 如 果 知 道 了 一 个 夯 数 的 导数 是 痊 定 的 
画 数 ,就 得 到 这 个 狂 定 的 画 数 的 不 定 积 分 。 但 是 一 般 情 消 下 , 禾 然 给 定 
的 夯 数 很 简章, 在 导数 示 中 也 不 见得 找 得 到 ; 于 是 , 积分 学 的 问题 比 微 
分 学 的 问题 困难 得 多 。 所 有 的 工作 ,在 于 衣 法 变换 稳定 的 积分 ,使 得 成 
为 最 简 表 中 所 含有 的 形状 。 

积分 的 变换 需要 生 轮 纯熟 ,应 用 以 下 所 主 的 积分 学 的 基本 法 册 , 作 
起 来 可 以 容易 些 。 

91. 分 部 积分 法 则 ”我 们 知道 , 若 v,v 是 z 的 任何 两 个 具有 连 种 
导数 的 夯 数 ,区 [501: 

Q(2O) 一 2 十 Oo， 或 UVU00 一 QQm) — vd 
根据 性 质 T, V 与 III, 由 此 我 们 推出 : 
| 4 dv= | [Go 一 0 Qu | +O= jacom) -| dut+-C = 
一 2 一 E ai 十 全， 
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于 是 给 出 分 部 积分 法 的 公式 : 
[udv=ww—| vdut0. (19) 


mr 


它 把 积分 judv 的 计算 化 为 | ? dv 的 计算 , 希望 后 者 可 以 比较 简单 


例 

1. | log sas 

此 处 屋 & =]ogz， dxz=d1， 
首先 有 : iu 一 纯 ， v=; 
由 此 ,根据 (19) : 


| 1og 7 0 一 2 log z 一 | > 空 +C=zlog 父 一 和 十。 


实际 计算 时 ,特定 的 变换 不 必 写 出 来 , 只 要 都 想 着 就 成 了 。 
2, |= zadz=| zerdaz=| mder=a20r—| eTdax2 一 


= zez-2| ezaz 
|« rdr= | zder=zer— |erde=aer er, 
最 后 栓 出 ， | er207 一 er[z2 一 2 二 32] 二 C。 
pb | singe sds= Jessinzde= | sa(~e0ss) = 
= zcosz— |(~eosd) ds?= —steo0s r+3 |z3ve0s rdz = 
一 一 X3 Cog 人 rd 十 3 | aa SIn 4 一 -meosz+3zasinz-3| sin zdz 
一 一 X3 ecosz+3z?sinz-6| sin war = | 
= N00sr+3r2sinc—06 jaa ~ bs xX) 一 


= 3 C08 TdT SN w+ Ox eos x~6|eos raAar= 


= Xtc0s r+dr sn z+6rc0os rz—6sinr+O, 
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这 些 例 中 所 讲 的 方法 ,可 以 普 静 用 来 计算 下 面 这 种 样子 的 积分 : 
| eg Pm" dT, [errede, |sin br* was, |eos br Tw"dey, 
其 中 mr 是 任何 的 正 整 数 ; 只 要 注意 , 当 痊 种 变 换 时 ,要 使 x 的 景 灵 降低 
直到 zo 为 止 。 
92、 换 元 法 则 。 例 ”有 时 引用 新 的 变量 1 替代 zz, 可 以 把 积分 
| f(g)qde 化 简 , 服 
=p(t), (20) 
为 要 依照 公式 (20) , 把 不 定 积分 的 积分 变量 换 为 新 的 变 是 f， 只 须 
把 税 积 表达 式 变换 成 用 新 的 变量 ; 来 表达 : 
| fr)dz=| ftp (1p' (airo, ”2D 
根据 性 质 工 [89] , 我 们 只 要 证 明 公 式 421) 左 右 两 边 的 微分 全 同 。 
取 微 分 ,得 到 :; 
a (| fo)ar)=f (0) de=f [oC]19' CG) at, 


d (| FIg (DIp' (Da | -jg 人 pr 人 dt 


有 时 , 反 过 来 用 : 
上 一 (O) ， VW ar=a 
来 代替 代 换 (20)。 
全 
所 J arth) na (m 半 一 1)。 
为 要 简化 这 积分 , 谢 


ar+b={t, adrx=at, dz 一 六 。 


代 大 到 所 给 的 积分 中 ,得 到 : 


Ls LE 1 (ar+b)mti 
Diar= tn dt= SE 一 Es 
| ea ==] i 0 
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友和 十 D ajJt a 三 


ER tg +0 
: 性 
1 (三 


二 
代入 t= 三 )。 
TT" 
Aax HL 二 
和 4. | -ATCHN 一 一 十 O 
A/ aa3 一 他 | -(2) : 
Ne 
5 | dx 
yj 


为 要 i 计算 这 个 积分 ,要 用 万 拉 的 状 换 ,我 们 他 炎 叙 述 如 下 。 由 公式 : 、 


ria=t— 一 2 上 一 2 十 A/ +o) 
引入 狂 变 量 如 


为 要 确定 z 与 dx， 我 们 取 乘 方 


ee 
Xx2 二 = 一 2 二 ~ 2 le 


- 9. 1 3 
VBTat— Me Hz 一 云 [1 十 马 ) 必 一 可 EE dt, 


把 这 些 代 入 所 答 的 积分 中 人 


| ax a 4 dt=| 守 = 
/Xia Be 2 t 

=logt+0=log (t+ r+a) +0, 

dar 

6， 积 分 | 


要 用 一 个 我 们 以 后 本 这 个 方法 是 分 解 饺 积 苹 数 成 部 分 
人 2 


分 解 修 积 贱 数 的 分 怀 成 因 式 弱 积 ; 


Tai= {rT—a) (r+a)s 


把 它 化 成 部 分 分 式 和 的 样子 ， 


1 4 8B 
1 T—a XxX+a 


为 要 确定 4 与 B, 通 分 肚 , 得 到 恒等式 : 
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sass 


i=A(r+a)+B{(r—a)= (4+B)ri+a(d -BB), 
当 z 取 任意 的 值 时 ,这 个 秆 等 式 总 成 站。 于 是 4 与 B 应当 由 条 件 
a(d—B)=1, A+B=0 
二 
确定 ,上 所 以 二 B=。 
和 取 后 得 者， 
] | 1 要 | 
ma 2alzr~a r+al’ 
| dr | Ax -| 对 |- 
wo 2allrz-a jd 


= 元 [log (z 一 @) 一 iog(z 十 g)] +C 一 亲 log 


TT 0 


(7 


7。 对 于 更 一 般 形式 
| mirthn 
23 于 DZ 十 9 


的 积分 ,如 果 把 被 积 疼 数 的 分 尽 配 方 ,可 以 化 成 前 面 作 过 的 形式 。 我 们 有 : 


i 要 . 3 
2 十 Dz 十 9 一 (2 十 瑟 ) 十 9 一 二 


4° 
骨 衣 2: t+ =t) 7 一 上 一 林 ， az=at, 
本 二 mz+n=m(t ~)+n=At+B, 


其 中 我 们 假 表 4=m, B=n ~ 一。 
最 后 , 假设 
9 一 条 一 十 ol 
A » 
其 中 应 当 取 ( 十 ) 号 或 (一 ) 号 , 全 屯 于 这 等 式 左边 的 符号 , 而 4 总 算 作 是 正 的 ;于 是 
我 们 可 以 把 所 输 的 积分 写成 : 


mzt+n At+B | tat | at 
2 十 DZ 十 0 | 人 和 t3 寺 ta" 


: 2 二 a2 
这 里 第 一 个 积分 立即 可 以 计算 ,如 果 亲 : 
t2+a=2; 2tdt=ds, 


央 ]; 


t at | 1 
| =| 芝 = 志 log 2 ee log (#3+a2), 


十 2 和 


第 二 个 积分 ,我 们 在 例 3( 十 ) 与 例 6( 一 ) 中 已 玻 作 过 。 
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83， 形 为 
| HH 
V7 pT+d 
的 积分 像 前 一 个 一 样 ,用 遂 方 的 方法 , 然后 分 为 两 部 分 。 我 们 用 全 7 中 的 记 法 ,所 


葵 的 积分 可 以 写成 : 
Mr pr+qg Virb 
ta 4 
= 人 A [y+ [ys (b=+e=9 了 )。 
”这 里 第 一 个 积分 可 以 用 摸 元 法 计算 ; 识 z 
t+b=s3, 2iadt=22d8, 
t dt gs dg 一 
则 er 2 =Jas=a=、 oe 
”第 二 个 积分 已 还 在 例 5 中 解 出 ,等 于 log (i 二 V+ 了 D)。 
”9。 类 似 的 可 用 配方 的 方法 把 积分 : | 
Varpe 
pe at 
先 化 成 ; 4 | 了 +B | 了 
利用 代 换 和 ?一 如 =s3， 就 有 : 
J VE-B+0,。 
第 二 个 积分 在 例 4 中 已 经 解 出 。 
10. | simzaz=| 一 Sr= 末 (zc 天 sm 和 z)+C= 


0 
[eo zas= -40522 d= 地 (2 十 池 sin 2z )+0= 
1 9 
= (r+sn seosr) 十 Co。 
11. 积分 |Varaa 


可 以 用 分 部 积分 法 作 : 
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[VTadr=r /mT -|sraV/ata = 


一 0AY 2 十 C -| 二 aro 
在 最 后 的 积分 中 被 积 事 数 的 分 子 加 减 a; 就 可 以 写成 : 
[vate Bra- [Votadet ol 


或 
ds 


A/ 2a 


2 | VHTads eV HFG+o | 
由 此 最 后 得 到: 
[Vatade=3 [eV HFatalog (z+ +0)j+O, 


93， 一 阶 微分 方程 的 例 ”在 [581] 中 我 们 考虑 过 最 简单 的 微分 方程 。 一 阶 微分 

方程 的 最 一 般 形状 是 
F(x, YY') 一 0。 

这 是 ， 联系 自 变 量 x， 未 知事 数 y 以 及 y 的 导数 y' 的 关系 式 。 平常 可 以 由 这 

方程 解 出 yy 于 是 号 成 : 
4 = (xr, Y), 

其 中 了 lz 切 是 x 与 y 的 已 知 图 数 。 

我 们 现在 不 考 卡 这 方程 的 一 般 情形 ,这 留 到 本 叫 第 二 和 餐 再 讨 , 现 在 只 绞 儿 个 简 

这 时 聊 数 了 (zx, 4) 可 以 表示 成 两 个 落 数 的 比 的 样子 ,其 

中 一 个 只 依 屯 于 z， 坊 一 个 只 依赖 于 Yy: 


J (2, Y) Eo 9 (22) 


因为 y'= 漠 ， 这 个 方程 可 以 写成 


y (WAY = 97) 7, 
于 是 方程 的 一 边 只 有 尼 出 现 , 另 一 边 只 有 y 出 现 。 这 样 作 法 叫做 分 离 变量 。 因为 


py yay=a|y(y) dy, va dz=ad|p(x) dx, 
根据 性 质 IL89]， 得 到 : 
vwavy=| owar+o, (23) 
由 此 ,作出 积分 ;可 以 确定 未 知 力 数 y。 
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例 1。 一般 化 学 反应 .车 用 4。 裘 东 反应 刚 开始 时 物质 的 量 , 而 > 卖 示 在 朋 
时 t 已 帮 起 反应 的 物 歇 的 量 ,我 们 就 有 [$1 方程 : 


i 
0 Ls (24) 
其 中 c 是 反应 常量 。 此 时 我 们 有 条 件 : 
Tto0=0。 (25) 
分 高 变量 ,4 得 到: 
-= dt, 
或 者 求 积 分 : 


=| cf 十 C3 —log(la—7)=ctt01, 


其 中 C1 是 个 任意 种 县 。 由 此 得 到 : 
da— i=e-t-C= Ce- ot 
其 中 C =e 2 也 是 一 个 任意 常量 。 它 可 以 由 条 件 (25) 确 定 ， 根据 上 面 的 等 式 , 当 
ti=0 时 ,得 到 4=0; 于 是 最 后 得 到 : 
X=a(1—e-°t), 

2. 二 和 严 化 学 反应 ” 设 在 一 种 瓷 疫 中 ,有 王 种 物质 ,在 反 应 开始 时 ,两 种 物质 的 
量 , 用 殉 分 耶 来 表 术 ,各 为 a 与。 再 敲 在 瞬时 握 两 种 物质 已 烃 超 反应 的 量 相等 ， 
我 们 识 作 zx, 于 是 剩余 的 量 就 是 4 一 + 与 b 一 zx。 

由 一 健 化 学 反应 的 基本 定 健 ,反应 进行 的 速率 与 这 些 蒋 余 量 的 清 积 成 正比 ,就 
pi 


= CR 


0 


Zitfc0 一 0。 
分 郊 变 量 , 就 有 : 
ax 加 
全 

或 音 求 积分 ， 

a i 
.， | (b—Zx) = 导 十 C3 » z (26) 
其 中 Ci 是 个 任意 贡 量 。 


为 要 计算 左边 的 积分 ,我 们 用 分 解 部 分 分 式 的 方法 ( 例 站 [92]: 


| 
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-和 + 卫 
(a—a)(b—7) 0 一 和 b-x 


一 4(b 一 切 + BG~7)=— (4+B)7r+ (A4b+ Ba), 


二 是 : — (4+B)=0,， A4b+Ba=1, 
_ npn +4 
由 此 4= De 
所 以 
Cr La fi] 1 b—2 
(| :|= 8 2。 
y yy 代入 (26) 中 ,就 有 : 
log 2 一 2 (bont+ (Bay0,, 
Qa—1 
DT eld-akt, 
da 
其 中 C=ew-e)ci。 
于 是 ,没有 任何 困难 ,就 可 以 确定 出 未 知 
0 . 图 数 zx。 
7 » 


/ 请 车 考 自己 解 5= 的 特殊 情形 ,在 这 种 
漳 ”121. 情形 于 ; .上 公式 失去 车 义 


议 并 (zx) 分 是 未 知 曲线 上 一点 。 由 图 能 有 : 
山 一 C 一 0 


让 
| 二 ,过 
tga-tg8 Tz 


tg w=tg (a—0) = i 
1+teatge a y° 
2 


为 计算 方便 起 网 ,能 作 


通 分 母 ,把 得 到 的 微分 方程 号 成 : 


THYyY 一 GO 一 切 ， 
或 ;两 边 履 以 dz: 
rar+yady=a(rady—ydxr), (27) 
老 取 0X 朝 作 极 轴 ,坐标 原点 0 作 伍 点 , 由 直角 坐标 2 y 化 为 要 坐标 +，9, 这 
Q@ 和 焉 两 条 曲 炎 的 交点 , 它 倘 的 切 绪 的 交角 ,普通 由 做 这 两 条 则 粮 的 交角 。 
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个 方程 就 很 容易 积分 。 由 [82]: 
2+y?=+3, 0=arcte 之 ， 


丁 是 : 


二 


rdriydy=rd?r, “ rT 
方程 (27) 就 可 以 号 成 下 面 的 样子 : 
r ar or2ad0 a qd, 
求 积 分 ,就 有 : 
logr?+=a6 001， ?+ 二 Cew， 其 中 C= 二 e0， 
这 里 所 得 到 的 曲线 中 做 对 数 螺 线 [83] 。 


$ 9， 定 积分 的 性 质 
94， 定 积分 的 基本 性 质 ”我 们 主 过 , 定 积分 
| fa 
是 和 : 
PED mea) (terre) 


的 株 场 。 
这 里 我 们 算 作 a<0, 于是， wr_1 达 Wko 


J AY LY YA 


(1) 


(2) 


车 4>0， 则 定 积分 (1 ), 仍 可 以 像 以 前 一 样 ,定义 为 和 (2) 的 杠 


限 , 不 过 这 时 只 是 : 


a=80>m> ra > mp D> >= 6, 
就 是 所 有 的 差 zx 一 zx-1 都 是 负 的 。 若 题 倒 上 下 限 4 与 5, 就 是 把 a 算 
作 上 限 ， 2 算 作 下 限 , 居 中 半分 点 wx 须要 算 作 依照 相反 的 顺序 ,于 是 和 
(2 ) 中 所 有 的 盖 (z4 一 z4-1) 变 号 , 因此 这 个 和 以 及 它 的 极限 也 变 号 , 就 


是 
| yaz= -| Je)an。 


(3) 
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此 外 ,由 于 定 积分 可 以 解释 作 面积 ,自然 算 作 
| ro)az=o。 (4) 
还 要 提出 一 个 等 式 : 
| ade=2—a。 (5) 
实际 上 ,这 时 ,对 于 所 有 的 值 , 袖 积 画 数 等 于 1, 有 
| ,adelim[ (m0) + (os ~o01) + : 


十 (Wn-1 一 Dn) 十 (6 Ra) 
但 是 方 括号 内 是 一 个 常量 5 一 a。 显然, 表达 式 (5 ) ,给 出 以 2 一 2 为 底 ， 
高 等 于 工 的 甜 形 的 面积 [7] 。 
现在 列举 定 积分 的 性 把 如 下 ,由 以 上 所 壕 , 我 们 可 以 直接 写 出 前 三 
个 性 质 : 
TI， 上 下 限 相 同 的 定 积分 等 于 雾 。 
I， 频 倒 定 积分 的 上 下 限时 , 稳 对 值 保持 不 变 , 只 是 变 号 : 


| oaz=-| .foan。 


当 g<b 时 ,应 用 这 个 性 贤 可 以 计算 由 2 到 4 的 定 积分 ,自然 ;右边 

的 积分 算 作 存在 。 
HI， 定 积分 的 值 不 依 顿 于 积分 变量 的 记号 : 
| foaz=| fa 

这 个 在 [87 中 已 经 库 过 。 : 

以 后 ,如 果 不 特 别提 出 ,我 们 考 感 的 画 数 算 作 在 积分 区 间 上 是 连 急 
的 。 

IV ， 著 有 一 刻 数 

a, b,c, ,k,l, 

依 尾 何 顺序 排列 , 旭 
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| fa-=| Face+| float + | flo)ds, (6 
我 们 只 证 明 有 三 个 数 4, 5, 6 的 情形 ,这 个 证 明 不 难 推广 到 任意 多 
个 数 的 情形 。 
先 设 4<5<c。 由 定义 推 知 
| f@ de=lim SFE (oa), 


并 且 无 论 把 区 间 [4, o] 怎样 分 法 , 只 要 差 (一 -1) 中 最 大 的 趋向 蛋 ， 
而 数目 ”无 限 增加 , 所 得 的 柱 限 是 一 样 的 。 我 们 可 以 把 区 央 [a, q 这 
祥 分 ,使 得 每 次 点 5 都 是 一 个 分 点 。 这 时 和 
f (61) (V1 — Bi) 
就 可 以 分 作 两 组 ,一 组 把 区 间 (c，1) 分 成 车 干部 分 , 另 一 租 把 区 于 (2，o) 
分 成 若干 部 分 ,并且 这 两 泪 的 部 分 数 都 无 限 培 加 , 而 差 (zz4-s) 中 最 
大 的 趋向 雳 。 这 两 组 和 各 自 趋 各 
| roaz，[ roa 
最 后 得 到 
| faz=lim 3 Fé) -md = | rdz+[ f (0) de, 
于 是 证 完 。 


培 在 识 b 在 区 渴 [4, 0] 之 外 ,例如 4<6c<5, 由 上 面 的 证 明 , 可 以 写 


|f 0)a0= | fo) dot | fjan， 
由 此 
| oai=| yaz- | Foaz。 
但 是 ,根据 性 质 开 我 们 有 : 
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-| aaz=| f(a, 
就 是 
| Pa pe | (oa 十 | a 
类 似 的 可 以 考虑 这 些 点 的 其 他 排列 情形 。 
V， 常 因子 可 以 由 定 积分 号 下 提出 来 ,就 是 
| Af(wade=A| Foaz， 
因为 ， 
| .4f 0dr=lin BD AFCE) -co-0= 
Ny > f (é) (Wy— ti) -4| f (mde, 
VI， 代数 和 的 定 积分 等 于 每 项 的 定 积分 的 代数 和 ,因为 ,例如 : 
[fC0) 90)]Jdo=limn DEE) -pI (a) = 


lim Sf G0) lim ey) = 


-| jaz-| ptoax。 
95， 中 值 定理 VII. 孝 在 区 间 [g, 5] 上 , 画 数 jz) 与 g(o) 满足 


f(t%) < (8), (7) 
~ , 
[fds<| adz G>q9， (8) 
简单 来 请 ,就 是 说 不 签 式 积分 后 保持 不 等 。 
作出 差 


| We -| fe)ar=| [9 (2) —f (72) las= 
lim [gE) FE) ms) 
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根据 不 等 式 (7 ) , 这 个 和 中 每 一 项 都 是 正 的 , 或 者 说, 至 少 不 是 负 
的 。 于 是 推 知 ,这 个 和 的 极限 ,也 就 是 这 两 个 积分 之 莽 , 不 会 是 久 的 ,由 
”此 推出 不 等 式 ( 8 )。 

再 由 几何 的 解释 来 看 。 先 发 两 
个 曲线 

y=f (2), y=9(%) 

都 在 0X 轴 之 上 (图 122) 。 这 时 ，0 
异 于 曲线 y= 2) ，OX 轴 与 区 华 122. 
标 2=a,z2=5 之 阅 的 图 形 , 整 个 在 界 于 曲线 y==g (2) 的 类 似 立 形 之 内 ， 
所 以 前 一 个 图 形 的 面积 不 大 于 后 一 个 的 面积 ,就 是 


| roazs| wa 


在 一 般 情 形 下 , 无 洽 所 痊 的 曲线 与 O03 轴 的 相对 位 填 如 何 , 只 慑 
茶 件 (7 ) 成 并 , 我 全 总 可 把 图 形 向 上 移动 , 使 得 两 个 曲线 都 在 OZ 之 
上 ,这样 移动 之 后 , 每 个 图 数 f (2) 与 g(z) 都 夫 加 同一 个 常数 项 c, 于 
是 两 个 图 形 的 面积 , 都 增加 了 以 一 4) 为 底 ， 以 6 为 高 的 一 块 矩 形 面 
积 ,所 以 其 差 不 变 。 

推理 若 在 区 肖 [e, 上 , 有 : 


fo) | 委 2(O) 委 好 (9) 
划 
| Foaz|<| plo) dv< M3—0) (6>0)。 (10) 
实际 上 ,条 件 ( 9 ) 相 当 于 : 


—-M<—9(2) f(r) <o(r) EM, 
求 这 个 不 等 式 由 a 到 2 的 积分 (性 质 VID ;再 应 用 (5 ), 得 到 : 
— Ma)< -| p(T) Aare | roaes| op (2)ar< M(b— a), 
过 吉 当 于 不 等 式 (10)。 
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设 p (z) = |f(x)|, 由 (10) 得 到 一 个 重要 的 不 等 式 : 
real<| eolas， (10,) 


我 们 知道 ,关于 和 的 性 质 : 和 的 和约 对 值 < 各 项 移 对 值 的 和 ,这 个 性 质 推 
广 到 积分 就 是 公式 (10,) 。 在 这 公式 中 ,只 有 当 7(o) 在 区 浊 [o, 5] 上 不 
变 号 时 ,一 ”号 成 立 。 

由 性 质 VI 推出 一 个 非常 重要 的 定理 : 

中 值 完 理 ”车 画 数 (2) 在 区 关 [cy 习 上 不 变 号 , 则 


| yp(oaz=7G9 | puedo, (11) 


其 中 上 是 在 区 闪 [a, 引 上 的 一 个 值 。 

为 确定 起 见 , 在 区 册 [c, 6] 上 算 作 wp(e)>0, 并 县 用 加 与 M 分 别 
记 jc) 在 区 间 [e, 如 上 的 最 小 值 与 最 大 值 。 因 为 

mf(%) NY 
(只 有 当 了 了 (2) 是 个 常量 时 ,两 个 = 号 才能 同时 成 立 ) ,而 且 9 (Ww) 安 0, 居 
mp(r) fr) pT) Mopr), 
根据 性 质 YL, 识 2>>0， . 
m| we)dazs | f(D pdr<M| we)ar。 


由 此 显然 看 出 ,有 这 样 一 个 数 卫 存在 ,满足 不 等 式 m< 了 < 用 , 使 
但 by bh : 
| Foe(e)az=P| wo)an。 (19) 


因为 画 数 f(z) 连 缠 , 所 以 在 区 疯 [4, 2 上, 宪 要 取 mw 与 放 之 阅 所 
有 的 值 , 自然 要 取 这 个 数 王 作 它 的 值 [ 呈 ] 。 所 以 , 在 区 阅 La, 和 -上 ,有 
一 个 值 5, 使 得 
"OO 
于 是 公式 (11) 证 完 。 
车 在 区 较 [4, 68] 上 ,9 (2) 0, 旭 - Yo) 关 0。 由 以 上 的 证 明 ,， 得 
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到 
》 6 、 
| rar-eoldz=7| [-w(Golan， 
提出 久 号 ,两 边 滋 以 (一 已 ， 就 化 为 公式 (11)。 
同 理 , 洁 一 4i 前 由 以 上 推 知 ; 


| fl0) 9 war=f (0) we(o)ar。 


把 两 边 积分 的 上 下 限 都 咎 倒 , 再 用 (一 二 乘 , 就 得 到 你 式 (11) , 如 

此 ,所 有 的 情形 都 已 起 证 明了 。 
特别 是 ,可 以 朗 9 (2) =1, 这 时 我 们 得 到 中 值 定理 的 一 个 重要 的 特 
[fdr=f (0) | do=f (8) 0-0), (18) 


定 积分 的 值 等 于 积分 区 竟 之 长 与 税 积 函数 在 积分 区 阅 上 某 点 之 值 
的 乘积 。 

若 &>b, 这 个 区 滑 之 长 应 当 带 (一 ) 号 、 这 定理 的 特殊 情形 的 几何 
”意义 就 相当 于 ,考虑 界 于 任何 一 个 曲线 , OX 轴 与 容 华 标 <=4, 2 一 6 之 
疝 的 面积 时 , 总 可 专 求 出 一 个 短 形 , 面积 与 仑 相等 ,并 县 这 个 竹 形 以 
心 一 四 作 底 ,而 高 等 于 这 曲线 y 
在 区 岗 [e 上 的 一 个 普 坐 标 
(图 123) 。 

不 难 证 明 , 在 公式 (11) 或 
(13) 中 出 更 的 数 5, 总 可 以 算 
作 在 区 霄 [4, 中 内 。 贺 123， z 

96. 原画 数 的 存在 性 YIILL. 若 一 个 定 积分 的 上 限 是 变量 , 划 这 积 
分 对 上 限 的 导数 等 于 被 积 夯 数 对 应 于 上 限 的 值 。 

注意 ,积分 


| .roaz 
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的 值 依 顿 于 积分 的 上 下 限 a 与 85。 考虑 积分 
| fas 
下 限 是 常量 a, 上 限 是 变量 2, 并 且 为 与 上 限 z 分 别 起 见 ， 把 积分 变量 
志 作 tt 这 个 积分 就 是 上 限 % 的 一 个 画 数 : 
F(z) -| fat (14) 


现在 要 证 明 A) (0), 


为 此 ,我 们 根据 导数 的 定义 [ 件 ], 计算 了 (zw) 的 导数 : 
dF (0) _ ji Fth) -Fe) 
dz h 


有 一 人心 
我 们 有 : 
Pioth=) 7Od=| fOrt+ | Wa 
(根据 性 质 工 ) ， 由 玫 : 
Plat -Fo =| FOu, LEH TE | FO 
应 用 (13) , 就 是 
T+ 
全 Fu- 
其 中 二 中 区 并 (z, 2 十 人 内 的 某 一 个 值 ,于 是 
Paes ep 0 
TT =f(E) 9 


当 太 趋向 需 时 ,这 个 数 专 所 在 的 区 沿 (z, 4 十 加 上 任何 一 个 值 都 赵 
向 2 根据 画 数 了 (2) 的 束 炽 性 , (&) 就 趋向 并 (2), 所 以 
一 im TtR) Ne) lim f(€) =f(%), 


池 h=0 
于 是 证 完 。 
注意 , 当 2=4& 时, 我们 可 以 限制 只 取 正 值 , 当 %=6 时 ,只 取 负 值 
(a<6) ,于 是 了 (x) 在 整个 (于 ) 区 天 te 5] 上 有 导数 fw)。 至 于 在 这 
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团 区 涪 两 端 时 ,导数 的 定义 ,我 们 已 经 在 [人] 中 诡 过 。 

由 这 个 牲 质 推出 一 个 车 果 [ 忽 ], 定 积分 了 (4) , 看 作 上 限 4 的 画 数 
时 ,在 区 阅 [a, 妇 上 是 连续 的 ,这 里 须要 算 作 F(a) =0.。 

可 以 看 到 ， 如 果 对 积分 (44) 应 用 中 依 定 理 , 就 得 到 F(2)= 
一 (86) (2 一 0) ;由 此 推 得 , 当 “一 ga 时 了 (2) 一 0 。 根 据 以 上 的 讨论 也 可 
推出 : z 

IX， 任 何 一 个 连 纺 画 数 必 有 原 范 数 或 不 定 积分 。 

汞 数 (14) 是 f(z) 的 一 个 原画 数 , 当 2%=4 时;, 它 等 于 零 。 

若 Zak2) 是 一 个 原本 数 的 表达 式 , 风 如 [88] 中 所 进 


| fo d= F160) — Fi(e). (18) 
97， 间断 的 被 积 画 数 ” 以 上 所 有 的 讨论 中 , 我 们 假 裔 稚 积 画 数 
je) 在 整个 积分 区 间 [a, 5] 上 是 速 种 的 。 
更 在 我 个 讲 儿 种 不 速 向 面 数 的 积分 概念 。 
车 在 区 浊 [c, 中 上 有 一 点 0, 在 这 点 堆积 面 数 F(z) 不 速 往 ,但 是 当 
任意 两 个 小 的 正 数 。' 与 ev 趋向 零 时 ,积分 
| fdr, | fod (a<d) 
各 自 趋向 确定 的 杯 限 , 划 这 两 个 株 恨 , 各 叫做 画 数 (2) 对 应 于 区 出 
(cs 6) 与 (6, 0) 的 宠 积分 ,就 是 , 羞 上述 极限 存在 , 划 
| Wao= 各 | f(a)do, 
| raz= im| 7oaz。 
在 这 种 情形 下 ,我 们 融 
| Araz=| raz+| flo) az. 


不 难看 出 , 公 却 (\]g 纪 所 定义 的 面 数 二 (2z) 有 以 下 的 性 质 : 
除 4=c 外 , 在 整个 区 章 [e, 8] 上 所 (wz) =f(g)。 了 (lw) 在 整个 区 并 
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[a, 杂 上 (包括 “在 内 ) 速 续 。 
车 点 。 与 区 天 [c, 眉 的 一 端 重合 , 则 只 须 考虑 两 个 极限 
b 所 一 此 
bm | fen, 到 上 fo 
中 的 一 个 。 
最 后 ,车 在 区 间 fe, 缮 上 不 速 续 点 。 不 只 一 个 , 旭 要 把 这 区 间 分 为 
洪 干 部 分 ,使 每 一 部 分 中 只 有 一 个 不 回炉 点 。 : 
根据 以 上 所 述 关 于 记号 
b 
| f@)an 
的 意义 , 性质 TIX 与 及 式 (15) 


[far= P00) ~ Filo) 


在 整个 区 渴 [4, 9] 上 ,包括 z=c 在 内 , F(z) 是 过 栋 的 。 
对 于 这 个 肯定 , 我 们 只 证 明 在 区 章 (a, ) 内 有 一 个 不 如 奈 点 e 的 
”情形 ,至 于 有 几 个 不 束 炳 点 或 是 c=4 或 了 时 ,可 以 与 这 个 完全 类似 的 
讨论 。 
因为 在 区 疝 [e, c 一 e] 与 [ec 十 e”, 5] 上, 画 数 f(z) 是 连续 的 , 所 以 
在 这 两 个 区 沿 上 , 可 以 应 用 公式 (15) , 于 是 就 有 : 


| flWar= P(e—e) —F(w), 
| fm)do=F1(b) —Fi(ct+e"), 
根据 (2) 的 连 各 性 ,我 们 可 以 写成 : 
|.7oe= lim [Pile—e) 一 ac)] 一 Eco) —Fi(n), 
| /waz= lim La — Flecie =F ~ fF(0), 
就 是 
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| (edz= | Floaz+| pC 
= [Fi(c) — Fi1(0)] +[F1(0) 一 Exi(c)] 一 LO ~ Fi(0) 


于 是 证 元 。 
从 几何 的 观点 来 看 ,所 考 店 的 情形 ,就 是 ,曲线 y=f (2) 在 点 < a 
于 这 出 订 的 面积 存在 。 例 如 , 考 巾 由 : 


当 0<2z<2 时 ， 大 (oo) 一 可 十 二 


当 2<x<3 时 ，j(o) =z 
所 确定 的 画 数 的 图形 ( 国 124) 。 界 于 这 | 
个 曲线; 0X 轴 , 秦 坐 标 x=0 与 可 变 继 
坐标 x 二 x 之 间 的 面积 是 x 的 一 个 连 焙 
加 数 , 纵 然 国 数 了 (zx) 当 x=2 时 不 速 编 。 
从 另 一 方面 看, 不 难 求 出 f(z) 的 一 个 原 
图 数 , 在 整个 区 间 [0, 3] 上 连续 。 这 个 
函数 Fi (z) ， 可 由 下 式 确 定 : 


= F, (4) = 和 十 他 ， 


1 
9 


当 2<x<3 时 ， (2) = 
实际 上 , 求 f(x) 的 导数 ,得 到 ,在 区 阳 [0, 2]. 上 ， 


Fi (2) = 各 十 元: 
在 区 并 [2, 3] 上 , Fi (2) =z。 此 外, 当 x%=2 时 ;由 雇 (%) 的 两 个 表达 式 得 到 同一 个 


值 2 所 以 F(z) 是 连篇 的 。 
界 于 这 由 线 ，0O 轴 , 与 炊 坐 标 X=0, 2z=3 之 并 的 面积 ,表达 如 下 ; 


| yaz=| yaaz+| fas= Fy (3) —71(0) =3, 
直接 考虑 图 形 ,不 难 相信 这 式 子 成 立 。 
再 考虑 一 个 画 数 y= (图 125)。 当 +=0 时 ， 它 成 为 co， 但 是 当 z 取 这 个 
值 时 , 它 的 原画 数 3z? 保持 连续 ,所 以 可 以 写成 : 


+1 


1 
TX “dr=dr = 一人; 
-1 -1 
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换 名 新 就 , 移 然 当 = 逼近 于 0 时 ,所 考 忠 的 曲线 移 向 无 穷 远 ,但 是 在 瘘 坐标 *= ~ 
与 +=1 之 间 , 它 有 完 人 确定 的 对 应 的 面积 。 

当 z=0 时 , 醒 数 十 的 原画 数 ( 一 二 ) 成 为 无 穷 大 。 在 这 情形 下 , 当 点 0 在 区 则 
(as 5b) 内 时 ,对 于 这 个 栈 数 不 能 用 公式 (15) , 曲 篇 二 在 这 样 的 区 关上 没有 有 限 的 
面积 。 


yy 
加 
44 
4 
yy 
YS y= 
-A gy 
-4 -3 -2 1 0 1# 2 3 & 
回 125. 
98. 无 穷 限 ”以 上 的 讨 答 可 以 推广 到 无 劣 区 间 的 情形 ,就 是 咒 
全 fodz= lim | Pe (16) 
| Fo)dz= lim | Pa, (17) 
如 果 这 些 檬 恨 存 在 的 话 。 


若 当 2 趋向 +ce 或 一 co 时 , 原 男 数 趋 癌 确定 的 栎 限 , 划 上 面 的 枚 
限 就 一 定 存在 。 我 们 把 这 两 个 榨 限 简写 作 了 (十 00) 与 所 一 00), 束 有 : 


| 7)az= im [Fs (5) — Pi(%)] 一 五 区 (十 co) — Fi(g) i (18) 
| f (2) adr = lm [F160)— Fa) = 了 (0 一 有 (一 co)， (19) 


| 7G)az=| Faa+| yo)az= 瑟 (+co) 一 史 ( 一 eco)，(20) 
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这 就 是 把 公式 (16) 推广 到 无 穷 区 尚 的 和 情 形 。 
关系 式 (16) 有 时 写成 如 下 形式 : 


Fr Pr 


从 几何 的 观点 来 看 ,上 迟 条 件 成 立 ,可 以 说 是 ,对 应 于 %-> 土 co 时 ， 
曲线 的 无 穷 支 有 对 应 的 面积 。 

如 此 ,我 们 把 以 前 对 连续 函数 与 有 限 区 阐 所 建 并 的 定 积 分 的 概念， 
推广 到 不 连 和 灶 画 数 与 无 穷 区 阁 的 情形 。 这 推广 的 要 点 在 于 , 先 计算 在 
一 个 较 短 区 间 上 连续 丙 数 的 积分 ,再 取 极限 。 如 此 得 到 的 积分 ,为 与 原 
来 的 区 别 起 网, 叫做 广义 积分 或 区 常 积分 。 

注意 ,有 时 ,不 圳 线 画 数 在 有 限 区 疯 上 的 积分 直接 具有 [94] 中 所 述 
和 的 极限 的 意义 。 我 们 以 后 再 法 [1161。 例 如 , 图 124 上 所 示 的 面积 就 
是 如 此 。 于 是 这 个 积分 并 非 不 正常 。 但 是 , 若 税 积 夯 数 在 积分 区 间 上 
不 是 有 界 的 (成 为 无 穷 大 ) ,或 是 这 个 区 阐 是 无 穷 的 , 剧 积分 就 不 是 正 沪 
的 了 。 

例 曲线 y= 了 二 当 z= 士 w 时 , 移 向 无 穷 运 , 而 它 与 0X 吉之 并 的 面积 是 
有 限 的 (图 126) ,因为 


| dz 一 Se 上 cg x 
-十 :好 S 


“= 要-( 一 至)=x 
i 2 2 


图 126. 
计算 这 个 积分 时 ,要 刘 住 画 数 are 霹 x 不 能 随意 取 这 个 多 值 画 数 的 值 , 而 如 
[2 和] 所 确定 的 ,只 取 在 ( -也 ) 与 ( + 部 ) 之 间 的 唯一 的 值 。 不 然 的 应 ,上面 这 式 子 就 
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失去 意义 。 

99， 定 积分 的 换 元 法 则 “发 /oO 在 区 六 [e, 5] 上 或 在 吏 广 的 区 半 
[4, B] 上 圳 模 。 再 设 画 数 p(t) 在 区 没 [x, 8] 上 单 值 速 粮 且 有 连续 的 
导数 ,并 且 : 
g(a)=0, (8)=0, (21) 

再 设 , 当 t 在 区 更 [a, 81 变 时 ，p ( 力 的 值 出 现在 区 肖 [z, 5]. 上 或 
较 广 的 区 间 [4, B] 上 , 在 这 区 沿 上 Fo) 是 连续 的 。 这 时 , 复合 画 数 
F fo (4)] 在 区 间 [a, 8] 上 是 上 的 -一 个 连 秆 丽 数 。 

在 上 述 的 假定 下 , 若 用 新 变量 ! 替换 2: 


v= 9(t), (22) 
则 定 积 分 变换 成 ; 
| yoaz=| yo]wDat。 9 
为 了 鞍 明 这 个 ,我 们 考虑 有 可 变 上 限 的 积分 : 
Fo)=) fay, PO=)| fio) 


根据 (22) , F(z) 是 t 的 复合 图 数 : 
Plo)=PIpt)]=| fay 


用 复合 夯 数 微分 法 的 法 旭 ,计算 它 的 导数 ， 就 有 ; 
AF (rT) _ dF (7) dz 


at dr dat' 
但 是 根据 性 质 YIILL961: 
eo) 一 了 (0)， 
并 由 公式 (22) 推 知 : | 
dx ， 
由 此 : 
i 


一 JJ (t=flyp (19 (0), 
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现在 计算 夯 数 多 () 的 导数 。 根 据 性 质 VIII 以 及 我 们 的 假定 ,就 有 : 
=f[p 019'(t 

ge 有 则 夯 数 罗 ( 与 了 (2) 在 区 间 [a, 8] 上 , 具 

有 共同 的 导数 ;所 以 ,它们 只 能 闫 一 个 常数 项 ,但 是 , 当 1=a 时 ,我 们 有 : 
=p(0) =a, Fln) la=F(0)=0; Va)=0, 

就 是 , 当 t=a 时 ,这 两 个 函数 相等 , 于 是 当 t 在 区 间 [a, 8] 上 取 任何 一 

个 值 时 ,它们 都 相等 。 蛙 别 是 当 t 二 6 时 ,就 有 : 

Fs) la= FO)=| fo do=| fio (DI9' Wa 


于 是 证 完 。 
有 时 不 用 (22) 
v= 9(t) 
代入 ,而 反 过 来 用 
1 一 山 (O) (24) 
(ee 


这 时 上 下 限 6 与 a 由 
a=y(a), B=w(0) 

确定 ,这 里 须要 注意 ,由 方程 (24) 解 出 的 zx 的 表达 式 (22), 应 当 满 足 上 面 
所 涝 的 条 件 。 特 别 是 丽 数 p (i) 应 当 是 上 的 一 单 值 画 数 。 洲 p(t) 不 是 
章 值 的 , 唱 公 式 (23) 可 能 不 对 。 

例如 ,在 积分 

dr 
中 , 用 新 变量 ; t=22, 
替换 *， 我 们 得 到 公式 (23) 右边 的 积分 ,上 下 限 都 是 +1， 就 是 苦果 等 于 0, 汶 不 可 
能 。 芝 个 钠 训 就 是 由 于 + 通过 + 的 表达 式 ; 
2 一 十 AA 

是 个 多 值 阔 数 。 

例 车/(~z)=f (2z)， 则 琐 数 (x) 上 时 做 偶而 数 ; 若 (一 z) = 一 了 (z)， 就 时 做 
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奇 画 数 。 
例如 ,eos z 是 个 侦 丽 数 , sin z 是 个 奇 王 数 。 
现在 吓 明 :车 / (x) 是 偶 副 数 , 基 


Mh (zt) dz 一 2 | fdr, 
学 f(z) 是 奇 事 数 , 剧 
[A dt 
把 这 积分 分 成 两 个 [94, IV]: 

[rw f (wdzt | f(s) dz 

在 第 一 个 积分 中 阁 换 变革 x= 一 加 应 用 性 质 工 与 IID94]: 
由 f (2) ax= -| f (~—t) at = 上 | f(-t) a -| f(—z)dz, 
代入 到 上 面 的 公式 中 : 
[E70Wa=[ f (~2)dr+| f (var=| [Cf(~2) +f (2) dar, 


若 了 (z) 是 偶 隐 数 , 则 和 [了 (一 2) 十 f(z)] 等 于 2f (x); 车 了 (2z) a 则 和 
等 于 笋 ;于 是 竹 明 了 -上 面 的 肯定 。 


100， 分 部 积分 法 则 ” 定 积 分 的 分 部 积分 [91] 公式 可 以 写成 : 


| “aa(o =ul0) 50) | -| ae)aulo)。 (25) 
实际 上 ,把 恒等式 
wR) ad (8) =aAu (sv 2) — v2) Au (re), 
还 项 积分 ,得 到 : 


J .wnat®) =| aeoeGD] -J oan), 
根据 性 质 IX[96] : z 
| aecoso]= [ oO | 


于 是 入 出 公 却 425)。 日 然 , 4(2) 与 (2) 算 作 是 在 区 尚 [a, 5] 上 有 连 策 
导数 的 。 / 
例 计算 积分 
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吐 深 
了 3 

| sin" z dz, | C03" x dro 
0 0 


设 i, 一 了 
sin’ 1 dx , 
0 


分 部 积分 ,就 有 : 


十 本 


3 3 
1 ,=| SInIL SmTaX 一 -| sinn-1zd eos 7= 
0 6 


i 


元 党 
1 

一 — Sn"-1 x cog | +| (nC—1)sin-237c09 rre0s radr= 
9 Jo 


3 3 
一 mb]| Slimit-3 7 033 2 可 2 一 (nb) | sn-3z{(1—sin27)ds= 
0 0 


要 东 
= (n—l) | sin rar— hn—1) | smizazrz= (nn—1)I,.a— (nn—1)I,, 
0 


就 是 1 一 (1 一 二 13 一 (和 一 二 7 
由 此 解 出 万 : 
nN (26) 
全 


这 个 公式 也 做 天 推 公式 ,因为 它 把 积分 1， 的 计算 化 为 同样 的 积分 , 但 是 有 较 
小 的 附 标 (mn 一 2) 。 : : 

现在 我 们 依 % 是 偶数 或 奇数 分 为 两 种 情形 来 考 不 。 

i. 2 一 2 ( 偶 ) 。 程 据 (26) 我们 有 : 


T ly -D2 2) (2) 7 
DE 2k (DK 2) -4 2k (Dk—2) 42 
# 
因为 n=| dr 二 入 ， 
0 5 
最 后 得 到 1 ,= (2 一 (2 一 3)…3? 1 ,x 


PT ye > 
2、 1 二 2k 十 1( 奇 ) 。 与 上 面 类 似 求 出 : 


学 


* = 3 2 3 
< (2K —2) .4.2 is n=| sinz dr= co0s zr| 一] 
0 0 


Lak+= (2k+1) (2k—1)...5.3 


| 2k(2k—2)..4.2 
所 以 Tr+1 = (2k +1) (2k—1)...5.3° 


积分 : fo xz du 
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EE 


可 以 用 辣 梓 方法 计算 ,但 是 注意 

5 了 

| cog' zdz= | sin"( .~—s)dr, 
由 此 ; 裔 可 一 到 一 的 z 一 可 一 昌 


由 基本 公式 (23) 与 性 质 II[84 就 有 : 
§ 0 了 
| COS" XT dx = -| sin"t zt=| gin t at, 
人 ed 0 


总 合 上 面 得 到 的 档 果 ,可 以 写成 : 


LD) (Ok Hdl (27) 


和 
nk x dx = 2 二 
| sin rax | eo0s rarx DEO 0) .4 这 


Ok (Qk 一 2) .4.2 


到 委 
1 a+i a E+1 a 
| ee | A es 


(<3) 
$ 10。 定 积 分 概念 的 应 用 
101. 面积 的 计算 “在 [8 中 我 们 话 过 ,办 于 答 定 的 曲线 y=f(z)， 
OX 机 与 两 个 组 坐标 == a， “= ? 之 沿 的 面积 由 定 积分 
| re)an 
表达 。 
但 是 ,无 哗 如 何 ,如 此 确定 
的 面积 ,并 不 是 由 所 答 曲 看 与 
加 “127 . 0 朝 作 成 的 其 正 的 面积 和 ， 
而 只 是 它们 的 代数 和 ,每 一 顽 在 OX 轴 之 下 的 面积 , 带 有 负 号 。 因 此 ， 
为 要 得 到 这 些 面积 在 普通 意义 下 的 和 ,应 当 计 算 
| ro lae。 
所 以 ,图 127 贞 有 斜 线 的 面积 和 等 于 


feimz- 7 odot fj 08)as -ff mart ff ras 


外 
EL 
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亚 条 曲 半 ; 》 vit 
y=f(z), y=p(%) (1) A 
在 珊 个 缕 坐 标 : 对 
eet y= pf x) 
T=0, R= z Db 二 
i 。 \ 
128. 


| [7 一 pa (2) 


确定 :这 里 假 届 在 区 间 [cy 订 - 上 :一 条 曲线 在 另 二 条 之 上 : 融 是 
f(t)> p(s)o 
先 虎 两 条 曲线 都 在 0 轴 之 上 。 由 图 128 滞 出 ,所 求 的 面积 等 
于 异 于 所 给 划 线 与 OX 堤 之 更 的 两 韧 面 积 之 莽 : 


Ss=| ro)az-| yo)dz=| [f (2) ~ 9 Zar， 

这 就 是 所 要 证 明 的 。 在 一 般 情 形 下 ,无 唉 曲线 关于 0 并 加 的 位 置 怎样 ， 
总 可 以 把 OZ 轴 向 下 移 , 使 得 两 条 曲线 都 在 0X 吉之 上 ; 这 样 移 动 相 
当 于 两 个 画 数 (2) 与 gp (%) 痢 培 加 一 个 相同 的 常数 项 ,但 是 差 了 (e) ~ 
一 入 (2) 保持 不 变 。 

作为 一 个 缚 避 , 求证 : 车 烙 定 两 条 相交 的 曲 钱 ,其 中 一 条 有 时 在 另 
一 条 之 上 , 有 时 在 另 一 条 之 下 , 姑 界 于 它们 与 灯 坐 标 z=4，, 2=5 之 竟 
的 面积 等 于 

| Ho ~9 (9 ld, (3) 
由 于 求 面积 可 以 化 为 让 算 定 积分 ;有 时 把 计算 定 积分 是 做 求 积 。 


例 1. 界 于 二 次 抛物 线 
yy 一 QZ2 十 DZ 十 C， 
OX 有 贺 以 及 距离 为 的 两 个 租 坐 标 之 闻 的 面积 等 于 


(Yi+ ya dyo)) (4) 


Wi 
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y 我 们 假 谤 这 曲 厂 在 0X 轴 之 上 。 

当 证 明 公 式 (4 ) 时 ,我 们 可 以 算 作 

左 端 的 继 坐 标 在 07 轴 上 (图 129)， 这 

井 不 失去 一 般 性 , 因为 把 整个 图形 平行 

于 OX 朝 移 动 时 ,所 考虑 的 面积 ,两 端 与 

中 间 租 坐标 的 相对 位 置 , 以 及 这 些 次 上 坐 

标的 大 小 都 不 改变 。 在 这 假定 下 ,; 珊 抛 

物 线 的 方程 有 如: 

y=axr:+ bx-+c, 
我 们 所 求 的 面积 就 由 下 面 这 定 积 分 来 帮 
图 ”129. J 


入 | a 
s=| (ax2 + br+ce)dr=a -+b 二 十 oz 
0 1 2 0 


3 
=a +b +ch= 站 (2ah2 + 3bh+ 6c) 


按 上 面 的 记 法 ,我 们 有 : 


_1 I 
go 一 MX + b+ | 3 一 村 填词 bh +e, 
Yi1=ax2+ br+e —Cy 
Ed 


ya = Qar24 br+e 


: 二 二 
由 此 推 知 : yi1 +y3+ yo =2ah?++3bh -6co 
于 是 证 明了 上 面 的 肯定 。 
z. 构 贺 的 面积 方程 
Ty 
十 河 一 二 


对 应 的 椭 图 ,关于 两 个 坐标 四 都 对 称 , 所 以 所 求 画 积 S 等 于 在 第 一 象限 上 的 一 部 分 


BY Ez 
a 
代入 这 积分 中 的 复杂 计算 ,我 们 利用 楷 加 的 | y 
孝 变 方程 : | _ 一 


S=4| y dx 
0 
(图 130) 。 为 避 驶 由 楷 加 的 方程 中 解 册 y, 青 
v=a CO t, y=b sin +, (5) 时 ”130， 
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用 新 变量 t 替换 x; 则 9 立 列 由 (5) 中 第 二 个 方程 表达 。 当 z 由 0 变 到 4 时 ,上 由 
克 变 到 0, 因为 在 这 情形 下 , 换 元 法 的 条 件 [99] 都 满足 ,于 是 


各 


s=4| bsintd(acost) = —4ab| sin2 tat= 4ab| sln3t dt, 
到 


由 公式 (27) [100], 当 X=1 时 ,我 
全 有 : 


5 _1 x 
下 Sin 了 寺 一 可 "太一 下 ) 
由 此 最 后 求 出 
S =xab, (6) 


当 4 二 b 财 ,这 权 图 成 为 牛 私 是 4 的 
加 ,我 们 就 得 到 以 前 知道 的 辕 面 积 的 囊 
-天 式 x02。 

3， 计算 在 两 条 曲 戌 

y=2, T= 

这 闻 的 面积 好 181. 

解 这 两 个 曲 和 万 的 联 荆 方程 ,得 到 所 答 的 曲 瑟 (图 131) 交 于 两 Sy 0), (1, Do 
因为 在 区 间 [0, 1 上， 


V 7, 
杭 据 (< ) 4 Li 


102、 局 形 的 面积 es 
r=f (0) (7) 
所 对 应 的 曲 烧 ,以 及 与 正 向 述 轴 各 作成 角 4， 6 的 两 个 矢 径 
b=a, 4=B : (8) 
之 更 的 面积 ,由 公式 


3 一 ra 4 Ff (0) Tab (9) 
类 达 。 
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PE 


把 两 个 矢 径 (8 ) 之 章 的 角 分 为 叉 份 。 于 是 所 考虑 的 面积 ( 圈 132) 
被 分 为 1% 个 小 单元 。 考 处 这 样 一 
个 漠 于 矢 径 8 与 0+40 之 章 的 
小 面积 。 有 由 44 记 这 小 面积 , m 
本 型 名 记 图 数 7?=f(9) 在 区 尚 
[0,9 十 491 上 的 最 小 值 与 最 大 
值 , 我 们 看 到 4S, 在 两 个 图 属 形 
面积 之 阅 , 这 两 个 图 懂 形 的 张 角 
图 132， 都 是 42, 年 径 各 为 m 与 以 , 就 是 
3 m2d0< 45<3 M240, 


所 以 ,可 以 写成 : , 
其 中 书记 也 与 有 之 间 的 一 个 值 。 
因为 连续 画 数 (90) 在 区 则 (0,28+40) 上 取 m 与 1 之 问 所 有 的 
值 , 姑 在 这 区 山上 一 定 可 以 找 出 这 样 一 个 值 9, 使 得 
1(0)=P, 


4S = P40, 


而 这 时 
48 一 于 [7(9)]340。 (10) 

现在 ,车 增加 小 局 形 48 的 数目 ,使 得 值 49 中 景 大 的 趋向 0, 回忆 

[87 所 述 ;, 取 榴 限 ,就 得 到 : 
S=lim 248= lm 了 末 [1(9)]240=| LO) 100=| 二 raabg， 

于 是 证 完 。 

注意 ,证明 公式 ( 9 ) 时 ,基本 思想 是 用 一 个 张 角 为 46 守 径 为 /0 
的 轿 属 形 的 面积 来 替代 局 形 面积 48 。 用 近似 表达 式 : 


48 一 却 7340, 
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其 中 7 二 了 (C9) ,而 的 是 区 并 [0, 0-+4 人 上 任意 一 个 值 , 蔡 代 正确 表达 
式 \1L0)， 百 取 极 限 , 我 们 得 到 的 局 形 面积 与 以 上 的 辕 果 一 样 : 
i a Ff(0") :40= | 3 1 yad0 (11) 

这 样 引出 的 公式 (11) 中 的 丢 积 表达 式 , 具有 简单 的 儿 何 意义 : 
二 radb 是 张 角 为 dg 的 局 形 面 
积 的 近似 表达 式 , 所 以 简称 标 
坐标 下 的 面积 单元 

例 求 界 于 朋 曲 缠 
r=aC05830 (a>0) 
的 面积 。 

用 描 偿 法 不 难 作 出 这 个 曲 末 ， 
如 图 133 所 示 , 这 叫做 三 时 玫瑰 
厂 。 以 它 为 界 的 整个 面积 等 于 图 上 
画 妊 钱 的 一 部 分 面积 的 六 们 ,而 这 
块 画 妊 线 的 面积 对 成 于 9 由 0 变 到 
6? 所 以 由 公式 (9 ) 就 有 : 


Paa Cos30 


如 153. 
S66 「 二 oa3gab-o cos2 39 A(39) = 2 ‘ot d= 


108、 骤 长 设 某 曲线 有 绝 
4B。 作 内 接 于 此 弧 的 折线 (图 
134) ,如 果 当 折线 的 边 数 无 限 增 
坦 , 而 边 长 中 最 大 的 趋向 雾 时 , 折 
线 的 周 长 总 趋向 一 个 确定 的 极 
限 ,并 且 这 柱 限 不 依 顿 于 折 缕 

图 134. 的 作法 ,我 个 就 褒 这 弧 是 可 度 的 ， 
而 把 所 说 极限 叫做 这 绝 的 长 。 对 于 封 开 曲 线 约 长 的 这 个 定义 也 适用 。 
发 曲 楼 由 显 式 y= 了 (2z) 葵 定 , 点 4 与 B 对 应 于 值 z=a 与 =》 
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(a<0) ,再 性 对 应 于 绝 4B 的 f(z) 在 区 间 na<%x<b 上 有 过 入 的 导数 。 
我 们 证 明 , 在 这 些 条 件 下 弧 48 是 可 上 度 的 并 且 宪 的 长 还 可 由 定 积 分 琢 
达 。 
访 41N 1 到 是 内 核 于 纸 4 忆 的 折线 并 且 它 的 顶点 对 应 于 值 
GG ==， 
又 记 =f (mw)。 由 解析 儿 何 学 中 线段 长 的 公式 ,我 们 可 得 折线 周 长 的 
公式 如 下 
NAC 


一 3 V (04 一 0-T) + BE (2;) = CA 
利用 有 限 改 变量 的 公式 
大 人) — FR = (ED) (BB) (V1<b 0), 
可 得 折线 单个 边 长 的 表达 式 为 
NV 1+f?(6) (ti— 01), z 
由 此 可 见 , 要 求 边 长 中 最 大 的 趋 问 霉 ， 相当 于 要求 闫 (ww, 一 40-1) 中 最 大 
的 趋 问 赛 。 我 们 又 得 到 折线 周 乓 的 霄 达 式 
p= DY VITFSED) (we 一 ac 
实际 上 , 宅 有 等 于 积分 
| VIE7PGJaa 
的 梅 限 。 如 此 , 呈 .423 的 长 ! 可 由 下 式 者 和 达 
1= | V 于 严 GJ do (12) 


皮 %<z" 是 区 肖 [c, 8] 上 任何 两 个 值 ,而 履 ' 与 到 "是 48 上 与 之 
相对 应 的 点 。 利 用 中 值 定 理 可 得 弧 天” 的 长 上 的 公式 : 


= | 1+f ?20) d= IT 全 ) (0 一 四) (vs'<Ei<e"), 


利用 有 限 改 变量 的 公式 可 得 攻 开间 ”的 长 的 公式 : 
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M'M"=\ (we —0) + [fr 一 2 )]2 = 
=MI+f (6) (oO 一 2) (2'<Es<w") 
由 此 推出 : 
M'M”? VIP 
VitfF?(E)’ 
如 果 点 戏 与 以 "趋向 横 坐 标 为 2 的 点 放 , 则 2 与 了 一 2， 同 样品 与 
Es>z，, 由 上 式 可 得 在 [70] 中 会 经 用 到 过 的 公式 / 
El 
现 设 曲线 由 瑚 变 方 各 
t= (1), Y= (2) 
答 定 , 井 且 点 4 与 B 对 应 于 值 1=a 与 ;=B6 (a 过 B)。 我 们 假定 ,区 渍 
a<t<B 中 的 革 这 样 对 应 于 曲线 4B8 上 的 点 ,使 不 同 的 上 对 应 于 曲线 上 
不 同 的 点 ,曲线 本 身 个 相交 上 且 不 封 了 用 (图 134) 。 其 次 我 们 假定 ,在 区 间 
x<t<B 上 存在 过 和 疆 的 导数 2 区 与 六 ()。 

和 上 面 一 样 , 如 4M1 用 s…WH,_1B 是 内 接 折 线 自 =a<<t< 
之 之 机 -1 过 村 三 BB 是 各 顶点 所 对 应 的 参数 值 。 我 们 得 到 折线 周 长 的 夫 
达 式 . 

p= V [p(t) — 9 (0, 
或 者 ,利用 有 限 改变 量 的 公式 ,可 得 
p= 3 Mp (T) + nm) bh) < 与 < (13) 


于 是 可 以 证 明 ,要求 折线 各 边 长 中 最 大 的 趋向 雾 , 相当 于 要 求 差 (4- 

一 -1) 中 最 大 的 趋向 堵 。 不 过 没有 导数 9'() 与 业 了 存 在 的 假定 ,这 
表达 式 (18) 与 以 积分 

| Vr OT Da (9) 
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为 极限 的 和 是 有 区 别 的 ,因为 一 般 说 , 自 变 量 与 7 是 不 同 的 。 现 在 
引进 和 
9= PVP FT) (ott), 
其 极限 为 积分 (14) 。 为 了 证 明和 (13) 也 趋向 (14) ,需要 证 明 , 差 
2 一 g= 阅 [VDTW5CDJ-MV950J 寺 ys] hts) 
趋向 雾 。 


SOR 


(vi) + eA) Rn 
p97 J TD VP Tt 


一 由 (7 ] (#1— ti1) 0 


因为 
[TFT EV tm) + VT) + (), 

所 以 

pgl< I WD ht) 
数 与 去 属于 区 间作 刀 , 由 峭 ( 人 在 区 间 a<i<B8B 上 的 一 臻 连 可 
性 ,可 以 断 首 , 如 果 莽 (4 一 二 中 最 大 的 趋向 震 ， 则 量 | 几 (ti) 一 (| 
中 最 大 的 (我 们 用 6 表示 ) 也 趋向 雾 。 但 由 上 式 推出 : 

ip—g|< > 6 (ti—t1)= 6 3 (tt) =0(B—a), 
由 此 可 知 , p 一 9 一 0。 如 此 ,表示 内 接 扩 悉 的 边 长 的 和 (18) 趋向 积分 
(14), 世 就 是 
=| OE (15) 

绚 长 的 这 个 公式 在 封 阴 曲线 的 情形 仍然 是 成 立 的 。 为 断定 这 一 点 , 只 
须 把 封闭 曲线 分 为 两 个 非 封 表 曲 线 , 对 于 其 中 的 每 一 个 应 用 公式 (15) 


再 相 加 就 成 了 。 同 栏 , 如 果 曲 线 忆 由 有 限 个 曲线 亏 : 组 成 ,对 于 其 中 的 
每 一 个 都 可 用 满足 上 述 条 件 的 参 变 方程 维 定 ,于 是 可 技 公式 (15) 计算 
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每 条 曲线 Li 的 长 ,再 把 这 些 长 相 加 ,我 们 就 得 到 曲线 工 的 长 。 


现在 来 关卡 与 强 4B 上 的 变 点 型 相对 应 的 区 间 te, 由 上 的 变数 
it 弧 4M 的 长 将 是 二 的 夯 数 县 由 下 式 表达 


:0) = | MoD FP) 48) 
由 积分 对 上 腿 的 微分 法 则 ,得 
BVoDto, (17) 
也 就 是 ds= VP) + dt, 
注意 po 的 = 至 ， 岂 人 的 = 强 ， 
可 得 弧 的 微分 公式 [0 : 


| ds= ~ (dr)?+ (dy)’, 
如 果 不 写 出 积分 变量 ,公式 (16) 可 以 写成 
(B) CH 
二 | qs—| VV Td) CA 


(4) (A) 
限 (4) 与 (38) 塌 示 则 线 的 起 点 与 终点 。 
如 果 对 于 [a, 68J 上 的 一 切 大 2 区 十 网 的 >0,， 则 按 (17) 可 得 + 
对 s 的 导数 : 


dt_ 1 
ds V9) + 
在 存在 速 粮 导数 g'(6) 与 由 人 与 2 的 十 几 2G) >0 的 条 件 下 ,可 
以 保证 曲线 的 切线 沿 曲 线 巡 绪 地 变化 。 
若 曲 绕 由 柱 坐 标 方程 
7=f (0) 
粮 出 , 旭 引 用 直角 坐 标 2, 9 与 本 坐标 7 ,9 的 关系 式 [82j : 
z v=70C080, y=" Sinb, (18) 
我 们 可 以 把 这 两 个 方程 砚 为 以 4 为 参 变 量 的 曲线 的 参 变 方程 。 这 时 就 
有 : 
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dr—~eos0 adr—rsing dag; 
QAy= Sint ar+r7 eostagd; 
(dz)° + (dy) ”= (dr)’ + 7 (d0)’, 
由 此 
-VF = 
= VU Er (19) 
若 碟 4 与 B 各 对 应 于 株 角 0 的 值 a 
Db 与 6 (图 186), 旧 公 式 (15) 葵 出 : 
= TY / ?二 (2 db_ (20) 
ds 的 表达 式 (19) 叫做 疲 的 微分 的 极 坐 标 式 , 它 可 以 直接 由 国 得 
到 , 当 弧 MM' 非常 小 时 , 可 以 用 它 的 弦 禁 代 这 个 弧 , 于 是 计算 这 个 弦 
长 , 这 个 汞 恰好 是 在 角 三 角形 MA 的 斜 边 ,而 这 在 角 三 角形 的 两 站 
角 边 MN 与 NM' 近似 地 等 于 7d6 与 dr。 


例 1. 由 贷 点 (0,0) 算 起 ,到 横 坐标 为 的 变 点 止 ,抛物 线 y= 的 弧 长 :， 
依 公式 (12) ,由 积分 


:=| M14y2ar= | A/ 十 4z3 dx = 于 | 1+t?at (21) 
袁 达 ,其 中 设 上 = 2x。 
根据 [93] 例 11 有 : 


[virRat = 1+ log 人 导 十 A/ 工 十 好) 二 C。 
代入 (21) 中 ,不 难得 到 ; 
$= 7 [22VITI + log (2z 十 AI 十 4z2)]。 
2. 机 加 三 + 修一 
的 周 界 长 ,根据 它 关 于 坐标 翰 的 对 称 性 , 等 于 它 在 第 一 象限 的 绝 长 的 四 倍 。 引 用 芋 
图 的 参 变 方程 


x=acost, y=bsint, 


注意 点 4 与 各 对 应 于 参 变 量 的 值 0 与 亏 , 依 公式 (15) ,我 们 得 到 所 求 的 长 ! 的 
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卖 达 式 : 


一 
-4| A/ dasm2 t+b2 co0s2t ct (22) 
0 


这 个 积分 不 可 能 以 有 限 的 形式 计算 , 只 可 以 用 以 后 玲 的 近世 计算 法 处 理 。 

3 对 教 螺 线 [83] 一 Ceo4 
由 矢 径 ?=x 到 9=8 之 间 的 弧 长 ,根据 (20) 由 积分 : 

|- r+ (5) do= 0 Vira| e940 = SA EE (e778 — eo) 

袁 达 。 

4. 在 [?8] 中 我 们 考虑 过 晨 链 和 线 , 届 (x, y) 是 其 上 一 点 。 计 算 弧 4M (图 
之 长 。 注 意 [?8] 中 (1 +Y 2 的 表达 式 ; 得到; 

AM= [Virvyidr=| 之 r= | (e+ e- qz 一 (ea 6 中 一 Qtj 
由 丝 oa2 十 (BW AM)2= 0 + a a2 (1 +y'?) =y?, 
就 是 红 4M 之 长 等 于 一 个 直角 三 角形 的 一 个 直角 边 之 长 , 汶 个 雷 角 三 角形 的 妊 边 
长 等 于 把 用 的 条 坐标 , 另 一 直角 边 等 于 a。 如 此 ,我 们 得 到 下 面 的 作 豚 44 之 长 
的 法 划 : 

以 基 链 线 的 顶点 4 为 圆心 y 作 一 旧 加 ,个 笃 等 于 点 2 的 缕 4 ML 的 雁 坐 标 , 设 这 轩 与 0X 
轴 交 于 一 点 @， 则 线段 则 线段 0Q (0 98 (0 是 坐标 原点 ) 就 表示 伸 直 的 弧 4 到 (加 93)。 

上 面 的 公式 中 ,我 们 拨 照 情况 选择 符号 ， 当 点 开 在 县 链 线 的 右 咎 部 时 ， y 有 


《十 ) 号 。 
5. 在 [79 中 我 们 考虑 过 旋 连 人 线 , 现 在 确定 它 的 一 支 00'( (图 94) 的 弧 綦 i 以 及 
办 于 这 一 支 与 0X 翰 之 天 的 面积 5: 


= APIORE OE -| A/ a2(1 cost)?+a? sin2t dt= 
0 昌 
=a| V2-2o0sidi=a| 4 sin2 革 dt 一 
0 2 


2 上 t 12 
=2a| sin dt=24| - 2 C0s 了 | ~ Ba, 


就 是 ) 旋 瑜 线 的 一 支 的 弧 长 等 于 演 动 加 的 覃 径 的 四 倍 。 
s=| y oz 一 | vt) op' (tat= a2 全 (一 eos 好 30t 一 
0 0 0 


= (一 2 cost+cost) dt= 2ru2 一 20?| sin :| + | 去 : + 闻 sin 2t | = 
0 


=2x702 XA = x0, 
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就 是 , 界 于 族 输 雹 的 一 支 与 波 图 时 所 在 的 直线 之 间 的 面积 ,等 于 滚动 图 的 面积 的 三 
位 。 

为 计算 1， 当 开 方 4 sin? 二 时 ,应 当 取 这 个 根 的 算术 值 ,因为 当 + 由 0 改变 到 
2r 时, 本数 sin 5 是 正 的 。 

6， 在 [8 中 考 周 的 心 腑 线 关 于 极 轴 对 称 (图 111) ， 所 以 , 为 要 计算 它 的 周 界 
长 1, 只 须 计 算 当 6 在 区 于 [0, 7] 上 改变 时 ,对 应 的 弧 长 ,再 把 得 到 的 结果 两 售 : 


一 


i | 1 于 7200 一 2 [Vet (Teo 0 Aasin6 ab = 
0 全 


一 se| "eos 5 d= 8a [2 sing | =16a, 

就 是 , 心 腑 弹 的 周 办 长 等 于 液 动 间 ( 或 不 动 回 ) 的 站 笃 的 八 俯 。 

104. 利用 横断 面 计算 体 积 法 ” 衣 算 积 定 的 了 江 体 的 体积 也 可 以 化 
为 定 积 分 来 计算 ,只 须 我 们 能 够 确定 ,这 立体 垂直 于 一 定 方向 的 请 横断 
面 的 面积 。 

用 六 记 所 给 立体 的 体积 (图 186) , 发 我 们 知道 , 这 立体 垂直 于 一 
定 方 向 的 所 有 的 横断 面 的 面积 。 我 们 取 这 些 横 断面 所 垂直 的 方向 作 
OY 朝 的 方向 。 于 是 任何 一 个 断面 由 这 汤面 与 CO 轴 变 点 的 模 坐 标 
z 确定 ,所 以 这 断面 的 面积 是 2 的 画 数 , 我 们 记 作 (2) 并 算 作 是 已 知 


国 136. 


再 设 4 与 2 各 记 这 立体 两 端 断面 的 术 坐 标 。 为 要 计算 体积 上， 由 
z=a 到 ?= 一作 若干 断面 把 这 物体 分 为 若干 单元 ;考虑 这 样 的 一 个 思 
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ee 


元 4V， 宪 所 界 生 的 两 个 断面 
的 横 坐 标 各 记 作 2 与 2 十 4z。 
用 高 等 于 4z,， 对 应 于 横 坐 标 2 
的 断面 作 许 的 正 柱 体 体积 赫 代 
体积 4 太 ( 圈 187) 。 这 样 的 正 
柱 体 体积 由 尼 积 凡 (z)d4z 表 
达 , 于 是 我 们 得 到 上 述 体 积 六 的 近似 表达 式 : 
5 8 (4) 4z， 

这 个 和 要 取 到 由 断面 分 成 的 每 一 个 单元 。 当 党 元 的 数目 无 限 增 加 , 而 
4z 中 的 最 大 的 趋向 雳 时 , 取 极 限 , 得 到 一 个 定 积分 , 它 答 出 体积 一 的 
准确 的 值 , 于 是 引出 下 面 的 糙 果 : 

若 已 知 一 个 给 定 立 体 的 垂直 于 一 定 方向 的 所 有 的 横断 面 的 面积 ， 
取 这 些 横断 面 所 垂直 的 方向 作 OX 轴 的 方向 , 则 这 立体 的 体积 由 公式 : 


-| sa z (28) 
表达 , 其 中 8(z) 是 横 坐 标 为 z 的 横 也 面 面积 , a 与 5 各 为 这 立体 两 端 
浙 面 的 檬 坐标 。 


例 未 如 图 138 所 示 的 一 块 “ 吕 柱 的 模 形 段 ” 
的 体积 , 其 中 4BE 是 一 个 正 圆柱 的 度 的 一 全 ， 
4BD 是 过 底 的 直径 4B 的 一 个 平面 。 取 直径 .4 刀 
作 0X 划 ) 点 4 作 坐 标 原点 ,圆柱 的 底 守 径 记 作 
*) 平面 48D 与 压 的 交角 计 作 a。 

迁 家 于 直径 48 的 断面 共有 直角 三 角形 PR 
的 形状 , 它 的 面积 由 公式 
S (7) = 70: OR -5 tga Pe 


至 达 。 
” ”再 由 已 知 的 图 周 的 性 质 , 线段 P4 是 直径 4B 上 的 辜 设 4 了 与 PB 的 等 比 中 
项 ;所 以 

PO=AP. PB=x (2r 一 zz) ， 
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于 是 
S (x) ee ror—zr)te a, 
应 用 公式 (23) 得 到 所 求 的 体积 为 : 
= | Sear= 序 tga| z(2r-z)dz= 序 tga| rz -| 守 


= 73 to a= 与 7r2h， 
其 中 引用 这 模 形 段 的 “高 ”h=7 tg a 

105， 带 畦 体 的 体积 ” 若 所 论 立 和 体 的 表面 是 由 一 条 熔 定 的 曲线 
y 二 f(z) 简 0X 轴 遇 转 得 到 的 , 它 的 横断 面 就 是 以 y 为 秆 人 经 的 图 (图 


139) ,所 以 


Sr) 一 入 
矿 -| xT dr, 
就 是 ,由 曲线 y=f (2) 


在 纵 坐 标 2=a 与 2=5 之 辣 的 一 部 分 , 科 0X 轴 角 转 所 得 到 的 迎 转 体 
的 体积 ,由 公式 
y -| zyae (24) 
表达 。 
例 沈 汪 情思 体 的 你 积 。 由 靖 加 


2 
-+=1 (a>b) 
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入 它 的 长 二 测 罩 而 成 的 立体 叫做 长 迎 转 粮 圆 休 (图 140) 。 在 这 情形 下 ， 两 端的 横 

坐标 是 一 4 与 +a, 所 以 ,公式 (24) 葵 出 : : 
Va=z|™ 4302 = | 2( - 写 jaz 一 zz 一 |= 邱 xab2, (25) 

同样 可 以 求 这 构图 迷 它 的 短 轴 肖 转 而 成 的 局 负 炉 椭 图 体 的 体积 ， 只 要 把 zx, y 
互 换 , 再 用 " 换 xy 就 得 到 : 

下 局 =z| X2dy = | 02 (1—¥ jay = = zha2, (20) 
车。=b, 则 两 种 测 粮 屡 图 体 都 成 为 咎 惩 是 4 的 球 , 而 体积 等 于 和 ze?。 

106， 迎 转 体 的 侧面 积 “ 痊 定 平面 XOF 上 一 段 曲线 , 作 这 曲线 的 
内 接 折 线 , 当 折线 的 边 数 无 限 夫 加 , 而 边 长 中 最 大 的 趋向 伏 时 , 这 样 的 
折线 黎 0X 地 巡 转 而 成 的 立体 的 侧面 积 所 趋向 的 标 限 ,时 做 这 段 曲线 
税 0X 轴 畦 成 的 好 转 体 的 侧面 积 (图 141) 。 

若 旭 转 的 一 段 曲 线 在 4, B 两 点 之 半 ， 则 运 过 拓 休 N 全 二 各 Fk 中 


Os 


p=| 2ryds (27) 

表达 ,其 中 ds 是 所 答 的 曲线 的 弧 的 
微分 ,就是 
d=V (DFE), 

用 这 公式 时 ,曲线 由 显 式 或 参 ’ 
变 式 给 定 都 可 以 ， (4) 与 (8) 两 个 记 图 “141 
号 指明 ,应 当 在 自 变量 与 点 4 与 B 相对 应 的 那 两 个 值 之 问 计 算 积 
分 。 

议 曲 线 的 方程 由 参 变 方程 知 定 ,并 且 在 曲 徐 上 由 点 4 算 起 的 绝 乓 
s 起 着 参 变 量 的 作用 ,用 ! 表示 整个 曲线 4B 的 长 。 自 然 , 这 曲线 算 作 
是 可 度 的 。 我 们 有 : < 一 p (8) ,y= 由 (s)。 把 s 的 变化 区 沿 [0, ] 妇 为 部 
分 区 岗 


0 = 80 < <<8 1<s, 一 ! 
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设 曲 线 上 的 点 MM, 对 应 于 值 s=s, 并且, 显然 , Mo 与 4 重合 ,而 以 ,与 
B 重合 。 用 9; 表示 线段 ML 的 长 ,用 4s 表示 听 Ma 的 长 且 改 
二 9(s)。 利用 蕉 锥 侧面 积 的 公式 ， 可 求 得 折线 4HN3N 人 :42 税 
OX 地 遇 转 所 砍 的 侧面 积 的 公 却 : 
Q=27 3 ee di 
或 者 
六 一 27 2 WL fe 十 于 2 (Yi — Yi_1) 9te 


坑 8 是 纸 对 值 14 一 %-il 中 最 大 的 ,根据 夯 数 风 ls) 在 区 间 0<s<1 上 的 
一 致 圳 线性 ,如 果 差 (s ~s%-1) 中 最 大 的 趋 疝 雾 , 旭 量 5 趋向 需 。 但 我 们 
有 : 
Sy < < 
由 此 推出 ,Q 的 表达 式 中 第 二 贰 趋 疝 才 。 现 在 来 研究 第 一 项 ,为 此 把 巧 
写 兢 : 
27 > Mi.1094 二 275 > Yi_148— 27 > (A qi) 局 


我 们 证 明 , 这 表达 式 中 的 第 二 项 趋向 震 。 为 此 注意 , 在 区 闻 [0, 站 上 过 
入 的 画 数 y= 由 (s) 有 而 ， 因 此 , 有 这 样 的 正 数 m 存在 , 使 对 一 切 有 
[Yi | SM 所 以 : 


>2 Yi-1( 48;— 91) < mds m9) =m 和 1。 


但 如 果 差 (人 #% 一 s-1) 中 最 大 的 趋向 圭 , 旭 汞 长 % 中 最 大 的 处 趋 癌 雳 , 且 内 
楼 折线 的 周 长 趋 呵 弧 长 


> 0 一 > 
从 而 2 > Yi1(4s— qi) -30 
为 此 ,在 Q@ 的 朋 达 式 中 ,只 要 再 考虑 项 
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27 > ?1 1 ds:= 2 这 Wh (81_1) (8 — S11)o 


但 这 和 的 极限 引出 积分 (27) 。 于 是 ,我 们 得 到 要 证 明 的 公式 。 如 果 曲 
线 由 任意 参 变 量 t 的 参 变 方程 输 定 , 则 我 们 有 [参看 103]: 


P=| 2zyG) Vo Fd (28,) 
而 当 曲 线 的 方程 是 显 式 y= 了 (2) 时 : 
万 一 | 2zf(z)wVIT 二 六 25(z) dz。 (28,) 


尾 Taare ea ee ee se Tt PP fe tei pt iat 下 


先 考 让 长 油坊 贿 略 体 的 表面 积 。 应 用 [108] 例 中 的 记号 ,由 公式 (28), 我 们 说 


有 : 
pa=2| Vsz-2| VDF)? dn, 
由 构 贺 的 方程 ,就 有 
3 
?= bp(1— 和 所) yy 一 = 
因此 (YY) = 一 一， 
a [, b2x2 btyx3 1 rx/ b2Y 
Fa=2r| Vb —— +—r qz 一 2xBb 信人 -号 (G- 号 yan 
引用 构 圆 的 离心 率 的 表达 式 
2 a2—b2 
ee 
就 有 (参考 [99] 例 ) : 


Fa=2rb| VI- dedzb [Wf a EE 
一 他 0 0 


45Da | 4 /| (2) EN 4xab | 8 1- 一 站 
2 一 -一 Ts a mm sa 委 
E jo A dl a ) E oi es 


用 分 部 积分 法 ,就 有 ( 才 洪 [92i 例 11): 
|Vi-aat = A/ 一 好 + | dt = 


-NIB -VI-Ba + [ys, 
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因此 JV 二 Pi = 计 [WII 再 +aresin 引 ， 
于 是 最 后 得 到 
rg=2rab| VI = ten |, (29) 


当 s=0 时 ,就 是 当 5=2， 而 椭 图 成 为 御 径 为 a 的 球 时 , 取 极 限 , 这 公式 仍然 适 


用 。 这 时 ) 方 括 服 内 第 二 项 是 个 未 定式 ;由 [的 ] 就 有 ; 
] 


are gl 5 
E 


A 


现在 看 局 迎 峡 情 圆 体 。 把 > 与 办 4 与 b 对 换 , 我 们 得 到 : 
Fs=2r| Viray, 


其 中 工 算 作 y 的 俩 数 。 
由 梯 图 的 方程 ,就 有 : 
m=a(1~ 拖 )， 2 一 一 » (TX ) 4= Sys 
因此 : 


FR=2zo| ， VAG J "| M1 + Edy= 
入 
NE FH togt + VIFE)]| 
_ b2 2 pp 
| se +MI+Ss)]- 


= EXE log (G+ A = Se m+ lo 0 


b 
于 是 最 后 得 到 


2x02 | a(l+e) 
0 


Fn =2xa2 + (30) 


107 ， 重 心 的 确定 。 古 重金 定理 朗 稳 定 %* 个 质点 
ao v1), Mal Tra, 0 
每 个 的 质量 各 等 于 : 
mi Ms "Mon), 


而 一 质点 系 ; 如 果 点 G 的 坐标 zc, ye 满足 下 列 条 件 : 
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Mz#w= > ms Myc= 2 may, GD 
其 中 用 有 HY 记 这 一 系 的 总 质量 ， 
M = Dm; 
基点 G 时 做 这 一 系 的 重心 。 


根据 重心 的 定义 ,我 们 可 以 把 这 一 系 的 点 任意 分 组 ,于 是 拆 成 若干 
部 分 系 , 计算 全 系 的 重心 G 时 , 可 以 先 看 成 每 一 部 分 系 的 质量 第 中 在 
一 点 ,就 是 这 个 部 分 系 的 重心 ,再 由 这 些 求人 至 系 的 重心 。 

我 们 不 预备 证 明 这 个 一 般 的 原则 ;就 简单 的 情形 ,如 三 个 或 四 个 星 
点 的 质点 系 ,来 验证 一 下 是 很 容易 的 。 

下 面 我 们 不 讨论 质点 系 , 而 讨论 连 生 地 布 满 某 一 平面 区 域 或 某 一 
平面 曲线 的 物 侨 。 

为 简单 起 见 ,我们 只 考虑 均匀 的 物体 , 取 密 度 为 1; 这 样 ,一 条 线 的 
质量 就 等 于 这 和 线 的 有 长度, 一块 下面 区 域 的 质量 就 等 于 它 的 面积 。 

先 求 一 条 弗 线 台 4B (图 142) 的 
重心 , 设 其 发 为 8。 根 据 上 浪 的 一 般 原 六 
划 , 把 狐 4B8 分 成 个 小 单元 4s。 为 
要 计算 全 系 的 重心 ,对 于 每 一 个 音 无 
我 们 取 一 点 ,就 是 这 小 单元 的 重心 ,而 
看 作 这 小 单元 的 全 部 质量 4m 一 4s 集 《 
中 在 这 一 点 。 上 

考虑 这 些 章 元 中 的 一 个 4s， 它 的 两 站 的 坐标 筷 作 (2 9) (% 十 42， 
y 十 4y); 它 的 重心 的 华 标 记 作 (7Z, 9)。 当 单元 4s 足够 小 时 , 可 以 算 作 
点 (z，9) 离开 点 (z, 候 随 意 多 近 。 

由 公式 (81) , 仿照 [104], 就 有 : 


@ 每 一 个 这 样 的 小 四 元 的 重心 , 一 般配 来 不 在 这 曲 初 .上 , 单元 将 小 时 ， 重 心 与 曲 纺 合 
近 , 如 图 142 所 示 。 
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_ 区 (B) 

Merxoe= sto= > rAdm= 2 74s=1m zz4s= | ras, (32) 
A) 


Myo=yo— Eydm= Bods=lin Sy4s=) yd (33) 
再 由 公式 : 本 ee 
8 一 | ds 一 | (dz)? (dy)? 
计算 出 3, 就 确定 了 重心 G 的 坐标 。 
由 公式 (32) 与 (83) 推 出 一 个 重要 的 定理 。 
坝 全 多 定型 由 在 面 上 一 段 已 知 弧 9, 入 这 下 而 上 一 条 不 窜 过 站 
扳 的 直线 作 珊 , 角 转 而 友 的 立体 的 便 面积 ;等 于 这 段 绝 的 长 度 与 这 段 弧 
的 重心 近 转 时 所 经 过 路 程 的 长 度 之 乘积 。 
实际 上 ,把 凶 转 畏 取 作 OCX 轴 , 由 4B 授 转 所 苞 立 你 的 侧面 积 ， 
由 [106] (27) ,就 是 : 


(B) 
P=2r| y ds= 9 Ye8, 
(4) 


[根据 .33)1], 于 是 衣 完 。 
再 考虑 一 块 焉 面 区 域 S ( 它 的 面积 也 记 作 S)。 为 简单 起 见 , 刷 这 
y 个 区 域 界 二 两 条 曲 生 之 疝 , 这 两 个 曲 
和 -二 2 re 线 的 灯 坐 标 各 记 作 
5 Y=f1 (v2) ， 
1 ; Ys =f2(7) 
所 切记 全 (图 143) 。 
lj 4 XX rar D 


根据 本 段 开始 所 述 的 一 般 原 旭 ， 

加 143， 由 平行 于 OF 朝 的 直线 分 这 图 形成 ， 
个 璧 条 。 为 要 求 这 个 图 形 的 重心 SG, 我 们 取出 每 一 个 这 样 的 坚 条 的 重 
心 ,耐看 作 每 一 媒 条 的 质量 4m = 44 集中 在 它 的 重心 。 考 虑 一 个 这 样 
的 璧 条, 作为 它 的 界线 的 两 条 直线 MMs 与 MiM; 的 横 坐 标 各 记 作 2 
与 2 二 dz， 这 -一 察 条 的 重心 的 坐标 妃 作 亏 , 3。 当 刻 条 足够 次 时 , 就 是 
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它 的 宽 4z 足够 小 时 ,点 (z, 奶 与 黎 段 Ms 的 中 点 书 可 以 随意 多 近 ， 
据 此 可 以 号 成 近似 等 式 : 


a 人 
PT 和 ~ y~ 3 ee 


下 由 了 婚 条 的 质量 4m 等 于 巧 的 面积 45, 于 是 就 可 以 等 于 这 样 一 
个 矩形 的 面积 ,这 和 振 形 以 4z 为 底 , 其 高 与 线段 Wi 长 办 一 图 之 差 可 
任意 小 ,就 是 
Am~ (ys —Y1) 4d7。 
应 用 公式 (31) , 可 以 写成 : 
Mra=S2o= Yr Am=1limY¥ [ry — yi) 1 Ar= 


| (ys— de, (34) 


Myo=8yo=Y ydm=lim F(A ) (ys—y) 40= 


-lm 地 ( 吕 -0 |]4z= | RB 一 0de (35) 

由 公式 (85) 推 出 : 

古 鲁 金 定理 II ”由 一 折 平 面 图 形 ,向 这 平面 上 一 条 不 穿 过 这 图 形 
的 直线 为 轴 , 角 转 而 成 的 立体 的 体积 ;等 于 这 志 辕 形 的 面积 与 它 的 重心 
在 通 转 时 所 绝 过 路 程 的 长 度 之 乘积 。 

实际 上 ,把 过 转轴 取 作 OZ 轴 , 不 难看 出 ,所 考虑 的 表 圭 体 的 体积 
VV , 等 于 由 曲线 ys 与 曲线 洲 肖 转 而 成 的 两 个 立体 的 体积 之 差 ,所 以 依 
照 [105] (24) , 根据 (35) 


8 
人 | yido— «| | (4 一 Mi)CX 一 2750oo ， 


于 是 证 完 。 

这 里 得 到 的 两 个 定理 ,当知 道 过 转圈 形 的 重心 位 罗 时 ,可 用 以 求 过 
转 体 的 侧面 积 或 体积 ;反之 ,当知 道 由 一 个 图 形 作成 的 过 转 体 的 体积 或 
侧面 积 时 ,可 用 以 确定 这 图 形 的 重心 。 


$ 10， 定 积 俘 概念 的 应 用 257 


例 1， 求 个 径 为 7 的 圆 , 粮 它 所 在 的 平面 上 距 圆 心 为 ”的 一 条 直 移 作 珊 ， 肖 
转 而 成 的 环形 的 体积 (这 里 <a, 就 是 酒 转轴 与 辕 周 不 相交 ) (图 144) 。 


144， 


显然 这 馆 枉 圆 的 重心 就 是 它 的 图 心 ,所 以 在 遇 坊 时 ,重心 所 私 过 路 程 的 长 度 等 
20。 通 转 图 形 的 面积 等 于 x??, 于 是 由 古 舞 金 定理 II 就 有 : 
VY=5r?27a = 0A2073, (30) 
2. 求 例 1 中 所 考虑 的 环形 的 表面 梭 了 。 
泗 想 圆周 的 长 度 等 于 2xrj 重心 也 是 与 圆心 重合 , 所 以 根据 古 重 金 定 理工 幅 
有 : 
ya F=27r*270 = 人 4147。 (37)- 
: 3. 求 中 径 为 a 的 人 图 之 重心 。 取 
中 国 的 底 作 0X 轴 , 过 圆心 作 0Y 轴 淖 
直 于 OX (图 149) ; 根据 这 阐 形 关于 0 
yx 。” 轴 的 对 称 性 , 显然 重心 G 在 07 轴 上 。 


0 于 是 只 须 求 出 yo。 为 此 我 们 应 用 二 得 
国 145. 金 定 理 芽 。 这 咎 贺 柑 0X 轴 还 埋 而 成 的 
立体 是 咎 径 为 4 的 球 , 它 的 体积 等 于 全 az。 授 转 图 形 的 面积 8 等 于 瑟 ;所 以 : 
is Qe ZAY 0 
a 
Lie 3 x° 


4，. 求人 千 径 为 4 的 咎 图 周 之 重心 0'。 
如 上 例 选 定 毕 标 埋 , 未 知 重心 G' 也 在 OZ 轴 上 ,于 是 只 须 求 yc' 。 应 用 古 鲁 金 
定理 1， 注意 在 这 情形 下 , 洒 转 体 的 侧面 积 f 等 于 4xa3, 强 长 5 二 xa， 束 得 划 


4592 一 Zao2ryG Yo'=2 二 。 
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于 是 直接 推 知 , 竺 贺 周 的 重心 比 它 所 包 的 咎 图 的 重心 拭 离 图 周 较 近 。 

108， 定 积分 前 近似 计算 ;矩形 公式 与 梯形 公式 “” 借 原画 数 的 帮助 , 用 [96] 中 
基本 公式 (15) 计算 定 积分 ,着 非 永 远 可 能 , 因为 虽然 当 被 积 医 数 违 炉 时 , 原画 数 一 
定 存在 , 但 在 实际 上 有 时 求 不 出 来 , 也 有 时 , 厅 然 可 求 ,但 是 计算 起 来 十 分 复 光 ,而 
且 很 不 方便 。 所 以 定 积分 的 近似 计算 法 是 很 重要 的 。 

大 多 数 近似 计算 法 是 根据 把 定 积分 解 俊 作 面 积 与 和 的 极限 : 


b 用 
| far= lim DE) (aa) (39) 


以 下 我 们 总 是 把 区 间 [Lay 9 分 为 wn 等 分 ,把 每 一 部 分 的 长 度 记 作 及 于 是 
b—a 


i 


hs= 


;Ti=0+ih (m=a) tn=%+nh=0) 


zr 二 zi 时 ,被 积 芍 数 y=Jf (2) 的 值 记 作 gi(1=0, 1 2,…, 71) ， 
yi=f (2) = (a+), (39) 
这些 量 我 们 算 作 是 已 知 的 ; 阁 丽 数 了 (z) 是 由 分 析 法 粉 定 的 , 它们 可 以 直接 由 
计算 得 到 ;若是 由 图 示 法 粉 定 的 ,可 以 由 团 上 量 出 来 。 
让 (38) 右边 的 和 里 面 的 


5 一 Zi1 可 i， 
我 们 得 到 两 个 求 近似 值 的 写 形 公式 ; 


| yazm yt yt ty] (40) 
| rpazw sty ty t+ yr (41) 
其 中 全 号 心 表示 近似 相等 。 
数目 ”和合 大 时 ,就 是 产 伍 小 时 ,这 两 个 公式 伺 准 确 , 当 ”一 = 而 h->0 时 , 取 极 
限 , 就 达到 这 定 积分 的 准确 值 


公式 (40) 与 ( 红 ) 的 差 误 趋同 十。 当 
和 给 定 的 醒 数 f(x) 在 区 间 La JJ 上 
累 导 时 ， 由 丝 从 标的 数目 , 可 以 委 
简单 的 确定 出 差 误 的 一 个 上 限 ( 况 
146) 。 在 这 情形 下 , 出 图 显然 可 以 
宦 接 看 出 ) 公式 (40) 与 (41) 中 任 
何 一 个 的 差 误 ,不 超过 有 和 任 硬 的 垂 加 “1i46， 
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形 的 面积 和 ， 就 是 不 超过 以 “一 “ =》 为 底 , 以 yn 一 y 为 高 的 有 科 线 的 矩形 的 面积 ， 
也 就 是 不 超过 量 
"4(y, —yo)o (42) 


短 形 公式 答 出 的 , 不 是 曲线 y= 了 (zx) 下 面积 的 准确 式 子 , 而 具 是 它 的 近似 式 
于 ,是 用 十 形 周 界 中 一 部 分 的 横 妈 厂 段 租 成 的 阶 形 折 杂 下 的 面积 。 

若 用 与 给 定 的 曲 秦 所 差 很 少 的 
中 的 楼 ,来 稚 代 这 样 的 阶 形 折 科 , 骂 
得 到 另外 的 近似 表达 式 ;这 辅助 矿 


| 二 
)| 
RS 
二 
5 
Ye = = me 
Ps 向 


{ 7 | ye 与 曲线 y= (7) 霹 近 , 用 这 畏 助 多 
、 - 下 的 面积 来 替代 所 要 的 面积 时 , 盖 
0 Er Xs 二 大 误 您 小 。 


ml 例如 ,车 用 答 定 的 曲线 的 内 接 ， 
折 矿 , 当 z=zi 时 , 它 的 砍 华 标 与 曲线 的 纵 坐 标 双 辣 (图 147) , 换 句 话 识 ,就 是 用 这 
些 内 接 梯 形 的 面积 和 来 替代 所 要 的 面积 ;就 得 到 近似 梯形 公式 : 


| f(a) dranh | 如 二 妈 TY 让 yest ye |= 
a 2 2 


b—a z 
Dy Lyo 十 2%1 十 203 十 … 十 2 1 十 切 了 ]。 (43) 


109. 切线 公式 与 波恩 塞 公 式 “ 现 在 我 们 把 分 份 的 数目 二 多 一 倍 ， 就 是 把 每 一 
份 再 分 成 两 个。 这 样 做 就 得 到 24 份 (图 148) : 


20》 zy 一 a 二 名， ~ 


J 二 + Ti 二 a 十 汲 ， 


i+ 


各 对 应 于 灯 坐 标 : 
Yo HY Yl Yi His 1 "Yn 


Go yp Vn 寻 做 偶 克 坐标 ， Y1， 
a9 "9 Yn 叫做 奇 称 坐标 ) 。 148, 


过 每 一 个 奇 炎 坐标 的 如 点 作 切 和 线 , 与 相 邻 的 两 个 偶 炎 坐标 相交 用 这 样 作成 的 
戎 梯 形 的 面积 和 来 获 代 所 要 的 面积 。 如 此 得 到 的 近似 公式 而 做 切线 公式 ; 


ee 
zx 1=0+ (i + 罗 一 b 


0 py TS | > 和 % 3 To6 ~ 
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| fwWarw 


再 考 嵌 严 接 署 相 邻 奇 克 坐标 端点 的 副 得 到 的 内 接 梯形 ,加 上 连接 铭 坐 标 go 与 
YY 与 Yn 端点 的 两 个 弦 在 两 端 作成 的 梯形 。 这样 得 到 的 梯形 的 面积 和 记 作 


Wa Tyg | = 010 (44) 
: 2 


Y1 Ty _1 
m= 可 +2g 十 2g8 十 … 二 2g， 3 |。 


若 曲线 Y 一 2) 在 区 间 [La， 四 上 没有 组 于 点 ?就 是 单纯 的 同上 四 或 日 杯 的 同 下 
四 ,期 曲线 下 面积 3 在 内 与 03 之 间 , 所 以 自然 可 以 让 等 差 中 项 全 本 呈 作 8 的 近 
僻 腾 达 式 ,这 是 波恩 塞 公式 : 
加 Y1+tY 1 
| Da | +2y3+2ys + 二 2y, Me (45) 
不 难 洽 出 ,在 上 述 关 于 曲线 的 假定 下 ,这 个 公式 的 差 庶 不 超过 
Ti Y1 TY tf/ 十 久 ， 六 一 站 a 
5 Ee a 
的 稳 对 值 ,由 梯形 中 线 的 性 览 ,不 难 证 明 , 上 式 中 括号 内 的 表达 式 ) 等 于 连接 陋 个 枝 
癌 偶 纵 坐 标 与 连接 两 个 极端 奇 炎 坐标 的 弦 在 正中 厅 坐 标 上 截 下 的 一 段 之 长 。 
110. 池上 森 公 式 ” 如 上 ,分 作 双 数 部 分 ,过 每 三 个 内 坐 标 : 
Yo Y1) Y1; Y1; Ys) Y23 '*'} Yn-1? Yn ? Yn . 


的 端点 各 作 二 次 抛物 钱 , 用 这 一 扎 氟 物 钱 来 兰 代 答 定 的 曲线 。 由 [101] 公 式 (4) 算 
出 这 样 作 成 的 每 一 段 拢 物 线 下 的 面积 ,我 们 就 得 到 位 上 森 近似 公式 ; 


人 
| f (x) dr [yo+4y1 +21 二 +4ys 二 2Yy2 十 
在 Dr 四 至 
FY +Ynio (47) 


我 们 现在 不 求 这 个 公式 的 差 锅 以 及 梯形 公式 的 差 训 。 注 意 ,一 般 来 流 , 用 -- 定 
的 公式 来 表达 的 差 误 式 子 , 在 理论 上 比 在 实用 上 较 有 价值 , 因为 就 实用 来 区 , 普通 
总 是 估计 的 太 粗 了 。 

关于 上 面 的 作法 ,我 们 提出 ,总 可 以 选择 适当 的 a, b 与 6; 使 抛物 线 y=ax? 十 
十 bz +e 通过 答 定 的 平面 上 横 坐 标 不 同 的 三 个 点 。 

实用 上 , 直线 很 平时 ,会 得 到 很 准确 的 精 果 , 在 曲线 叹 然 改变 祥子 的 点 的 附近 ， 
上 应当 计算 得 比较 精 稻 , 那 就 须要 把 每 份 分 得 更 小 。 在 任何 情形 下 , 在 作 计 算 以 前 ， 
要 作出 曲 米 的 图 形 ,和 然 草率 些 也 好 。 
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当 作 近 似 计算 时 ,安排 分 制 的 计划 是 很 重要 的 。 为 此 ,并 且 为 比较 上 述 几 个 不 
同 的 近似 公式 的 准确 性 ,我 们 介绍 下 面 几 个 例 : 
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间 
s=| aln £ dx=1]，, 
0 


<=0.07853981, 


b—a_0.02617994 
Gn 


n 


rr- 


Yl sin 9 0.1564345 Yi gin 43.5 | 0.0784591 
Yo sin 18° 0.3090170 ys,, |sin 18°.5 | 0.2834454 
ya | sin 27° 0.4539905 Ys igin22°.5| 0.88206834 
ys | sin 386° | 0.5877858 yu, isin31°.5 | 0.5224986 
Ys sin 45” 0.7071068 yp | 3in 40?7.5 | 0.6494480 
ye | sin 54° 0.8090170 yn, | Bin 49°.65 | 0.7604050 
yr | sin 63° 0 .89100865 yr, |sin 58°.5 | 0.8526402 
ye | sin 72? 0 .9510565 yw, |sin67°.5 | 0.9238795 
V9 | sin 81* 0.9876883 yy, |sin76°.5 | 0.9723699 

| | yy, |sin85°.5 | 0.9969173 


| 6.3727474 


] DE 
v1 | 5.8531024 | 
| 


| 


5.8531024 0.7678861 
0.0000000 1.1961198 
py 5.8581024 log 8 1 9685059 


S=0.9194080 
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矩形 公式 (长 ) 


了 5 .8531024 | log 之 | 0.8358873 


0 1 .0000000 log “一 | I.1961198 


> 6 .8531024 log 8 0.0320071 
Ss1.065828 


梯形 公式 
| 
log Ds 0 .8043267 2 人 11.7062048 log 人 1.1040158 | 
log 6 一 I.1961198 | Yo 二 Vio 1.0000000 Log 2 2.8950899 
| 
log 8 0.0004465 Y 12.7062048 logs T.9991057 
S~1.0010290 520.0979430 
波恩 赛 公 式 
2 了， 12.7454948 | 
, | log 将 1.1047141 
下 (Yo 10) 0.2500000 | 
| log 一 3.8950898 
一 示人 na 十 ar) 一 0 .2688441 
> 12.7266507 log 8 I.9998039 
S~0.9995487 
幸 上 亲 公 式 
| 
2F1: | 11.7062048 | log 1.5820314 
| 
45 25 .4909896 | ] | 
| log22 | 2.4179685 
2y0 十 210 1 .00000G0 ] | 2 
Y 38.1971944 log 5 1.9999999 


Ss=1.0000000 
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下 
5=| -08 OH) gr log 2-0.2721982613...@， 
0 1 十 23 区 


"=10， -而 67 6 
名 0.0943665 yy, 0 .04966885 
in 0., i176 3099 Yay, 0. 1366866 
ya | 0.2407012 Way 0.2100175 
fy 0 .2900823 Yr, 0 .2673538 
fs 0.3245721 Ys, 0 .83089926 
Te 0. 3455909 二 11 站 0 , 3364722 
1 0.3561263 Yisy, 0 .3520389 
118 0 .3584085 J 0.3581540 
Yo 0.3546154 Vir, 0.3571470 
0.3510273 
人 1 | 2.6395604 | So 2 .7265383 
Wn | 
| 
| 
| Yo | 0.3465736 
波恩 塞 公 式 池 目 森 公 式 
ga 人 
| 2 >? | b.4531166 
I (go+ yo) | 0.0366434 10.9062332 
es 二 (Yj /十 ?re ) —0.0999239 Vo 二 Yi0 0, 3465736 
| : | 
Py 5.4398361 >, 16.38319076 
1 1 
SY ~0.29719918 与 二 国人 
50 S 而 > 二 0.27219846 


中 ”本 碍 第 二 和 苞 中 要 讲 这 公式 


之 1 


1 dz 
5=| 证 


n=20, 


b—a 


nn 


0 .9523810 
0.9090909 
0.86956653 
0.8333333 
0.8000000 
0.7692307 
0.7407407 
0.7142857 
0 .68965Bb2 
0.6666667 
0.6451613 
0 .62580000 
0.6060806 
0 .5882353 
0.5714287 
0.5555556 
0.5405405 
0.5263146 
0.51282065 


13.1160666 


二 
40: 


=log 2=0.69314718.…， 


0.9756097 
0.9302326 
0.8888889 
0.8510838 
0.8163266 
D.7843185 
0.7547169 
0.7272727 
0.7017543 
0.6779661 
0.6557377 
0.6349207 
0.6153846 
0.5970149 
0. 针 97101 
0.5633804 
0.5479451 
0.5333333 
0.5194806 


0 .5083291 
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梯形 公式 
OR 和 
th ] 1.0000000 | 了 全 26 .2321382 | 
| 
jigs | 0.5000000 | 二 0000 
I | 
vy 27 .7331339 
1 
SS=. VY 20,60020333 
S70 
波 殷 塞 公 式 浴 上 下 森 公式 
2 5, 27.72327632 2 Si 36.23321333 | 
于 (Wet i 0.3750000 4 Ts 55 .4455264 | 
| yt) | -0.3704847 | Pe 1.5000000 
Row 
py 27.7272785 vw 83.1776596 
ee ， 
$= E20.69818196 S= -3 2 ~0.69314716 


tL， 上 限 为 变量 的 定 积分 之 对 算法 ”在 很 多 的 问题 中 ,要 计算 定 积分 
Pax) =| f(a 
的 值 , 其 中 上 限 是 个 杰 量 。 
根据 梯形 公式 (43) 可 以 用 下 述 的 方法 得 到 这 个 积分 的 近似 值 , 不 过 ,对 于 x， 
不 是 可 取 所 有 的 值 , 而 只 是 当 z* 取 区 了 六 [o, 要 上 妊 分 点 的 对 戌 值 时 于 能 用 ,就 是 
F(a), (x), F(x,), "oy Fm) F(x.1) 9 F (Ob), 
出 公式 (43), 我 们 就 有 


让 
M(x.) =| (razeh 总 | (48) 
Fz) = 让 Jr)ar~wh | 和 去 妈 i 全 + yx + J tl ls 


Te 
F(ap) + hy Ye (49) 


计算 出 (xp) 的 值 就 能 用 这 个 公式 求 出 坟 下 的 玉 (xjp41) = (zx 十 &) 的 什 。 
这 样 的 计算 可 以 排列 成 到 如 下 : 


EE 7 
| 
和 他 
n (98+59 二 ?eees | rs) T 98 -8 十 Ps Tt8 十 ?3-+-Ts 9 
下 (对 十 1 十 名 十 393 十 节 )1 1 ES Ly 十 好 十 2 + 全 of 
出 : | 
| z . 
括 (Fs ts |" 十 TI)1Y 好 十 由 十 8 十 下 a 
Fh -eR = Ps 
(S928 Is - E69- 39-T8 Eh 
eReR te 
(e815) 六 了 Go- Ts of 
lsyy 诏 Th 
RoRls 
0 人 0 
Ta 史 1=% 
Ho 人 1 = (Yr) ,gy lg SS T+38 十 太一 究 并 
"| 
上 六 A AI JIIL 
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mn 
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112%， 作 图 法 车 已 知 曲 钱 y=J (zx) 的 图 形 ; 上 述 这 些 计算 可 以 用 作 圈 法 得 
来 ;由 曲 姜 
y =f (x) (50) 
的 姻 形 ,我 们 可 以 得 到 积分 曲线 : 


y= | f dr=F() 
的 图 形 的 作法 。 
若 已 赤 分 割 好 ,我 们 就 可 以 近似 的 取 


St 十 WU 
小 = 二 EY, (51) 


就 是 车 曲 生 (50) 的 图 形 搁 好 , 则 量 号 可 以 直接 由 图 得 到 , 因为 它 可 以 算 作 是 曲 独 
2k— 1 
妇 十 


| 5 一 上 点 的 雁 坐 标 之 长 (图 149) 。 
y1 Wl 
F # 
天 
条 
本 
1M; 
pe 
pa 
re 
A2, wh pe se ee en 
pr | 
”7 AN Xg A A Ne A 3 eg 
国 ”149. 
在 07 辅 上 上 取 投 影 点 : 


二 (1 9 4 (Ys) 9 {Ys) “1 4 (3)a 
在 0 和 X 朝 上 由 点 0 向 左 取 线段 OP 合共 长 为 1. 引 站 经 
pd, PAd,, Pd,, "" Pd,., 


过 点 Mo Ma Ma … 各 作 它 们 的 平行 钱 , 合 
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i 


氮 对 0 M1， 放 ,，… 就 是 要 求 的 近似 积分 曲线 上 的 点 ,因为 由 国 不 难 断 定 
TM1=hy,, ToMa=h (ys +Ys); zs =h Cy +ys +Ys) 9 


根据 近似 等 式 (151) ,这 就 褒 明 : 
xi 一 hy TYys 十 … TY) = 及 四 十 … 个 Yl) = F (re) 
根据 公式 (和 9) 。 
上 过 的 作 几 法 ,是 当 对 于 图 数 忆 (zc) 与 (2) 所 用 的 第 位 长 相同 时 用 的 。 若 对 
于 面 可 用 的 单位 长 不 同 , 设 对 于 F(z) 与 f(x) 用 的 蜡 位 长 之 比 等 于 !， 只 要 在 作 剖 
时 线段 OP 的 长 不 取 作 1, 而 下 作 ! 就 成 了 。 
二 次 入 分 
ora 
的 近似 作 图 法 以 [108] 中 窍 形 公 式 (40) 为 基础 。 
像 上 和 面 一 样 ,我 们 识 
F (2) =| 7 dz。 
只 考虑 日 变量 的 值 doy TI Tay yy ny *'*y 由 公式 (40) 有 泊 似 等 式 : 
Fw) hyoy Fro) Sh Yo tH) PF TE) Sh (ot 二 + Yk-1) 6 
再 把 公式 (40) 用 于 图 数 人 多 (x) , 就 有 : 
G2) =hLF (vo) + (0) + +F (Tp) 
入 入 3 十 (yo 二 4) 二 二 (0 十 护 十 … 十 Yi-1)]。 (52) 
由 此 推出 下 面 作 多 (22) 的 区 坐 标 


的 方法 (图 150) : 像 上 面 一 样 作 点 P， 
在 07 轴 上 零钱 段 ; / 4 
0Bi=yo, BB,=y;; / 
SE ， 
BaBs=yay …y BEBE= YE-1y “oo Mm, 
直线: Pe 站 
Fl = = f 
DB FB PB ., PB *, 3 ’ 
63 . 
Mo M1, MH, 1, My [pv Ms I 
Bi oem 
使 po Yo tl | 4 
P 9 Xo XI 交 人 夏 


MoMi PB, MM, | PB,, 
MM | 大 局。 "pp 吻 150, 
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这 些 点 就 是 要 求 的 近似 曲 徐 上 的 点 ,不 过 哩 位 长 的 比 是 (1 : 加 ,因为 由 作 图 显 
然 


ZI =hyo, ToM a= hyot+h (Yo tyY)s "** 


TMi=hyo th yo tty) + 二 +hyoty + 十 Yk-1) 完 2 3 


er 


h 
根据 (52) 。 车 OP 之 长 不 是 1, 而 是 !， 则 两 个 图 形 所 用 的 单位 长 之 比 为 二 oa 
上 述 作 图 法 的 准确 性 很 难 议 ,这 只 能 在 不 精 粗 的 计算 中 应 用 。 
113. 控 动 很 密 的 曲 钱 下 的 面积 ”以 上 [10] 我 们 襄 过 ,为 要 在 计算 定 积 分 时 ， 
应 用 各 种 近似 公式 , 得 到 很 好 的 车 果 ; 须要 在 分 割 确定 面积 的 曲线 时 , 使 得 每 -- 段 
都 很 平 。 
对 于 上 下 摆动 很 多 的 曲线 ， 这 个 要 求 是 很 难 满足 的 。 用 上 述 的 方法 来 确定 这 
样 的 曲线 下 的 面积 ,就 要 分 为 非常 多 份 ,以 致 于 计算 起 来 非常 复杂 。 
在 这 情形 下 要 用 另外 一 个 方法 , 就 是 分 割 这 面积 时 , 不 用 平行 半 0Y 翰 的 竖 
条 , 而 用 平行 于 0X 轴 的 横 条 :为 要 确定 如 图 151 所 示 的 曲线 下 的 面积 ;在 0 埋 
上 取 这 曲 嫉 的 纵 坐 标的 最 小 值 < 与 最 大 值 8, 由 点 : 


Wo 一 Gy Yiy sy Yi Yiy 9 Yn-1? Yn=F 
分 区 并 La 68] 为 n 份 。 
y 

Prw py es 
EE et: 一 
半生 - 扶 - 失 - 欣 - 且 7 
旬 于 入 4 计 - 尾 撤 - 汪 以 ] 
"IY DED 
,EJHY YY YY 


A WA AE 

SS SN 2 WMP 

I 
zi 4 


加 ”151.， 


过 这 些 分 点 各 作 和 平行 于 0X 翰 的 直线 , 把 全 部 面积 分 为 断 开 的 狭 条 ; 取 任 意 一 
条 站 和 线 
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J 
乌 所 考虑 的 面积 截 下 藤 息 的 长 度 之 和 ， 这 个 和 让 接 由 圈 上 确定 ， 记 作 1 取 1i, 与 
(yi 一 -的 莱 积 作为 第 1 条 的 近似 表达 式 。 我 们 就 得 到 未 知 面积 8 的 一 个 近似 
表达 式 : 
yo 一 9) + (1— Yo lt (ya —Y1)lg+ t+ (Yn— Yn-1) lno 

分 割 的 份 数 馈 多 而 控 动 愈 陡 时 , 它 合 准确 。 

由 这 个 方法 的 基本 精神 发 展 ,就 引起 勒 员 格 积分 的 构 钨 , 比 上 壕 的 梨 曼 积分 的 
概念 广泛 得 多 [94,116]。 


§ 11 .关于 定 积分 的 补充 知识 


li4. 和 补充 概念 ”这 一 节 中 我 们 专 从 分 析 方 面 来 考虑 定 积分 的 松 
念 , 志 下 我 们 证 明和 : 
之 f (Er) (Wr ~— Tk) 


的 极限 的 存在 性 ,不 限于 连结 画 数 的 情形 。 为 此 ,我 们 必须 先 引入 一 些 
与 所 考虑 的 非 连 秆 画 数 有 关 的 新 构 念 。 识 画 数 (z) 定义 于 某 一 有 限 
区 沿 [e, 8] 上 。 我 们 将 只 考虑 有 界 画 数 ,就 是 这 样 的 画 数 ,在 指定 的 区 
间 上 泡 所 有 的 值 的 郁 对 值 ， 都 小 于 某 一 个 确定 的 正 数 , 就 是 , 车 有 这 样 
一 个 正 数 以 存在 ,使 得 当 z 取 在 区 疯 [z, 站 上 任 沪 一 个 值 时 ， 
|f (2)| <M, 

力 数 yz) 就 叫做 在 区 浊 [c, 5] 上 有 
分 。 

车 画 数 了 (z) 连续 , 则 如 在 [35] 
中 所 述 , 它 在 这 区 尚 上 达到 一 个 最 
大 值 与 一 个 最 小 值 ,所 以 显然 是 有 
错 的 。 反之 , 非 连 积 面 数 可 能 是 有 贺 ”152. 
界 的 ,可 能 是 无 办 的。 以 下 我 们 只 考虑 有 界 的 非 连 绫 画 数 。 例 如 , 亢 
数 f(z) 有 图 形 ,如 图 152 所 示 。 在 点 %=c, 这 夯 数 的 速 续 性 间断 了 ,而 
画 数 在 点 2= 的 值 , 就 是 了 (ec) , 应 该 用 某 种 方法 补充 定义 。 在 其 余 的 
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点 ,以 至 于 在 区 疗 的 两 端 a 与 5, 这 画 数 都 是 连 积 的 。 此 外 , 当 2 取 较 
小 的 值 , 就 是 自 左 , 趋向 “时 , 秋 坐 标 fc) 趋向 一 个 确定 的 标 限 , 图 形 
上 由 线段 NM 表示 。 相 同 的 , 当 > 取 较 大 的 值 , 就 是 自 右 , 趋 向 时 ， 
让 也 趋向 一 个 确定 的 极限 , 由 线段 WMs 表示 , 这 个 极限 与 上 述 自 左 
的 极限 不 同 。 自 左 的 极限 普通 记 作 f(c 一 0) , 自 右 的 极限 记 作 了 (ec 十 0) 
[32] 。 这 种 最 简单 的 画 数 的 连 炉 性 的 间断 点 , 在 这 册 断 点 自 左 自 右 都 
有 确定 的 有 限 极 限 存 在 ,叫做 第 一 类 间断 点 。 在 这 点 z=c, 画 数 的 值 ， 
就 是 f(c) ,一般 说 来 不 见得 是 f(c 一 0), 也 不 见得 是 了 (c+0), 应 当 补 
充 定义 。 若 一 个 画 数 在 区 疫 [e, 5] 上, 除去 在 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 ， 
是 连续 的 , 划 这 丽 数 的 图 形 是 有 
限 段 的 过 入 曲 线 , 每 一 段 在 相 邻 
两 个 前 断 点 冰 ( 图 153) 。 这 样 的 
画 数 ,次 然 是 不 连 禹 的 ,但 显然 在 
这 区 尚 上 是 有 界 的 。 有 更 复杂 的 
沿 断 点 的 画 数 ,也 可 能 是 有 界 的 。 

加 153. 以 下 我 们 常 要 考虑 , 当 自 变 
量 在 任 一 和 给 定 区 疝 上 改变 时 ;, 某 一 画 数 je) 所 取 的 全 部 的 值 的 集合 。 
若 所 取 的 画 数 , 在 考虑 的 区 二 上 是 有 界 的 , 则 在 这 区 疝 上 , 它 的 值 的 梨 
合 有 上 界 也 有 下 界 , 所 以 这 个 和 集合 有 上 确 界 与 下 确 界 [39] 。 例如 , 若 
Fo) 在 考虑 的 ( 闭 ) 区 间 上 溃 德 , 则 由 [35] 知道 , 它 在 这 区 关上 达到 一 个 
最 大 值 与 一 个 最 小 值 。 在 这 情形 下 ,这 画 数 的 最 大 值 与 最 小 值 , 就 是 在 
考虑 的 区 闻 上 ,jc) 的 值 的 上 确 界 与 下 确 界 。 再 考虑 另 一 个 例 , 若 画 
数 f(z) 是 上 升 夯 数 , 旧宅 在 区 测 右 端 取 最 大 值 , 左 端 取 最 小 值 。 像 上 
面 一 样 , 这 两 个 值 就 是 f(z) 的 值 的 上 确 界 与 下 确 界 。 在 这 两 个 例 中 ， 
画 数值 的 确 界 就 是 画 数 的 特殊 值 ,就 是 说 ,它们 属于 所 考虑 的 画 数 值 的 
集合 。 对 于 较 复 杂 的 不 连篇 画 数 ,西数 值 的 确 界 可 能 不 是 画 数 的 值 ,就 
是 它们 可 能 不 属于 画 数 值 的 集合 。 
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设 在 区 向 [c, gd] 上 ,就 是 c<z<a, f(z) 的 值 的 上 确 界 与 下 确 办 ,各 
为 人 与 m, 显然 和 入 天。 取 一 个 新 的 区 间 [e ， 01, 是 原来 区 六 [6, di 
的 一 个 部 分 区 浊 。 设 在 这 新 区 间 上 , f(z) 的 值 的 上 确 界 与 下 确 界 各 为 
M' 与 mw。 因 为 在 任何 情形 下 , 在 区 疝 [c, dg] 上 f(z) 的 值 的 集合 , 包 
含 于 在 较 广 的 区 则 [ec, 四 上 jz) 的 值 的 第 合 中 ,就 可 以 肯定 Mr' 区 Mt 而 
且 mw' 之 m, 就是, 若 变量 z 所 在 的 区 阅 ， 换 成 它 的 一 个 部 分 区 阐 , 旭 画 
数 了 (2) 的 值 的 上 确 界 不 会 塘 大 ,而 且 下 确 界 不 会 碱 小 。 这 个 情形 以 后 
对 我 们 是 很 重要 的 。 

115. 达尔 补 定理 ” 裔 丽 数 了 (x) 存 区 阅 [a, 81 上 是 有 界 的 ,在 这 区 
阅 上 宅 的 下 确 界 与 上 确 界 各 为 m 与 M。 由 的 值 : 

VL=T0 和 HR VD 二 =b 

分 [4,3] 为 部 分 区 间 , 这 痒 得 到 的 每 一 个 部 分 区 加 的 长 度 记 作 3 ==z, 一 
wp-1(k 二 1 ,2,…, nn)。 识 BF 是 区 辣 |zwi_i, Zej 上 的 某 一 个 值 
(4 二 1 ，2,…, nn)。 作 乘积 的 和 


3 16Dat。 (1) 


这 个 和 的 值 依 赖 了 于 ,第 一 ,分 区 丧 [4, 耻 的 方法 , 第 二 ,在 每 一 个 部 
分 区 闻 中 选 出 的 值 :==6:。 我 们 的 问题 是 要 讨论 , 当 部 分 区 间 的 数目 n 
无 限 增 加 ,而 且 0 中 之 最 大 的 趋向 雾 时 ,上 面 所 写 的 和 的 极限 。 须要 
过 靖 楚 在 什么 情形 下 才能 谈 这 个 述 限 ,就 是 筑 要 和 弄 清楚 ,对 于 什么 样 的 
图 数 , 和 (1 ) 趋 向 于 一 个 确定 的 极限 ,不 依赖 于 分 区 科 的 方法 以 及 i 的 
选择 。 / z 

考虑 在 每 一 个 区 间 [zx_1 ,2x] 上 f(z) 的 值 。 设 在 区 并 [zx_i, z 可 上 
f(z) 的 上 确 界 与 下 确 界 各 为 Mx 与 ms。 在 和 (1 ) 的 庄 项 中 ,用 Mt 或 
mz 来 桂 代 未 定 的 (E14)。 

如 此 ,我 们 引出 下 面 两 个 和 : 


S= 3 M6, (2) 


$ 11， 关于 定 积分 的 补充 知 训 278 


3 一 > Mr Oxr, (3) 
由 确 界 的 定义 , 直 痰 推出 不 等 式 
me flér) ML,, 
又 因 为 6 都 是 正 的 ,我 个 就 有 : 
s< > f (E26:<8, (4) 


我 们 先 仔 如 考虑 和 与 s, 然后 再 讨论 较 普 遍 的 和 (11)。 依 照 上 

一 段 中 所 壕 , 在 任何 情形 下 , 数 好 与 mr 满足 不 等 式 
mm MM, 
并 且 显 然 : 
> de > (PW 0 
由 此 直接 推出 下 面 的 不 等 式 : | 
mx MSM, mem Me 
因此 , 依 上 求 和 ,就 得 到 : 
0 Ye MBMDa), mb—a)e Dm M(B—o) ， 


就 是 , 无 座 区 园 怎 样 分 法 , 在 任何 情形 下 ,和 S 与 s 都 在 mW 一 4) 与 
及 (0 一 Q) 之 辣 。 

若 考 虑 区 更 [4, 如 j 的 所 有 的 可 能 的 分 法 , 旭 得 到 和 (2) 的 值 的 一 
个 无 穷 集 合 ,， 以 及 和 (3 ) 的 值 的 一 个 无 穷 集合 。 由 以 上 所 述 推 出 这 两 
个 集合 都 是 有 异 的 ,于 是 这 两 个 策 合 各 有 上 确 田 与 下 砚 界 。 

再 仔 胃 看 和 ,现在 我 们 算 作 夯 数 太 z) 所 有 的 值 都 是 正 的 , 这 时 
各 中 所 有 的 硕 也 都 是 正 的 。 获 先 将 区 疯 [e，0] 分 定 , 各 为 01; 于 是 
和 S 就 有 一 个 确定 的 值 。 

然后 我 们 再 分 这 些 区 疗 6: 了 了 。 例如, 设 某 一 区 阅 0 分 成 二 份 : 


QD 这 里 我 依 把 区 阅 的 名 学 与 区 阅 的 长 都 况 作 6k。 
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0 0 2 在 区 间 6, 6 让， 6) _ 上 f(z) 的 上 确 界 各 为 MD, 机 引 ， 
Mi。 
恨 据 上 一 段 中 所 述 ， 在 任何 情形 下 ， 这 些 上 确 界 不 大 于 在 整个 区 半 
cx 上 的 上 硝 竹 ,就 是 
到 人 六 (8) 
拉 有 旦 显然 
0 十 6 二 6 二 6x。 (6) 
和 中 10 这 一 项 ,如 上 述 分 6; 为 三 部 分 后 ,就 换 成 
MP6 + MY + Mi 6) 
三 项 ;根据 关系 式 (5 ) 与 (6 ) 就 有 : \ 
ME + MOO ME < M6, (7) 
就 是 ,车 区 培 先 行 分 定 ， 再 把 部 分 区 疝 Ox 分 成 几 个 更 小 的 部 分 ,这 时 和 
只 能 减 小 ;严格 的 说 应 该 是 不 能 增 大 。 以 下 我 们 的 考虑 , 常 不 是 新 和 
的 全 部 , 而 只 是 它 的 项 的 一 部 , 就 是 我 们 把 部 分 区 央 百 分 小 后 , 常 从 得 
到 的 新 和 的 项 中 去 掉 一 部 。 因为 所 有 的 项 都 是 正 的 , 所 以 去 掉 某 些 项 
后 ,只 能 使 整个 和 的 值 减 小 ,就 是 ,把 部 分 区 邮 3 再 分 小 后 , 去 掉 某 些 
项 ,不 会 使 未 知 和 8 增 大 。 
我 们 已 经 比较 了 区 疝 fte, 站 在 两 个 分 法 下 和 S 的 值 ,这 两 个 分 法 ， 
其 中 一 个 是 由 男 一 个 缕 续 分 而 保持 原来 分 点 的 。 若 比 较 在 区 册 [c，2] 
的 性 蕊 两 个 分 法 下 和 的 值 ,一 般 得 不 出 它们 之 周 的 简单 关系 。 但 是 ， 
当 在 两 个 分 法 下 , 部 分 区 疗 2 都 足够 小 时 ,两 个 和 S 的 值 彼 此 很 近 。 
严格 来 说 ,就 是 可 以 证 明 , 当 部 分 数 勾 无限 增加 ,而 最 大 的 561 无 限 减 小 
时 ,各 超 问 一 个 确定 的 极限 ,不 依赖 于 区 疝 [c, 门 的 分 法 。 
现在 我 们 证 明 这 个 对 以 下 很 重要 的 命题 。 
考虑 由 区 月 [e, 01 的 所 有 的 可 能 的 分 法 得 到 的 和 S 的 所 有 的 值 。 
这 些 和 5 的 值 的 集合 是 有 界 的 , 设 工 是 这 和 集合 的 下 确 界 。 我 们 要 证 明 
这 个 数 上 就 是 上 述 的 和 5 的 极限 。 
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依照 下 确 界 的 定义 ,对 于 S 所 有 的 值 ,我 们 有 不 等 式 L<S。 为 要 
证 明 工 是 8 的 极限 这 个 肯定 ,须要 证 明 , 当 任意 答 定 一 个 小 的 正 数 8 
时 ,有 这 样 一 个 正 数 9 存在 , 使 得 只 要 所 有 部 分 区 闻 54 的 长 都 小 于 7 
时 ,任何 一 个 得 5S 都 小 于 元 十 s。 

依照 下 确 办 的 定义 ,我 们 知道 艇 然 了 是 用 的 值 的 下 确 界 , 就 一 定 
有 这 样 一 个 完 双 确定 的 分 法 (I) 存 在 , 分 成 光 , 使 得 对 应 于 这 个 分 法 的 
和 5S, 我 们 记 作 S', 要 小 于 ( 工 + 忆 )。 设 Pp 是 用 分 法 (了 ) 时 整个 区 癌 
[a, 8] 上 的 分 点 的 数目 。 现 在 考虑 区 疯 [4, 5] 的 任意 一 个 分 法 (II) , 用 
(zs_1, zw) 记分 成 的 部 分 , 5: 记 它 们 的 长 。 分 所 有 的 区 间 54 为 两 组 。 

凡是 整个 包含 于 某 一 区 疝 8 中 的 属于 第 一 组, 不 包含 于 任 一 区 导 
3! 的 属于 第 二 钥 。 第 一 组 的 区 间 之 长 记 作 ci, 第 二 粗 的 区 间 之 长 乱 作 
rn 蚊 在 区 沿 o1 以 及 Tn 上 f(z) 的 上 确 界 各 为 jv 以 及 vn。 附 标 ! 与 
叹 各 通过 一 串 正 整数 值 ,我 们 不 注意 它们 各 有 多 少 ,以 下 遇 到 对 这 两 个 
记号 取 和 时 ,我 们 不 注 明 由 几 到 儿 ，, 意 思 是 指 对 所 有 的 第 一 组 或 第 一 组 
取 和 。 把 区 疯 6 分 成 两 组 后 , 妈 在 分 法 (IT) 下 ,和 8 也 分 成 两 个 和 : 

S =AN + Ds, 


其 中 z 
Na = 2 iv 1) Ss= > Vm 人 Tmo 


任 一 区 间 ol 是 划一 区 则 2x 的 一 部 分 ,但 是 所 有 的 区 并 co; 不 见得 

能 充满 所 有 的 区 2, 于 是 和 AS1 可 以 由 和 S' 得 来 ,只 要 把 区 册 交 再 

分 小 ,然后 去 掉 些 项 成 了 。 由 以 上 所 述 , 可 以 肯定 , S51 不 大 于 5S'; 再 根 
据 8 << 卫 十 可 我 们 可 以 写成 : 

D1 <L+5 ( 71) 


现在 考虑 第 二 个 和 Ss。。 这 里 区 辣 rw 跨 过 几 个 区 并 SU 至少 两 个 )， 
就 是 每 个 Tm 含有 分 法 (1 ) 的 分 点 ;所 以 和 Ss 的 导数 不 超过 p, 2 是 一 
个 已 经 确定 的 正 整数 。 所 有 的 v 不 会 超过 在 区 间 [c, 6] 上 画 数 f(z) 
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的 上 确 界 型 。 若 把 rn 的 长 度 中 之 最 大 的 记 作 7, 则 和 Ss 中 每 一 项 都 
不 大 于 Mr, 于 是 推出 ,对 于 整个 这 个 和 有 不 等 式 : 
Ds MT Dp, (8) 


现在 取 数 "等 于 537; ,可 以 证 明 它 满足 上 面 所 要 的 条 件 。 我 们 算 
作 在 分 法 (IT) 之 下 ,所 有 的 部 分 区 间 之 长 3 都 满足 不 等 式 ; 


Se Ty ° (9) 


Y \ ; 8 . 
因为 Tm 是 区 同 OF 中 的 一 部 ,所 以 ， Tm 3D ; 王 是 


ze 
"Np ° 
由 不 等 式 ( 8 ) 推出 


Ss<5 : (10) 


由 不 等 式 (71) 与 (10), 我 们 得 到 : 


6 2 
<L+5+5=L+i+e,。 


所 以 ,用 任何 分 法 分 区 阅 [6, 8] , 只 要 每 一 个 部 分 区 则 之 长 满足 不 

等 式 (9 ),， 对 于 和 5 就 有 不 等 式 : 
TS<S<ZIT+e 

因为 所 缩 的 正 数 s 可 以 随意 小 ,我 们 由 此 断定 , 工 就 是 和 S 的 栋 
限 。 

以 上 算 作 了 (z) 所 有 的 值 都 是 正 的 。 著 不 如 此 , 在 任何 情形 下 ,只 
要 了 (%) 是 有 界 的 ,就 可 以 加 上 一 个 正 数 4, 使 新 画 数 业 (%) = 了 (x) 圭 4 
是 正 的 。 根 据 以 上 所 述 ,我 们 的 断 语 对 于 这 新 画 数 是 已 经 证 明 的 ,就 是 
对 于 这 个 新 辑 数 ,和 9 有 一 个 确定 的 标 眼 。 注意 ,显然 ,在 区 岗 [zx_1， 
rx] 上, 由 (2) 的 上 确 界 等 于 4 十 4, 我 个 看 出 ,对 于 范 数 册 (2) , 这 个 和 
有 下 面 的 样子 : 
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BS Mt A) d= > MiBr+ A DY 1— TY MiBit+ A(D—a), 
= 左 玛 k= k= 


其 中 MH, 是 了 (ww) 在 区 更 6 上 的 上 确 蜡 。 
把 这 公式 写成 :. 


S' (M+ A)S.,= > We 
k=1 k= 


如 上 所 壕 , 左 边 的 和 有 一 个 确定 的 极限 ,等 于 这 样 的 和 的 值 的 下 确 
界 ， 

右边 有 两 项 ,其 中 之 一 4(5 一 4) 是 个 常量 ,于 是 我 们 可 以 肯定 另 一 
项 


> Moy 
k=1 


也 有 一 个 确定 的 标 限 , 就 等 于 这 里 写 的 和 的 值 的 下 确 界 。 

如 此 我 们 证 明 ,在 一 个 有 限 区 册 上 ,对 于 任何 -一 个 脐 夯 数 f(z)， 
和 有 一 个 确定 的 株 限 。 同样 可 以 证 明 , 当 6x 中 之 最 大 的 无 限 减 小 
时 ,和 (3 ) 也 趋向 一 个 确定 的 票 限 !。 这 个 数 志 , 就 是 由 区 疝 [c&,， 门 的 所 
有 的 可 能 的 分 法 得 到 的 所 有 的 和 s 的 值 的 上 确 界 。 此 外 , 在 同一 个 分 
法 下 ,我 们 比较 和 与 3 的 麦 达 式 42 1) 与 43 )， 注意 mx 天 %, 我 个 看 
出 , 当 分 法 相同 时 , 在 任何 情形 下 ，* 和 8。 于 是 对 于 它们 的 极限 ， 我 们 
也 得 到 同样 的 不 每 式 , 就 是 i! 上。 把 这 芋 果 号 臧 下面 的 定理 , 这 是 法 
国 数学 寄 达 尔 守 上 自 完 证明 的 。 

Fa 当 分 份 的 数目 无 限 增加 ， 而 9x 中 之 最 大 的 无 限 减 小 


入 下 J 


本 供与 天 用 1 

以 上 我 们 说 明 , ! 是 s 的 值 的 上 和 卉 ， 上 是 S 的 值 的 下 界 。 注 意 已 
经 全 明了 的 不 等 式 !<L， 于 是 我 们 可 以 肯定 ,无论 与 S 是 由 怎样 的 
分 法 得 出 来 的 ,，s 大 5。 

116， 歼 遇 意 义 下 的 可 积 枉 数 如果 我 何 回 到 一 般 的 和 : 
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DFE (2 一 oo 一 oo-)， (GD 
我 们 就 不 能 肯定 的 貌 对 于 任何 一 个 有 界 画 数 ,这 个 和 总 有 极限 。 

由 于 这 些 量 到 可 以 由 区 岗 [zx_1, wj 中 随意 选 ,于 是 广 E) 的 值 造 
成 不 定性 。 因 此 和 (11) 不 是 总 有 一 个 确定 的 极限 。 例 如 , 裔 达尔 补 定 
理 中 均 到 的 两 个 极限 ! 与 二 不 相同 ,就 是 1< 工 。 根 据 上 确 界 与 下 确 界 
的 定义 ,我 们 可 以 选 出 名 ,使 得 /6) 与 mn 着 得 任意 小 ; 也 可 以 选 出 
6 使 得 JE 与 Mt 差 得 任意 小 。 在 第 一 种 情形 下 , 和 (11) 的 值 与 对 
应 的 的 值 相差 可 以 任意 小 。 在 第 二 种 情形 下 , 它 与 对 应 的 8 的 值 相 
其 可 以 是 任意 小 。 如 此 ,我 们 可 以 对 应 的 选 出 名, 使 得 当 8 无 限 减 小 
时 ,和 (1 了 DD 或 者 与 1 (和 8 的 极限 ) 任意 接近 ,或 者 与 工 和 人 的 极限 ) 任 
意 接 近 。 因为 ! 与 二 两 个 数 不 等 , 由 此 我 们 看 出 , 当 %% 无限 培 加 而 3 
中 之 最 大 的 无 限 减 小 时 ， 和 (11) 没 有 一 个 确定 的 极限 。 所 以 ; 若 1< 工 ， 
妈 和 (411) 没 有 一 个 确定 的 极限 。 

”现在 证 明 , 若 1= 工 , 则 和 (11) 有 一 个 确定 的 极限 ,等 于 /= 工 。 实 际 
上 , 根据 上 确 界 与 下 确 界 的 定义 , 就 有 mw< 了 (8) < M;, 于 是 可 以 写 
成 : 

Pimidr< 3 fler) OrSe > MOro 

当 5 中 之 最 大 的 无 限 焉 小 时 , 这 不 等 式 的 两 端 趋向 同一 个 极限 

1= 了 于 是 推 知 ,无 天 6 怎样 选择 ,和 总 了 Ex) 64 也 趋向 这 个 极限 。 我 


们 知道 ,这 个 和 的 极限 时 做 F(z) 沿 区 间 [c, 3] 的 定 积分 , 如果 这 个 柱 
限 存在 , 这 个 画 数 呼 做 黎 曼 意义 下 的 可 积 范 数 ,或 简称 可 积 画 数 。 因 为 
定 积分 概念 有 别 的 定义 , 那 时 ,可 积 的 条 件 就 不 同 了 。 为 要 区 别 以 上 所 
述 的 定 积分 概念 与 其 他 的 概念 ,我 们 说 黎 曼 (十 九 世纪 中 ,德国 数学 案 ) 
意义 下 的 可 积 性 。 以 下 我 们 只 用 黎 曼 意义 下 的 积分 , 所 以 不 必 再 加 襄 

明 , 黎 曼 意 义 下 的 可 积 面 数 就 匀称 为 可 积 夯 数 。 
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由 以 上 推 知 , fz) 可 积 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 和 s 与 S 的 栓 限 


Ta 


【与 也 相同 ,就 是 当 冯 无 限 培 加 而 9 中 之 最 大 的 无 限 减 小 时 ,这 两 个 和 
之 起 : 


2 Mx — ms) dr (12) 


趋向 霉 。 和 (12) 是 由 非 负 的 项 组 成 的 , 而 且 它 的 值 不 小 于 上 一 1, 因为 
上 是 和 (2 ) 的 下 人 确 界 而 ! 是 和 (3 ) 的 上 确 界 。 注 意 到 这 一 点 以 及 达尔 
位 定理 ， 可 以 肯定 ， 可 积 性 (部 与 也 相等 ) 的 必要 充分 条 件 可 和 氢 述 如 
下 :对 于 任意 给 定 的 正 数 s, 存 在 着 区 疝 [4, 5] 的 这 样 的 分 法 , 使 得 和 
(12) 小 于 & 。 下 面 我 们 举 出 凡 种 满足 这 个 条 件 的 画 数 类 ， 就 是 举 出 几 
种 可 积 画 数 类 。 

II 涛 四 在 区 间 Le, 6] 上 (包括 两 问 ) 迷 和 续 , 则 在 这 区 并 上-- 致 迷 秆 。 村 且 在 
每 一 个 区 逆 3; 上, 它 达 到 一 个 最 大 秆 YL; 与 一 个 最 小 值 mi。 根 据 /zx) 的 一 致 连 秉 
性 , 当 5; 中 之 最 大 的 无 限 减 小 时 , 正 的 差 黄 ; 一 ”mm; 小 于 任意 正 数 &， 于 是 对 于 全 部 
正 的 和 ,就 有 

0< > (Mm) de s8,=6 (ba), 


由 于 上 可 以 任意 小 ,于 是 推 知 ,和 (12) 趋 向 雾 , 就 是 ,任何 一 个 束 统 冰 数 是 可 积 
的 。 

II， 现 在 设 .六 zc) 有 界 , 而 且 有 有限 个 关 断 点 。 为 确定 起 见 , 届 它 在 (ay 切 内 只 
有 一 个 间断 点 zx<=c。 有 有 限 个 间断 点 的 情形 可 以 同样 若 虚 。 因为 和 (12) 的 极限 


不 依 办 于 分 区 并 (a, 8) 的 方法 , 我 们 证 明 时 ， 


er 
oc 0 5 尤 许 采 取 任何 方法 , 只 要 每 个 1 都 趋向 零 就 
z 加 154. 成 。 在 区 于 (a, b) 中 作 一 个 区 并 (ax ba) ， 使 


眠 2 在 (ary bb) 内 (图 184) 。 以 后 我 们 再 严格 确定 这 个 区 间 。 
”根据 图 数 /xz) 的 有 界 性 , 我 们 有 | 了 (2) | < 六 就 是 所 有 的 Mi <N, 而 所 有 的 
> 一 ;于 是 


0 二 1 一 mi 和 2N。 Q3) 
汉 8 是 一 个 任意 给 定 的 小 正 数 。 选 宇 (ai， DD 使 
2N (b,— ql) <eo (14) 


分 区 了 并 (a, b) 时 , 衣 +=a 与 2=b 是 两 个 分 后。 这 时 和 (12) 分 为 三 部 : 和 Si 
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TT 


对 应 于 区 了 (4; qi) ;和 S55 对 应 于 区 并 (01 9) ;以 及 和 Ss 对 应 于 区 间 (cz，by) 。 

医 数 了 (x) 在 这 间 [a; a1] 上 一 臻 回炉 ,如 例 一 ,和 S51 趋同 骞 。 同 理 , 和 Ss 也 趋 
网 竺 ,所 以 当 所 有 的 5; 足 馆 小 时 ,和 和 51 与 Sa 都 <e。 

和 Ss 对 应 于 分 布 在 区 并 [Lal; b1 1 上 的 汉 ) 这些 入 之 和 显然 等 于 (01 一 41)。 柱 
意 (13) 就 有 : 

O08 <T N=2NT b=2N (bi —a), 
其 中 的 和 是 对 于 上 述 的 54 作 的 。 根 据 (14), 就 有 53<s, 于 是 全 部 的 和 (12) 就 
<3s。 因 为 。 可 以 任意 小 ,由 此 可 以 证 明 这 个 和 趋向 零 ;就 是 ,任何 一 个 有 有 限 个 
并 断 点 的 有 界 图 数 是 可 积 的 。[97] 中 第 一 个 例 是 这 样 的 柄 数 。 

II ， 设 .六 zx) 在 区 间 Le,， 患 上 是 第 调 有 界 轿 数 。 为 确定 起 昂 , 哎 这 倒数 不 着 ， 
就 是 车 cd 和 cay 则 .er 所 fj (cs)。 这 时 ;在 每 个 区 闻 CO 
和 (12) 就 是 : 

> [Ff (80) 一 (DJ (Ti ~ X11) 0 
用 4 记 差 (4; 一 zi_1) 中 之 最 大 的 。 当 % 一 > ce ,44>0。 根据 了 (zi) -J NDP 
>0, 可 以 写成 : 
0< > | fz) — f(r) |) (Zi 一 四 -1T) <i> Le 一 六 (TD 
就 是 
0< DID ~ fz-D] -nD <4E7 0) -7o)]。 
因为 显然 
[f(D —f (810) = Lf (8D) ~ (a)] +E (22) 一 rc) 十 
FFD a j= (5) ~ f (0), 

由 此 直接 看 出 , 和 和 (12) 趋向 笋 ,就 是 ,任何 一 个 赣 诗 有 办 图 数 是 可 积 陨 数 。 注 
训 音 请 区 教 可 以 有 无 消 多 个 并 斯 点， 所 以 (IID 的 情形 不 包括 在 (LID 的 情形 中 。 可 
以 用 这 样 一 个 画 数 作 特 例 , 当 0<z< 志 时 , 它 等 于 堵 ; 当 于 <z< 所 时 ,等 于 证 ; 
当 李 <<z< 字 时 ,等 于 写 ,……, 最 后 , 当 z 二 1 时, 它 等 于 1。 

这 个 不 减 诛 { 数 和 的 肿 断 点 蚌 : 


1 
X= 
要 声明 ,音调 有 界 栈 数 ,在 任何 一 个 间 灶 点， 有 fC 一 0D 与 了 (c+0) 两 个 极限 ，。 


S11， 关 于 定 积分 的 补充 知识 
这 可 以 由 单调 有 界 序列 的 极 眠 的 存在 性 直接 推 知 130] 。 

在 介 狠 可 积 性 的 条 件 时 , 我 们 一 直 假 坝 ,xz) 是 有 界 的 。 可 以 诈 明 这 个 条 件 是 
可 积 性 的 必要 条 件 , 就 是 , 它 是 和 (11) 有 确定 的 极限 存在 的 必要 条 件 。 若 不 沸 足 有 
界 这 个 条 件 ) 在 某 些 情 形 下 , f (x) 党 (a, b) 的 积分 仍然 可 以 确定 , 但 就 不 是 和 (11) 
的 极限 了 。 这 样 的 积分 陡 做 反常 积分 。 在 [9?] 中 我 科 已 经 介 厅 过 反常 积分 的 基本 
构 仿 。 在 第 二 矢 中 再 仔 粗 计 论 。 

若 积 分 区 间 (a, 8) 的 一 端 或 两 端 是 无 穷 大 , 沿 这 区 戎 的 定 积分 的 概念 也 不 能 
直接 由 和 (11D 引 出 。 在 这 情形 下 ,我 们 也 有 反常 积分 (参考 内 11[98])，。 


117， 可 积 夯 数 的 性 质 ”由 以 上 得 到 的 可 积 性 的 必要 且 充 分 条 件 ， 
不 难 推出 可 积 画 数 的 基本 性 质 。 

I 设 f(z) 在 区 沿 [x, 四 上 可 积 ;我 们 在 [xc, 如 中 有 限 个 点 随意 更 ， 
换 jz) 的 值 ,这样 作 成 的 新 画 数 在 [&, 中 上 仍然 可 积 ,并 且 其 积分 值 不 
变 。 

我 们 只 考虑 在 一 个 点 改变 jz) 的 值 的 情形 ,例如 , 在 点 z=4。 新 
”图 数 p(z), 队 x24 外 ,与 了 (7) 全 同 ,而 9 (4) 可 以 随意 取 值 。 说 nw 与 
用 各 为 f(z) 在 [a, 5] 上 的 下 确 界 与 上 确 界 。 车 9 (4) 之 m, 9g (sz) 的 下 
确 界 就 宇 m, 洪 p (4a) <m, 下 确 界 就 是 p(4)。 同 样 ,车 g(a) 专 AM， 
9 (2) 的 上 确 界 就 二 以 , 车 p(ao) >M， 上 确 界 就 是 (co)。 比 较 对 于 
Fo 与 42) 的 和 (TI2) ,注意 它 个 只 是 第 一 项 惧 一 二 可 能 不 同 。 但 是 显 
然 ,对 于 jz) 与 (2)， 这 个 第 一 项 都 趋向 雾 , 因为 6-30, 而 Ma 一 ma 
有 界 。 除 第 一 项 外 , 其 余 各 项 的 和 , 显然 也 趋向 雾 , 因为 fj(z) 可 积 ,对 


于 (zc) 整 个 和 (12) 趋 向 雾 。 于 是 证 明了 p (2) 的 可 积 性 。 至 于 f(w) 与 宫 


y (z) 的 积分 之 值 相同 ， 是 因为 作 和 (11) 时 我 们 可 以 算 作 总 不 是 o， 而 
除 2=o 外 ,在 所 有 的 点 (2) 与 g(2) 的 值 相同 。 

[I. 车 jie) 在 区 间 [c, 妃 上 可 积 , 蜀 它 在 [c, 的 任 一 部 分 区 博 
[ce, 9] 上 岂可 积 。 

计算 s 与 S 的 极限 ! 与 工时 ,可 以 贞 点 < 与 4 是 区 间 [e, 妇 的 分 
点 。 这 时 ,对 于 区 阅 [c, 的 和 (12) 可 以 由 对 于 区 沿 [4, 5] 的 和 (12) 得 
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ar mm 


到 ,只 要 去 掉 对 应 于 区 闻 [c, 0] 与 [4, 5] 的 那些 项 就 成 了 。 注意 , 所 有 
的 项 没有 负 的 ,可 以 肯定 ,对 于 区 章 [c, 9] 的 和 (12) ,小 于 或 等 于 对 于 区 
阅 [4, 引 的 和 (12) 之 值 ;而 后 者 趋向 雳 (Jo) 在 [a, 四 上 可 积 )， 所 以 前 
者 也 趋向 雾 , 就 是 Jo) 在 [fc, 四 上 可 积 。 注意 这 里 。 可 以 与 4 重合 ,4 
可 以 与 5 重合 。 像 在 [94] 中 完全 一 样 ;可 以 证 明 


| COaz=| fart | fe)ae Ce 


”IHI. 者 f(z) 在 [a, 外 上 可 积 , 旧 cf (2) 在 [&, 0 上 也 可 积 ,其 中 。 
是 任何 一 个 常数 。 

例如 , 算 作 c>0, 可 以 表 定 ,对 于 画 数 cf(w) , 要 用 ems 与 eM; 替 
代 原 来 的 mx 与 Mx。 和 (12) 只 是 多 一 个 常 因 子 c, 于 是 仍 趋向 零 。 显 
然 [94] 中 性 质 V 可 以 像 以 前 一 样 证 明 。 四 

JY. 著 广 (人 o) 与 . 户 (o) 在 区 疹 [a， 5 上 是 可 积 丽 数 ， 则 宛 们 的 和 
22) 一 廊 (Z) 十 fs(z) 也 在 [c, 8b] 上 可 积 。 

没 方 (2) = Js (7) 在 区 六 [wx_1, zr] 上 的 下 确 界 与 上 确 守 各 为 Mke 
Mi, mk, Mi 。 如 此 ， (2) 在 区 潮 和 xy-1， Xx] 上 所 有 的 值 大 于 或 等 于 
Mic, 同样 fs(%) 所 有 的 值 大 于 或 等 于 mmx。 此 ,在 区 间 [zi-i, zz] 上 
9 (2) > 十 ix。 同 理 可 证 ， 在 区 间 [zxr-i, 2x] 上 gp(%) 二 Mi 十 和 Mi。 用 
mx 与 答 记 在 区 岗 Lzk-diy zx] 上 0(z) 的 下 确 春 与 上 确 界 ， 如 此， 
mg 宕 0 十 ?4 而 Ms 所 TM 了 ,由 此 推出 不 等 式 : 
: Mi—m: < (Mi ME) — (ms + me), 
就 是 

M:—ms < (Mi—m:) + (Mr— mg)o 
作对 于 g (2) 的 和 (12) , 得 到 : 


| 0< > (Mi— mx) oS 2 (Mx — mx) Oe (MY — my) Or o / 


”省 按 的 两 全 和 都 趋向 雾 ， 因 为 范 数 户 (z) 与 fs(z) 可 积 。 于 是 推 知 ,对 
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寺 p(w) 的 和 (12), 就 是 和 
二 CMM — mr) Os 


趋向 雾 , 就 是 p (z) 也 可 积 。 同 样 可 让 有 限 项 代数 和 的 情形 。[94] 中 性 
质 VI 可 以 像 以 前 一 样 证 明 。 

与 以 上 类 似 可 以 证 明 以 下 的 性 质 

VY。 两 个 在 [4, 外 上 可 积 的 画 数 之 乘积 有 (2)fa(2) ,也 在 [a, 妇 上 
可 积 。 

VI， 著 f(%) 在 [@， 岂 上 机 ,两 在 站 上 夯 数 /Fo) 的 下 确 界 和 
与 上 确 界 i 网 号 :期 全 在 [ax 中 上 可 积 。 


VI 着 Ze) 在 [es 可 上 可 积 , 划 |) | 丰 [0,5] 上 也 是 可 积 陋 数 、 

像 以 上 一 样 ,可 证 [95] 中 不 等 式 (10)。 若 fo) 与 p(w) 是 可 积 夯 

数 ,[351 中 性 质 YI 工 也 可 证 明 。 中 值 定 理 苇 作 : 若 太 c) 与 0(o) 在 区 沿 
[4&4, 四 4 十 可 积 , 而 oo) 在 这 区 间 上 保持 不 变 号 , 则 


| fl 9 C0) dr=n| (oa 
其 中 心 是 满足 不 等 式 由 入 & 六 好 的 一 个 数 ,m 与 天 各 为 fm 在 [ae 
上 的 下 确 界 与 上 确 界 。 特 别 是 当 p(z) = 工时 ， 
| foae=nG-o。 
证 明 也 像 以 前 [95] 一 样 。 应 用 这 个 公式 ,不 难 推出 
Ff (2)= | fa 

是 2 的 连续 画 数 , 而 对 于 任何 一 个 4 的 值 , 只 要 f(z) 在 这 点 连续, 则 
Fr'(z) 一 f(z) ,最 后 ,我 们 建立 计算 可 积 图 数 的 定 积 妇 的 基本 公式 。 弟 
(zx) 在 区 间 [c, 5] 上 是 连续 画 数 , 而 对 于 区 闻 [c, 85] 内 任何 一 个 4 的 
值 , 有 导数 下 (w) =f(z) , 其 中 f(%) 是 在 [4, 站 上 的 一 个 可 积 画 数 。 

这 时 基本 公式 : 


284 第 三 章 ”积分 概念 及 其 应 用 


| (oem 一 万 (有 — F(a0) 
成 让 。 
分 区 击 (&,5) 为 部 分 区 靖 (z_1, 2) ,由 [63] 中 有 限 改 变量 的 公式 ， 
可 坟 配 成 : 
FP (wx) 一 了 (人 一 丽 (0)35 一 Er(O5 < 名 <o)。 (16) 
再 依 丰 求 和 ,并 注意 [6 中 JI: 
翌 [mtoo ~ Filwe1)1=F1(8) — Fi(q), 
我 们 得 到 
FP,(b) —Fi(a) = BD f(é0) dre 


无 答 区 间 怎 样 分 法 ,只 要 点 名 是 傅 改 变量 的 公式 (15) 选 定 的， 上 
面 这 等 式 就 成 立 。 取 极限 ,和 换 成 积分 ,就 得 到 : 
F,(B) — F(a) =| f (de, 
于 是 证 完 。 注 意 ,根据 这 一 段 的 性 贤 LT, 在 区 间 (4, 5) 两 端的 .Fo) 的 什 
没有 作用 。 
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$ 12 元 穷 级 数理 论 的 区 本 概念 
118、 无 穷 航 数 徇 板 念 ”家 芥 定 一 个 无 状 数 列 ; 
ny Usy Usy ry Wny "eo 
作 这 序列 前 ?项 的 和 
3 一 人 十 te 十 十 人 
如 此 我 们 得 到 另 一 个 无 纹 数 列 : 
Bis Boy SS 0 
党 当 %% 无 限 增 加 时 , 5 趋向 一 个 极限 (有 限 的 ): 
$= lim 8,,， 
我 们 就 说 ,无 劣 委 数 关 
红 十 Ws 十 U3 十 一 十 十 ……* 
收 敏 而 有 和 s, 并 且 写 成 : 
3 一 t 十 9 十 加 十 … 十 多 十 …o 
若 s, 不 趋向 一 个 极限 ,就 说 无 穷 极 数 ( 3 ) 发散。 


CE 


《2 ) 


(3) 


(4) 


换 名 话说, 洲 一 个 无 穷 级 数 的 前 勾 项 和 ， 当 久 无 限 增加 时 , 趋向 一 


个 标 限 ,这 个 般 数 吓 做 收 伺 级 数 ,这 个 标 限 晤 做 这 个 般 数 的 和 。 


只 有 在 一 个 无 穷 级 数 收 合 时 ,才能 谈 得 到 这 个 级 数 的 和 , 那 时 级 数 
的 前 呈 项 和 时 做 役 数 和 s 的 近似 表达 式 。 这 样 的 近似 表达 式 的 差 误 


rn 观 是 运 
1 一 8 一 8 9 


(285) 


286 第 四 章 。 枚 效 及 其 在 近似 计算 中 的 应 用 


时 做 般 数 的 余 和 。 
显然 , 余 和 7, 就 是 由 粮 定 的 秋 数 中 去 掉 前 % 项 所 得 到 的 无 穷 般 数 
的 和 : z 
nk i hi 
在 很 多 情形 下 , 这 个 余 和 的 准确 值 是 不 知道 的 ， 所 以 这 个 余 和 的 近 
似 估 计 是 非常 重要 的 。 
最 简单 的 无 穷 航 数 的 例 是 等 比 航 数 : 
C5 十 C9 十 C03 十 十 Co 一 十 … (aA0)。 (5) 
”我 们 分 下 列 儿 种 情形 考虑 : 
lg| <1, |g|>1, gq=1, gq= -1。 


我 们 知道 [2 四 , 当 |9| <1 时 , 这 等 比 级 数 有 有 限 的 和 s 了 ,所 
以 是 妆 伍 级 数 ,实际 上 ,这 时 : 


3 一 4 和 十 CQ0 十 502 十 … +ag"™! — 


当 %~>co 时 , 一 0, 因为 当 19|<1 时 , 9”>0[2%61]。 当 jg9!>>1 时 ， 
由 5 的 表达 式 看 出 , mn->oo 时 ，s,->o0; 因为 19| >1 时 , 9*->o0[29]。 
当 g=1 时 , 5,=an, 显然 5,->co, 所 以 当 |9|>>1 与 9=1 时 ,这 个 等 比 
极 数 是 发 区 家 数 。 当 9= 一 1 时, 我 们 得 到 航 数 : 

a—aia—at. 

当 %n 是 偶数 时 ,这 航 数 的 前 nn 项 和 等 于 零 若 允 是 奇数 ,就 等 于 ca， 
就 是 , s, 不 趋向 一 个 极限 , 于 是 这 级 数 长 散 ; 但 是 , 这 与 以 上 的 情形 不 
同 , 对 于 所 有 的 的 值 , 航 数 的 前 % 项 和 只 取 0 与 a 两 个 值 , 所 以 是 有 
界 的 。 

车 当 %w 无 限 培 加 时 , 航 数 的 前 项 和 s, (3 ) 的 稻 对 值 趋 问 无 穷 大 ， 
旭 般 数 (1) 呈 做 正常 发 散 级 数 。 以 后 ,为 简单 起 见 ,我 们 谈 到 正常 发 散 
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级 数 时 ,就 简称 长 区 和 极 数 , : 
119. 无 穷 航 数 的 基本 性 里” 收复 无 鼻 般 数 具 有 一 些 像 有 限 项 和 
1 共 航 数 
QU 十 Us 十 十 二。 
有 和 s, 剧 每 项 业 一 个 常数 a 得 到 的 航 数 : 
TP EE Re 2 A de (6) 
有 和 ds， 因为 级 数 ( 6 ) 的 前 % 项 和 0 是 
Ou = WT Us 二 Un = 49,, 
所 已 


Jim o,=lim cs 一 CQ Hm 8 一 0S。 
Hy es N00 


II. 收 人 北航 数 可 以 逐 项 相 加 或 逐 项 相 减 ,就 是 说 若 


WU 8， 


Vi Vet Vn = 
(Wi 土 01) 十 (Ws 士 V3) 十 十 (Wx 士 91) 十 入 EE) 
也 收 敏 , 它 的 和 等 于 s 士 0 , 因为 这 和 级 数 的 前 n 项 和 
(4 士 01) 十 (Ws 士 09) 十 … 十 (十 04) = 二 54 士 0m， 
当 %>oo 时 , 它 趋 间 s 土 0。 
关于 和 网 其 他 的 性 质 , 例 如 , 和 不 依赖 于 丰 的 排列 次 上 子 , 两 个 和 相 
乘 的 法 天 等 ,如 何 应 用 于 无 和 穷 航 数 将 在 下 面 § 14 中 考虑 , 现在 只 提出 ， 
这 些 并 不 是 对 于 任何 收 儿 级 数 都 成 并。 显然 , 竺 合 律 对 于 任何 收 伊 航 
数 都 成 并 ,就 是 可 以 依 序 把 任意 几 项 作为 一 组 先 相 加 。 这 样 作 , 不 过 旺 
相当 于 由 一 部 的 5, 替代 全 部 的 $542 二 了 ,2,3,…) ,所 以 标 限 s 不 变 。 
111. 在 级 数 前 面 加 上 有 限 项 , 或 去 掉 前 有 限 项 ， 不 影响 狗 数 的 收 
化 性 或 发 散 性 ， 实 际 上 ,考虑 下 面 两 个 笑 数 : 
2 十 4 十 2 十 全 十 
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ta 十 人 4 十 25 十 4 十 …。 

第 二 个 是 由 第 一 个 去 掉 前 两 项 得 到 的 。 洁 用 s, 记 第 一 个 级 数 的 前 

n 项 和 ,用 0, 记 第 二 个 级 数 的 前 % 项 和 , 则 显然 : z 
0 sa 一 8 一 (十 te) 8 一 On 3 十 (十 os) ， 

工 且 若 "一 ce， 旧 (rn 一 2) 一 oo。 由 此 看 出 , 漆 s, 有 述 限 , 央 0,_s 也 有 枚 
限 , 反 之 亦 然 。 这 两 个 述 限 s 与 o, 也 就 是 所 取 的 两 个 级 数 之 和 , 是 不 
同 的 ,而 且 cc 一 s 一 (4a 十 wa)。 

IVY. 沉 % 匹 限 境 加 时 ,任何 一 个 收敛 般 数 的 一 般 项 避 趋 向 雾 : 

lim ,= 0, (8) 
因为 显然 
Un Sn™ Sn19 

于 是 车 航 数 收 化 而 有 和 s, 旧 


im si 一 1m 8,=s, 
因此 
lim %, —lim s,— lim s,_1=8—8=(0, 
如 此 ， 条 件 ( 8 ) 是 收敛 级 数 的 必要 条 件 , 但 不 是 充分 条 件 ; 有 的 级 
数 粹 然 一 般 项 趋向 霸 , 仍 然 可 能 基 发 散 的 。 


例 ” 导 和 航 数 : 
由 工 工 Ra 
a (9) 
现在 , 当 "> 时 ， 


Hi 一 -一 一 一 改 0 
We 


不 难 诈 明科 数 ( 9 ) 的 前 % 项 和 无 限 培 大 。 为 此 , 自 第 二 项 起 我 们 依 序 把 一 项 ， 
两 项 ,四 项 ) 八 项 ,… 放 在 一 起 


1 上 1 下 ] 1 2 
1+( 豆 )+( 计 + 去)+ + 人 ( 吉 二 二 再生 (本 + 着) 二 


如 此 在 第 天 个 括号 里 有 2*-1 项 。 若 把 每 个 括号 里 所 有 的 项 都 换 成 最 末 一 项 , 就 是 
这 括号 里 的 最 小 的 一 项 , 就 得 到 一 个 圾 数 ; 
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1 ] : 
Cr 章 2 a <。 44 + 8 十 … 一 1+ 地 -二 -于 十 … LO) 


它 的 前 ”项 和 等 于 | 1+ -5-(n 一 也 | ,时 然 趋向 (+ <) 。 项 数 足够 多 时 ， 级 教 (9 ) 
中 每 个 括号 办 的 值 比 攻 数 (10) 的 对 应 项 大 , 于 是 取 到 Cs- 沁 个 括号 之 和 大 于 
[+ om-3D | ,因此 显然 ,对 于 规 数 (9)，so-> 二 co。 


120、 正 项 级 数 。 收 敛 性 的 判别 法 ”特别 重要 的 琢 数 是 正 项 极 数 ， 
其 中 所 有 的 数 : 
Uiy Uay 23 Uny "0, 
以 下 我 们 芍 正 项 级 数 收 化 与 发 散 的 币 别 法 。 
1， 正 项 地 数 一 定 是 或 者 收敛 ,或 者 正常 发 散 ,就 是 
或 者 sn- 了 3, 或 者 8 一 十 ce。 
因此 , 正 项 胡 数 收敛 的 一 个 必要 上 且 充 分 条 件 , 是 对 任何 的 %, 它 的 
前 双 项 和 ,保持 小 于 某 一 与 无 关 的 常数 4。 
实际 上 ,对 于 这 样 的 报 数 , 当 nn 增加 时 ,s, 不 三 小 ,因为 总 是 加 .上 新 
的 正 项 ,于 是 我 们 的 断 党 可 由 以 前 所 讨 的 增加 变量 的 性 质 [30] 推 出 。 
为 要 制 断 正 项 级 数 是 收 笋 还 是 发散， 常 是 全 它们 与 一 个 较 简 单 的 
级 数 比 较 , 特 别 是 与 等 比 级 数 比较 。 
为 此 我 们 有 下 面 的 刊 别 法 : 


2. 著 正 项 级 数 
十 Ua 十 Us 十 Wn 十 …。 (11) 
“中 ,由 某 一 项 起 ,以 后 每 一 项 都 不 大 于 一 个 收 合 圾 数 
V1 十 Da 十 Va 十 -十 Ds 十 (12) 


的 对 应 项 , 则 级 数 (11) 也 收 伍 。 
反之 ,车 由 某 一 项 起 ,级 数 (11) 的 每 一 项 都 不 小 于 一 个 下 项 发 散 扔 
数 (12) 的 对 应 项 , 剧 航 数 (11) 也 发 获 。 
先 设 
Un < 0ns (13) 
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并 且 般 数 (12) 收 化 。 我 们 可 以 算 作 这 不 等 式 对 于 所 有 的 值 都 成 立 ， 
这 并 不 失去 一 般 性 ,因为 有 必要 的 话 , 我 们 可 以 汇 前 面 若 干 不 满足 这 不 
等 式 的 项 去 掉 ([119] 性 质 IITD) 。 用 s 记 级 数 (11) 的 前 % 项 和 ,0 计 
级 数 (12) 的 前 % 项 和 ,根据 (13) 就 有 


SS Ono 
但 是 已 知 琢 数 (12) 收 襄 , 用 o 记 般 数 (12) 的 和 ,就 有 : 
OnsG， 
所 以 
nO, 
因此 ,根据 十, 推出 级 数 (11) 收 化 。 
现在 设 满足 不 等 式 
Un > Vno (14) 
显然 就 有 
n> On, (18) 


但 是 现在 航 数 (1I2) 发 散 , 于 是 它 的 前 ?4 项 和 cu 可 以 作 的 大 于 一 个 任意 
芥 定 的 数 ;根据 (15) , s, 就 也 有 同样 的 性 质 ， 就 是 极 数 (11) 也 长 获 。 
附注 ”车 航 数 (12) 政 伊 (或 发 散 ) ,天 级 数 
8 十 803 十 有 0 十 二 80 十 
也 收 化 (或 发 散 ) ,其 中 天 是 任何 一 个 正 的 常数 。 
实际 上 , 根据 [119jJI, 由 级 数 Zov, 收 伍 推 知 级 数 之 fo 四 做 。 反 
之 , 若 Zn 发 艇 , 旭 实 数 之 ho 也 应 当 发 散 , 因 为 , 假如 它 收效 , 各 项 乘 


以 地 -根据 [119]T，Zo 就 要 收 化 ,所 以 不 可 能 。 由 以 上 所 这 推出 下 面 


的 制 别 法 : 
大 


Pt 


Un 人 Sh, / (16) 
其 中 是 任意 一 个 正 数 ,而 般 数 Zv。 收 做 , 划 级 数 (11) 也 收 做 ,车 


人 


wh > bv,, | z (17) 
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而 役 数 二 on 发 藤 , 划 般 数 ( 开 ) 也 长 散 。 

由 狂 定 的 航 数 与 等 比 级 数 来 比较 ， 我 们 得 到 正 项 航 数 收敛 性 的 两 
个 基本 的 币 别 法 。 : : 

121.， 勾 犀 判 别 法 与 达 其 信和 尔 刊 别 法 


邮 十 te 十 4 十 :十 全 十; 
由 茶 一 贰 起 ,其 普 允 项 满足 不 千 式 : 
V un 9 <1, (18) 
其 中 9 不 依 顿 于 m， 划 这 般 数 收 租 。 
反之 , 若 由 某 一 项 起 ， 


ri 


~ Wn>1，, (19) 
则 级 数 (11) 发散。 
我 们 可 以 训 对 于 所 有 的 % 的 值 , 都 满足 不 等 式 (18) 或 (19) ,这 并 不 
失去 一 般 性 (fl19] 性 质 1I) 。 洲 满足 (18) , 则 
Un ， 
就 是 ,所 粮 的 航 数 的 一 般 项 不 大 于 一 个 无 穷 减 小 等 比 航 数 的 对 应 项 ,所 
以 根据 \2 ) ,这 个 角 数 收 仇 。 至 于 9) 的 情形 ,我 们 有 : 
1 
于 是 航 数 导 T) 的 一 般 项 不 趋向 雳 《大 于 一 ) 所 以 不 能 收 做 《HL9 性 费 
TY ) 。 


Zn 
3 
Wn—1 


Wa gl (20) 


Un—1 


其 中 g 不 依 束 于 xw, 则 级 数 (11) 收 合 。 
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ee >1， Co 
居所 舱 的 籽 数 长 世 。 
像 以 前 一 样 ,我 们 发 对 于 所 有 色 的 值 , 都 满足 不 等 芭 420)， 束 有 : 
Way Wnl 人 Un-sgy UV sg 三 20) 
由 此 ,逐步 代入 ,就 得 到 : 
Un SVU"!, 


就 是 ,这 般 数 的 项 不 大 于 减 小 等 比 般 数 / 
十 Wg 十 U9 十 … 十 U19” 十 '… (0<g<1) 
的 对 应 项 ,于 是 根据 2, 这 他 数 收 化。 至 于 (21) 的 稿 形 : 
WU Us Wn 
就 是 这 上航 数 的 项 从 开始 就 不 减 小 , 于 是 推 知 , 当 和 >ce 时 , ww 不 趋向 
零 , 于 是 级 数 不 能 站 化 (LIL9 性 质 IY )。 
系 “车 当 刀 无 限 二 加 时 
Yu 或 
趋向 一 个 有 限 的 极限 +, 期 航 数 : 
4 十 2 十 2 十 十 和 十 … 
当 7 了 < 工时 收 伍 ,了 > 工时 发 散 。 
先 设 7 过 1。 选 定 一 个 这 样 小 的 正 数 8, 使 得 
十 2 二], 


(22) 


当即 相当 大 时 ，w ww 


个 足够 大 的 值 起 ;我 个 有 : 
re ur+e 1 (28,) 


~ 8 ,就 是 由 的 一 


或 


下 Wn 
一 有 去 
R=1 


<7 十 86<<]。 (23:) 
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qq 


应 用 勾 犀 ,或 达 朗 人 异 尔 判别 法 ,入 9 一 ?十 s< 工 根据 (231) 或 (23,)， 
立 记 断定 所 给 的 较 数 收 伍 。 

类 伺 这 方法 可 证 当 7>1 时 级 数 发 散 。 若 表达 式 (22) 中 有 一 个 趋 
同 ( 十 ce) ,级 数 也 一 定 发 散 。 


例 1， 般 数 : 
: 了 有 证 筷 下 Tit te Tn 
Se er oo [这 这 三 过 i D4 
J ee 之 iT 。 (< 二 ) 
应 用 达 彰 倍 尔 利 别 法 : 
2 1 1~1 Hn 1 pp 


2， 极 数 


ba, 
EE (25) 
n=l] 到 
月 > de 一 名 一 二 T—3X 
让 了 “所 一 全 ri Un 1 但 


所 以 , 依 达 朗 售 尔 制 别 法 , 当 0<x < 工时 ,这 般 数 收 化 , 当 x> 1 时 发 散 。 
3 机 数 


>) 7' Sin2nao (26) 
MH=1 


应 用 勾 奋 御 别 法 ， 

Un=?r"8innay Mu =rMsindnag <r, 
所 以 ， 埠 090<<7? <1, 所 输 的 级 数 收 首 。 

在 这 情形 下 , 用 达 朗 倍 尔 利 别 法 得 不 到 千 果 , 因为 比 

ae 
不 想 同 一 个 极限 ,也 不 是 总 <1 或 之 1。 

一 般 而 车 , 色 犀 判别 法 比 达 朗 倍 尔 币 唱法 强 ， 就 是 , 可 以 用 大良 倍 尔 和 判别 法 时 ， 
用 义 犀 制 别 法 也 可 以 解决 ， 但 是 有 时 多 犀 御 别 法 可 以 解决 ， 而 达 裔 售 尔 和 独 别 法 不 
能 。 不 过 匀 诗 亨 别 法 用 起 来 比 达 期 倍 尔 刊 别 法 复杂 ， 由 上 面 第 一 第 二 两 个 例 就 可 
以 看 出 来 。 
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DE 


还 要 注意 ,有 的 时 候 应 用 这 两 个 刊 别 法 都 不 解决 问题 ;例如 ,在 
Vw 与 一 “一 1 


直 一 了 
时 的 情形 , 也 就 是 当 ?=1 时 的 情形 。 这 时 我 们 过 到 收 傅 或 发 散 的 可 疑 情 形 , 应当 
另 找 方法 解决 。 
例如 9 调和 刀 数 


= 二 
1 


n=1 2 
由 [村 9 我 们 知道 , 它 是 发 散 般 数 ; 这 时 
ee a 呈 m= 


Wil1 
如 此 ,调和 疾 数 的 收敛 或 八 散 问题 ,就 不 能 用 勾 犀 或 达 朗 倍 尔 御 别 法 解决 。 
从 另 一 方面 看 ,以 后 我 们 可 以 证 明 ,级 教 


1 1 下 
忆 二 = 工 + 坟 ES 
是 收 丝 极 数 。 
但 是 对 于 它 我 他 也有: 
dy _/n—lN\a nT /rfl , 
Un-1 -( 名 j=1 Ms 三 = 人 二 


就 是 车 应 用 匆 犀 或 达 朗 倍 尔 御 别 法 ,也 是 可 疑 情形 。 
122. 义 怕 积 分 判别 法 ” 衣 葵 定 的 表 数 


人 4 十 1 十 2 十 十 和 十 和 … (27 ) 
的 项 是 正 的 ,而 且 是 不 培 的 ,就 是 
Uy 宇 WUs 宇 六 > 0 (28) 


把 般 数 的 各 项 标记 在 图 .上 , 自 变 量 % 取 在 横 轴 上 , 雁 轴 取 对 应 的 
的 值 (图 155) 。 总 可 以 作 一 个 连 筑 画 数 y=f (x) ,使 得 , 当 ?一 m (整数 ) 
时 , 画 数 值 取 4 的 值 ; 这 只 要 过 所 有 作出 的 点 引 一 条 连 强 曲 嫉 ,现在 我 
们 算 作 画 数 Y=. 矿 c) 是 不 增 的 。 

在 图 .上 ,这 航 数 的 前 % 项 和 : 


OD 县 z= 一 ， 则 xz->0， 于 是 二 log -~zlog ->0[66] 8 因此 ef 赵 向 i z 
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$x = Wt Ws 
由 高 出 的 短 形 的 面积 和 到 示 , 它 把 yi 
界 于 曲线 y= jz)，0X 轴 与 纵 坐 | | 
标 X=1,% 二 nn 十 1 之 得 的 面积 包 在 
内 ,所 以 


此 十 了 * 
,>| fv) ar, (29) 
| 器 ”155 
另 一 方面 ,曲线 下 的 面积 包 有 它 下 面 的 那些 敌 形 , 它们 的 面积 和 等 
a 

Wa tat Wl = 1 (30) 

所 以 
二 一 U1 | / (2) dro z (31) 


这 两 个 不 等 式 引 导 和 我们 下 面 这 个 制 别 法 。 


Er 


T=| f(a (82) 
是 有 限 值 还 是 成 为 无 劣 大 。 


记 住 ,这 时 f(z) 应 当 是 减 丽 数 。 
裔 积分 有 有 限 值 , 就 是 曲线 y=f (co) 下 有 有 限 面 积 [98] 。 由 


于 f(z) 是 正 的 , 推 知 : 
| oaz<| Foae 
所 以 ,根据 (31) : 


Sn Snr1 人 SW 十 1 | 
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Ts re 


就 是 ， 对 于 所 有 的 ?的 值 , s, 是 有 看 的 ,于 是 ,由 [ 动 ] 基 本 特别 法 工 , 圾 
笋 (27) 是 收 化 的 。 


| f ls)ar 


当 ” 增加 时 , 可 以 作 得 大 于 任意 一 个 烙 定 的 大 数 六 。 这 时 ,根据 (29) ， 
和 s, 也 可 以 作 得 大 于 WW, 就 是 , 般 数 (27) 是 正常 发 散 的 。 
类 似 的 可 以 证 明 , 般 数 (27) 的 余 和 不 大 于 积分 


| oan。 
附注 “应 用 匀 尾 积分 利 别 法 时 ;可 以 用 积分 
| f (vw) Gd 


来 疹 代 工 , 其 中 a 是 任何 一 个 大 于 一 的 正 数 。 

实际 上 , 若 由 组 华 标 z=1 算 起 ,曲线 y=f(2) 下 有 有 限 面积 , 则 由 
纵 坐 标 +=o 算 起 ,也 有 有 限 面积 ;反之 水 然 。 车 T=oo, 剧 有 时 说 积 分 
(32) 发散 ， 


卫 1， 调 和 和 级 数 
ss 
> 
现在 我 们 有 
f (n) 3 
所 以 可 以 性 
PE 
这 时 
| 一 |og 1 ,9 


积分 发 散 , 因为 当 z 一 十 co 时 ，lo82 一 二 co; 如 我 们 所 知 , 葵 息 的 圾 数 也 发 散 。 
2， 较 普 壳 的 级 数 


包 方 (33) 
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其 中 ?是 任意 一 个 数 >0 ( 当 p<0 时 ,显然 这 航 数 发 散 ) 。 现 在 我 们 有 : 


L 1 “a dx 
f (1) ne (3) 7 i= 册 


由 此 看 出 , 若 pP<1， 这 积分 发 散 ， Te 收 纹 而 等 于 7 。 实 际 上 ,在 后 面 
这 情形 下 , 1 一 p<0, 当 2 十 co 时 ， 人 二 一 7 于 是 枯 


1 -0 ee. 1 
1—np ry 


于 是 ,根据 勾 犀 物 别 法 , 若 p> 则 级 数 (33) 收 化, 基 p<1， 则 发 秘 。 
123 交错 级 数 ”在 谈 任 意 项 的 般 数 之 前 , 先 考虑 交错 极 数 , 它们 
的 项 是 正 负 相 岗 的。 这 样 的 般 数 可 以 写成 下 面 的 形状 : 


Wi 一 Wa 和 十 4 一 W 十 土生 Wtil 士 '…'， (34) 


oi] 


其 中 的 数 
Ud Wa Usy sy Wng *"* 

都 算 作 正 的 中 。 

关于 交错 航 数 ,可 以 证 明 下 面 这 个 命题 

若 当 勾 增加 时 ,交错 级 数 的 项 的 邦 对 值 ， 减 小 而 趋向 老 ， 旭 这 般 数 
玫 化。 芝 样 的 级 数 的 余 和 的 狠 圣 值 不 太 于 所 去 抒 的 项 中 第 一 项 的 息 对 
值 。 

先 考虑 这 般 数 的 前 偶数 项 的 和 

8an = Wi1— Us Us — Us Wan-1 ™— Usno 

因为 当 %% 境 加 时 ,这 和 级 数 的 项 的 蒋 洲 值 焉 小 (严格 说 是 不 境 大 ) ,于 

是 
Ur> Vert hi Wardi 一 on+3 之 0， 


所 坟 


中 六 我 们 算 人 的 第 之 正 的 车 古 丰 的， I 
一 钠 十 色 一 归 卫 妇 一 ， 
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San+3—= $2n (Uant1— Uan+s) > 89.,, 
就 是 变量 Sa， 增加 。 男 一 方面 ,我 们 有 : 
83n= U1— (Us— 3) — (Wa — U5) ~ — (Uan3— Uan_1) 一 Wan 入 但， 
因为 所 有 括号 里 的 差 都 这 0; 就 是 ,变量 ga, 是 有 界 的 。 由 此 推 知 , 当 %n 
无 限 增加 时 ，ss 趋向 一 个 有 限 的 权限 [30] ,我 们 记 作 s: 


和 下 


我 们 又 有 : 
当 90 一 >co 时 ， Sant+1 = San Tt Usrt1—>8, 


因为 


Usn+1—>0。 
如 此 ,我们 看 出 , 航 数 (34) 的 前 偶数 须 和 与 奇数 项 和 趋向 同一 个 极 
限 s, 就 是 这 级 数 收 合 而 有 和 s。 
还 要 估计 这 航 数 的 余 和 7,。 我 们 有 : 
yn 一 十 Warl 十 War3 士 加 3 十 2Wnt4 士 …) 
这 里 全 取 上 面 的 号 或 是 全 取 下 面 的 号 , 换 句 话 谣 : 


二 十 (Unti— Uta Wnts — Uni4 ” …) 9 


ge 
| (Unt1 Unt2) 十 (Unt3— dnt4) 二 
=Unt1™ (Unta—~ Wnt3) — (Unt4 — Unr5) 一 "Urry 
于 是 首先 。 / 
公式 


二 [ (Wn +1 — Unt9) ~ (Wn.3 — Unt+4) 十 …] 
的 方 括号 里 面 不 负 ， 所 以 ”的 符号 与 方 括号 外 边 的 符号 相同 ， 就 是 与 
+ wri 的 符号 相同 。 所 以 , 变 钳 航 数 的 余 和 的 符号 ,与 所 去 掉 的 第 一 项 


的 得 号 相同 。 
区 a ye 
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是 一 个 交 铺 级 数 , 当 x~>ce 时 ， 它 的 项 的 经 对 值 无 限 减 小 , 所 以 它 是 收 伊 的 。 以 后 
我 们 识 明 它 的 和 等 于 log 2。 可 是 由 这 航 数 实际 计算 log 2 并 不 适用 , 因为 若 要 它 
的 余 和 小 于 0.0001, 就 要 取 10000 项 : 
| < <0.0001， xy>10000。 

所 以 这 个 级 数 收 伊 ,但 是 收 笋 得 很 慢 。 因 此 , 在 实际 上 应 用 这 样 的 级 数 时 ,须要 先 
把 它们 由 慷 收 伊 改变 成 快 收 钱 , 或 者 襄 , 要 改善 收 全 性 。 | 

1234. 处 对 收 艇 级 数 ”其 他 的 任意 项 航 数 中 ,我 们 只 注意 绝对 收 伍 
役 数 。 


Uwe tT 十 《88) 
中 各 项 的 针对 值 组 成 的 级 数 ,就 是 航 数 
onl 十 |wa| 十 ;Wa 十 二 14| 十 和 (36) 
攻 仇 , 草 毅 数 《85) 收 化 。 
这 样 的 航 数 电 做 纸 对 收 化 航 数 。 
设 和 级 数 (36) 收 化 ,我 们 识 : 
w=) ta) =| ur) o 
on 与 wn 一定 这 0， 因 为 显然 : 
ee 4 如 到 un=0， ee 0, 如 果 久之 日， 
”下 0, 如 果 w<s0， -”《iwunl, 如 果 ws0。 
男 一 方面 ,v2 与 ww 都 不 大 于 jl ， 就 是 不 大 于 般 数 (36) 的 对 应 
项 ,所 以 ,根据 正 项 级 数 收 钱 的 制 别 法 2[120] ,这 两 个 级 数 : 
了 Dn 3 Wn 


者 是 收敛 的 。 
由 于 
tr 一 2 一 人 


所 以 籽 数 
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和 (9; 一 Wn) 一 > Dn P22 


是 收 化 的 9 。 


正 顶 收 伍 报 数 是 移 对 收敛 级 数 的 特殊 情形 ， 由 正 项 角 数 收 竹 的 币 


别 法 可 以 得 到 一 般 角 数 的 并 轩 收 钱 的 御 别 法 。 

在 [120, 121, 122] 中 讲 的 正 项 航 数 收 钱 的 刊 别 法 1 一 5, 只 要 把 条 
件 中 的 改换 成 |wu| , 就 可 应 用 于 任意 项 般 数 。 并 且 这 样 作 的 话 ， 发 散 
的 利 别 法 3, 4 以 及 [1211 中 的 系 都 仍然 可 用 。 

例如 ,在 勾 犀 与 达 朗 傍 尔 制 别 法 的 急 述 中 ,应 当 把 


wu /TT | on | 
NM Un 与 摸 成 ~V [wa | 与 i 
Wn—1 | Un 1 | 


车 | 名 | <g<1, 就 是 区 <g<1， 盎 依照 达 朗 倍 尔 制 别 法 
[121] , 正 项 胡 数 (86) 收 仇 , 于 是 级 数 (85) 绝对 收 仇 。 老 
>1 就 是 |w | 之 |un-1i|， 
则 当 % 增 加 时 , wu 的 绝对 值 不 减 小 ,所 以 不 能 趋向 零 , 于 是 毅 数 (35) 发 
散 。 由 此 , 像 [121] 中 的 系 一 样 , 推 得 ， 车- >? 之 1 ， 卓 般 数 (35) 
邦 针 收 租 ， 车 | 一 | 一 7>1 则 航 数 (35) 发散. 


附注 ”还 要 提出 ， 丰 直 小 485) 的 项 的 绝对 值 各 不 大 于 一 个 正 数 : 


TR MR J a ni 


86) 收效 [1201] 是 级 数 (85) 纸 对 收效 。 
例 1. 圾 数 ([12 直 例 ): | 

pr 

Hi=1 nl 


绝对 收敛 无论 * 取 任何 有 限 值 , 正 的 负 的 都 可 以 ,因为 只 要 >“* 取 有 限 值 ， 由 


Un 1 
Wn 


1%| 
i 


2。 疾 数 : 
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Tn 


i 


》 
f= 性 


当 jz| <1 时 ,元 对 收敛 ; 当 |z|>1 时 ,发 散 , 因 为 
el 1 


i 


Un |z|—|z|。 
3， 般 数 : 
>\ risinnay 
当 |?+| < 工时 ,起 对 收 伍 ,因为 这 时 : 
Var lsinnal<Y lrl"=|r|<1, 
必须 注意 , 井 不 是 任何 一 个 收敛 级 数 都 是 移 对 收复 的 , 就 是 有 的 收 敌 极 数 , 每 
项 换 成 它 的 绥 对 值 后 , 井 不 收 仇 。 例 如 交 鳍 级 数 


1 1 
og 


我 们 知道 是 收 笋 的 , 若 把 每 项 换 成 它 的 站 对 值 ,就 得 到 发 散 的 请 和 和 表 数 : 
1 J 由 


外 对 站 化 角 数 具有 很 多 重要 的 性 览 ， 我 们 在 8 14 的 小 号 字 中 再 计 
论 , 例 如 , 像 有 限 项 的 和 一 样 ,其 和 不 依赖 于 排列 的 里 抒 等 。 

125 ， 收 全 性 的 一 般 判 别 法 ”在 这 一 段 中 我 们 法 航 数 

[十 Wa 十 Ws 十 十 4 十 
笋 化 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 。 依 定义 ,这 上 般 数 站 化 相当 于 序列 : 
ee 

有 杭 限 存在 , 其 中 s, 是 级 数 的 前 7 项 和 。 但 是 这 个 述 限 存在 有 下 面 的 
勾 翌 的 必要 且 充 分 条 件 [31]: 

任意 给 定 一 个 正 数 2, 就 有 这 样 一 个 存在 ,使 得 , 当 m A 
时 ， 

[sm—Sn| 一 上 

为 确定 起 见 , 蜗 >m， 而 且 吧 =% 十 0， 其 中 了 是 任意 一 个 正 整 数 ,注意 
这 时 


人 
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Sn— $= nip 一 Sn 一 (1 十 We 二 二 十 ati 十 十 nto) 一 
一 (2 十 Wg 十 十) 二 Wayi 十 Yass 十 十 Wpp， 

我 们 就 可 以 推出 下 面 这 个 级 数 收 钱 性 的 一 般 制 别 法 。 

无 穷 航 数 

/ Ut us tust tt 
收敛 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 ,任意 输 定 一 个 正 数 。 时 ,有 这 样 一 个 数 
人 存在 ;使 得 ,只 要 %* 二 入 ,无 论 p 是 什么 正 整 数 ,不 等 式 

| 21 十 Wais 十 .十 Warp| <E 

成 立 , 就 是 ,如 果 %> 太 ,由 anxi 以 起, 巡航 数 的 任何 多 个 相 悉 珊 之 和 的 移 
对 值 小 于 s。 

须要 提出 ,这 个 一 般 草 别 法 在 理论 方面 是 重要 的 , 但 是 要 实际 应 
用 , 稍 是 很 困难 的 。 
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126， 率 勒 公式 ”考虑 7 次 多 项 式 
他) 一 Go 十 QZ 十 Ce02 + toy"; 
共 2 一 个 改变 量 h, 计算 对 应 的 画 数 值 /jz 十 让 。 用 牛 天 二 顶 式 公式 展 
开 (z 十 及 的 方 宫 , 再 俊 记 的 方 完整 理 好 ; 把 最 后 的 畏 果 估 记 的 方 军 排 
列 时 ,和 采 数 就 是 2 的 多 项 式 : 
fot+h) = A0(8) FhA (zr) + A (rm) + + hrA(T) + 
十 .十 jd (z)。 (1) 
然后 再 确定 这 些 多 项 式 : 
Ao(®), Ai(w), …, An(L) . 
为 此 , 我 们 换 换 记号 ， 把 恒等式 人 jo 换 成 a, 2 十 有 换 成 42。 
这 时 
h=72— 0, 


代 和 人 (1) 中 ,就 下 为 : 
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f (2)=A0(a)+ (2—a)Ai(a) + (2—0) da) -+ 
+ (2—a)tArla) ti (2a)"A lo), (2) 
为 要 确定 这 恒等式 中 的 4o(c)， 让 >=c， 就 得 到 : 
f(a) =4o(ac)。 
为 要 确定 41(4), 求 出 恒等式 (2 ) 对 4 的 导数 ,再 廊 2=a: 
f'(2) =1.41(0) +2(2—a) As(a) +…+ 
pr—a) "Ala) + +nt ma)"14, (0), 
f' (0 =1.A(a), 
表 求 对 7X 的 导数 ,再 读 2 二 4, 就 得 到 4 (4): 
Fo =2.1As(0) + + hE 1) (80-24A(0) + 十 
n(n—1) (sm—ao) A,(a), 
f' (a)=2.14s(4)。 
这 样 作 下 去 , 求 出 6 阶 导数 ,再 读 2 一 0， 就 得 到 : 
f(g) =h(h— -2.14 C0) ++ 
+n(n—1)..…(n—bt1) (~—a)"*A,(a), 
f(a)=E!A:(a), 
所 以 我 们 有 : 
lo) =f(0), Ai(o) = , Asla) =f 
hs(o) = A fa | 
于 是 公式 (2 ) 就 是 ; 
jg) =f (0) + (wo) tf) ga)?+t..+ 
+ (eat tf) -on (83) 


上 面 这 个 公式 ,只 是 当 多 项 式 (2) 的 次 数 不 超 过 时 ， 才能 展开 
成 这 样 的 (2 一 9) 的 多 项 式 。 若 f(z) 是 任意 一 个 画 数 ,和 而且 它 的 一 直到 
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一 


2 阶 的 导数 都 存在 ;公式 ( 3 ) 并 不 对 。 我 们 把 f (4) 与 等 式 (3 ) 有 边 之 
污 记 作 RR, (2), 就 是 吏 : 


OTOPRAONG EAR 
+ (a) "+ Rls). (3 


设 丁 数 (z) 有 连续 的 (n+1) 阶 导数 ， 我 们 可 以 用 这 导数 来 表示 
R(x) , 求 出 恒等式 (4 ) 的 一 阶 , 二 阶 以 至 nw 阶 导数 ,我 们 得 到 : 


f=f 0+ +t) t+) | 


ML) | 


F 人 
Po)- POO eo +. + ye 


fo)=f 0) + RN). 
在 (4) 与 (4) 中 ,让 x=a, 就 有 : 


R.(0) =0, RB,(0) =0,., RV (Gg) 一 0。 人 
把 (41) 中 最 后 一 个 等 式 再 求 一 次 导数 ,我 们 得 到 : 
Ret (vw) = 了 "+ (2), (6) 


由 关系 式 ( 5 ) 与 (6 ) ,不 难得 到 RB,(z) 的 直达 式 , 因 为 依照 计算 积 
从 的 基本 公式 : 


R(x) 一 再 (ec) -| BR, (i) dt, 
由 此 ,注意 (5 ) , 作 分 部 积分 , 求 得 : 
Bo) =| Els) di——| Bl) dale—t) = 
~ — R'E) (0—) 有 +| Rr 人 | EAGLE 
a (2—#} r (CC 一 好 3 _ 了 (wt 
-Ps +) B® i J (Wd 
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器 人 全 
= BO) +| RO Sd = 
la a | 


= | Btn) Ea = | fe) (一 bd 
在 以 上 作 的 演算 中 要 注意 下 面 这 一 点 。 积 分 变量 记 作 ,所 以 积分 
号 下 的 2 要 算 作 常 量 , 于 是 2 的 微分 等 于 笈 , 例 如 : 


, (了 一 区 2 _ We Se Pe a 


31 21 
一 般 来 放 : 
(0 bo yo NO 
ee kb! WE (p—1)! 1 
同时 ,表达 式 


ROOD) EE) (< 


等 于 雳 ,因为 当 用 t==z 代入 时 ,因子 (2 一人)* 等 于 震 , 而 当 用 t=4 代入 
时 ,根据 (5 ) ,因子 a*(4) 一 0。 
如 此 我 们 得 到 下 面 一 个 重要 的 精 果 : 
泰勒 公式 “任意 一 个 夯 数 Ko) ,如 果 在 莫 一 区 关内 一 直到 (n+ 二 
阶 导数 都 存在 而 且 连 各, 融 点 "=4 是 这 区 二 的 一 个 内 点 , 划 当 4 取 这 
区 滑 内 任何 值 时 , f(z) 可 以 依 (2 一 a) 的 方 腑 展开 成 : 
je) =f@O) + 0-0) + (ea): 二， 二 


1 
+ 0-0" + Ry), (7) 
其 中 Rsz) 叫做 这 公式 的 余 项 , 它 有 下 面 的 形状 : 
Rs(z) 一 -二 | fen (一 六 "gt (8) 


在 应 用 中 , 常用 这 余 项 的 别 的 形状 , 利用 中 值 定理 [95j， 可 以 由 
(8 ) 站 接 得 到 。 公 式 (8 ) 右 边 积分 号 下 的 画 数 (2 一 相 " 不 变 号 ,所 以 依 
中 值 定理 就 有 : : 
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代 人 上 下 了 月 ， : 


加 (zt— 0)"+! 


化 十 于 Ia 号 -二 1 
因为 当 i=z 时 ,这 表达 式 等 于 奢 。 代 到 上 面 的 公式 中 , 吕 有 : 


R,(%) = (2-0) by 


其 中 是 在 4 与 4 之 间 的 一 个 值 。 余 项 的 这 个 形状 叶 做 拉 烙 朗 日 式 侠 
项 ,于 是 ,用 拉 格 朗 日 式 余 项 的 泰勒 公式 就 是 : / 


Fo) =f (0) + (oo) +) 


CO 人 CO 人 oC- 


+ (wo)" ee + (v0)" i C72) 
(在 a 与 7 之 冯 ) 。 
127 .泰勒 公式 的 其 他 形状 。 当 m=0 时 , 我 们 由 (71) 得 到 以 前 清 

的 拉 格 朗 日 的 改变 量 公式 [63]: 


| f (2)—f(a)= (2—a)f'(é) 
”如 此 ,泰勒 公式 是 改变 量 公式 的 直接 推广 。 

回 到 以 前 的 记 法 , 用 2 替代 c，(2 十 加 替代 z， 泰 勤 公式 (7 ) 就 成 

为 
Cs 二 各 二 人 (10) 

因为 在 这 个 记 法 中 要 用 v (2 一 a)。 在 以 前 的 记 法 中 ,是 在 4 
与 > 之 间 , 于 是 现在 要 在 z 与 zj 之 天, 所 以 可 以 记 作 xz 十 04, 其 中 
0<9<1。 如 此 ,根据 (9 ) ,公式 (10) 的 余 项 可 以 写成 : 


BR, = (0<0<1), (11) 


公式 (10) 的 左边 是 对 应 于 自 变 量 的 改变 量 或 微分 h, 面 数 y==f (2) 
应 有 的 改变 量 4%。 回忆 高 阶 微分 的 表达 式 [的 ] ,就 有 : 
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Gy=y de=f (8) hh, dy=y' (Ge) = (2) hr 
do) = ydr) es -hn 


因此 
dy dy 
ay 11 | en nl i T+Oh (12) 
这 里 的 记号 : 
+1 
(多 十 王 ) 1 1 的 


人 Cn 到 
汶 个 泰勒 公式 ， 当 自 变 量 的 改变 量 是 无 田 小 时 ， 特 别 有 用 。 公 式 
(12) 使 我 们 可 能 自 改变 量 4y 选 出 关于 的 各 阶 无 穷 小 项 。 / 
当 自 变量 的 值 c 是 堪 时 ,在 这 特殊 情形 下 ,泰勒 公式 (7 ) 有 下 面 的 
形状 : 
f (9) =f(0) + fet +R, le) (18) 
其 中 | 
Re 于 ostD 人 (ghdi= 
加 sp Or) 


i 


i mr 


n+l1)! (nt+1)! > 人 
因为 上 在 0 与 = 之 间 ， 所 以 可 以 记 作 《=bz， 其 中 0 是 满足 不 等 式 
0<b<I 的 某 一 个 值 。 这 里 写 的 公式 (13) 时 做 麦克 劳 林 公式 。 
128，、 秦 勒 级 数 与 麦克 劳 林 极 数 ”车 葵 定 的 画 数 f(z) 的 各 阶 导 数 
都 存在 ,多 对 于 任何 的 值 , 可 以 写 出 泰勒 公式 与 麦克 劳 林 公 式 。 把 公 
式 (7 ) 写 成 : 


f (2) =| f(a) (vw 一 0) + lz 一 四 ?二 十， 二 


二 一 or 人] -Fo) 一 Sta= 忆 人 O， 


0 第 四 章 “级 数 及 其 在 近 假 计算 中 的 成 用 
其 中 用 Si 记 无 穷 级 数 
f(a) 十 (9 一 Q) -一 一 Le. CE 


+ oo)" 0 + (sa) 


加 于 证 和 
的 前 (mn 十 1) 项 和 。 


则 根据 [118] 中 所 壕 ， 这 个 角 数 收敛 ,而 /z) 就 等 于 这 个 般 数 的 和 8。 
如 此 ,我 们 得 到 把 画 数 了 (2) 写成 泰勒 无 内 时 极 数 的 展开 式 : 

fo =f 0) + 2-0) TD +t eo)" D+. (18) 
同样 的 , 当 满足 条 件 (15) 时 ,由 玫 克 劳 林 公式 得 到 : 


F=f Oto to tt + ID) 


实际 上 , 计算 画 数 f(z) 的 近似 值 时 , 借助 于 这 画 数 的 雷 籽 数 展开 
式 , 是 一 个 最 有 用 的 方法 ;而 余 项 B, 是 这 加 数 和 与 它 前 (mn 十 1) 项 和 之 
差 ;所 以 如 , 的 估计 在 这 近似 计算 中 是 很 重要 的 。 
应 用 上 面 所 述 , 作 几 个 简单 画 数 的 展开 式 与 近似 计算 。 
29. ez 的 展开 式 ”首先 我 们 有 
f (2) =e, f (80) 一 人 一 


所 以 
| f(0) =f"(0) = =f (0) =1, 
于 是 由 带 有 余 项 (14) 的 麦克 Ny : 
PC D+ +… 十 才 - + ET sn (0<0<1T)。 
a ) 故 效 : 


人 
性 三 遇 "1 


$ 18， 秦 勒 公 式 及 其 应 用 300 


pp 


当 % 取 任 何 有 限 值 时 ,是 经 对 收 敏 的 , 所 以 对 于 任何 的 42, 当 w->oc 时 ， 


pnt1 
(n+1)! : 
因为 这 素 达 式 是 一 :个 收敛 级 数 的 一 般 项 加 。 另 一 方面 , 余 项 表达 式 中 
的 因子 e*, 当 Z>0 时 ,不 大 于 2 当 %<0 时 ,不 大 于 1; 所 以 当 zX 取 
PPO 


I+ 于 -+ 人 + 十 入 -+…， (18) 
这 里 x 取 任 何 值 都 厂 并 。 
特别 是 当 2= 工 时 , 得 到 。 的 表达 式 , 于 是 可 以 计算 。 准确 到 任何 
程度 ， 


->0， 


1 1 1 
i 


e 一 工 十 一 一 
应 用 这 个 公式 ,计算 。 到 六 位 小 数 。 若 我 们 设 : 
于 1 
ee 过 2 十 下 十 +" i 
则 差 误 就 是 : ， 
1 1 二 1 : 
n+l1)! (n+ 2)1 -T+ 二 + (1 二 +…|< 


1 1 


er a Ll nn 
外 十 1 
其 中 < 号 成 立 ) 是 因为 把 各 分 数 的 分 母 由 (二 2) ，(* 十 3) ，… 族 因子 换 成 较 小 的 数 
4Gz 十 1D) 时 ,各 分 数 都 增 大 。 
所 以 可 以 识 e 这 个 数 界 于 下 面 两 个 数 之 并 : 
2 十 可 -十 …… 十 后 <e<2++ 下 十 二 二 二 2 o 
车 要 得 到 的 一 个 近似 值 ， 与 它 的 其 正 值 之 差 不 大 于 0.000001， 我 们 谢 


% 二 10， 这 寺 


由 参考 [124] 例 。- 
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i 


而 差 襄 不 大 于 -TiTTT<3x10-8。 在 这 公式 中 , 前 两 项 可 以 计算 准确 , 其 余 各 项 应 


当 算 到 七 位 小 数 , 因为 这 样 作 每 一 项 的 姜 蒜 不 大 于 0.5 x :0-7 而 全 部 莽 缮 不 大 于 
10-7x0.5x8=4x10-7, 


所 以 总 差 误 的 赵 对 值 就 不 大 于 4xX3X10-'。 我 们 就 有 : 


er 
-和 加 


e 才 2.7182818 


i 
em pr 中 


e 的 值 到 十 二 位 小 数 是 2.718281828459。 
了 30. sin z 与 cos z 的 眉 开 式 ”我 们 有 159] : 


Fo) =sin z, PC) =—sin(s+ $F), yo) =sin (sth ), 
此 ， 站 
f(0)=0, FO0)=1, f°(0)=0, "(0)=—1, 
fm(0) =0, DJ 1 


于 是 由 公式 (13) 得 到 : 
TO a eg 
I 


sin | gz 二 2 和 | 


Ton+8) 
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以 上 我 位 知道 , 当 mc 时 , 余 项 中 的 因子 7 一 一 Tr 趋向 雾 , 而 正 


弦 男 数 的 经 对 值 不 大 于 一 ;于 是 推 知 ;, 当 2 EE 
吏 是 展开 式 


本 过 (一 ly 号 由 十 
sin Z 一 0 ss Con F171 下 (19) 
当 2 取 任 何 值 时 都 成 立 。 
类 仅 的 可 以 证 明 ,展开 式 
2 , mr4 (一 工 ) en 
LO3 光一 有 (20) 


当 角 度 7 ee 由 级 数 (19) 与 〈20) 计 算 画 数 sin zw 与 cosZ 
的 值 是 很 方 使 的 。 当 x 取 任 何 值 时 ,无 论 是 正 的 还 是 久 的 ,这 两 个 级 数 
都 是 获 钳 的 ,所 以 若 由 某 一 项 起 , 以 后 各 项 的 绝对 值 渐 减 , 卓 差 误 的 息 
对 值 不 大 于 所 去 掉 的 项 中 第 一 项 的 绝对 值 [123] 。 

当 x 取 大 的 值 时 , 航 数 (19) 与 (20) 仍 然 收 伊 , 但 是 很 慢 , 于 是 用 以 
计算 西数 值 就 不 大 适用 。 图 
156 上 指明 ，sinz 的 沦 确 曲 
线 与 前 三 个 近似 曲 绫 


0 多 
EN 


的 相互 位 置 。 图 ”156 

在 近似 公式 中 取 的 项 钝 多 ， 近 似 曲 线 就 可 以 在 远大 区 阅 上 上 比较 准 
确 。 还 要 注意 ,以 上 所 有 的 公式 中 ,角度 2 都 是 要 用 弧度 作 单 位 来 测量 
的 [391 。 

例 计算 sin 10° 准确 到 10-5。 首 先 要 化 为 弧度: 


2x 
-60 X10 了 6 
代入 近似 公式 
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1] /x \? 
z sinjg 18 ~ 襄 ( 奋 )， 
这 时 关 误 不 大 于 


1 Eg Ss (二 ) 
0 4x10-5 {>_<0.2). 
To0 * (0.2)5<4 x10 1 <0.2 


上 面 sin 了 5 的 近似 公式 的 右边 ,每 一 项 要 计算 到 六 位 小 数 , 因为 这 时 全 部 闭 
误 就 不 大 于 : 
2x0.5x10-6+4x10-6=5 x 10-56, 
我 们 就 有 : 
所 =0.174533， 二 ( 吾 ) -0.000886，sin- 二 一 0 173647， 
这 里 到 第 四 位 小 数 一 定 正确 。 
131.， 牛顿 二 项 式 “ 现 在 算 作 >> 一 1, 就 是 1+z>0, 我 们 有 : 
fo)=(1+o)", 万) 一 已 (十 2 
0D(O 一 和 (一 (一 8 二 1 (+o)"*, 
f=1, fF(0)=m, 3 DO) = 人 (一 二 (2 一 十 二) 
其 中 mn 是 任意 一 个 实数 ,于 是 由 公式 (13) 得 到 : 


(DP 了 i 
tt eth), 人 


其 中 余 项 可 以 由 公式 (8 ) 确 定 ,这 里 4=0: 
R,(%) = 二 | Fr) (pg—t) at, 
注意 ,在 这 情形 下 : 
fd) mlm— dem) (I+ 
于 是 可 以 写成 : 
Rl) — Em | pt) "Ltd" "id (22) 
应 用 积分 的 中 值 定理 ([95] (18)), 并 用 9z(0<9<1) 部 1 在 0 与 z 之 
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阅 的 某 一 个 值 ,就 得 到 : 
Tm Oo |) a | 本 
J ( 交 ) = 三 a 3 i (Me™ 2) (Tt— Or Et Ee es | dt = 
J 0 


所 ， 
一 i a We UL 十 oa) "mo [23 ) 
如 果 局 一 0， 划 般 数 
1 十 失 2 Te DD) vs- 
Lh en. Se (24) 
应 当 收敛 [118] 。 当 ww>oc 时 
i 


所 以 这 级 数 当 jz| 1 时, 焰 汉 收 钱 , 当 iz| >1 时 发 散 [1 和 j。 灯 然 级 
钴 (24) 当 3; 过 1 时 上 收 做 ,并 不 能 就 说 宪 的 和 等 于 (1 十 3)”*”, 还 要 证 明 ， 
当 :wi< 之 1 时, BR 一 0。 在 RB, 的 表述 式 (23) 中 ,因子 


(mC— 1 (mC— 0 (m—N) a 
多 | 


可 以 淖 作 是 收 合 级 数 (24) 的 一 般 项 ， 这 里 四 换 成 了 加 一 世 所 以 当 
->co 时 , 它 趋 向 雳 [118]。 

当 nn 取 任何 值 时 ,因子 ( 了 二 六) 不 大 于 1。 因 为 在 所 考 虐 的 情 
形 下 ， 一 1<z<< 十 1， 所 以 无 论 z 到 正 值 还 是 负 值 ， 01 一 <1+0%， 
因此 : 


下 Sh 
于 是 i 入 放 
0< (FFs) <1i。 


最 后 的 因子 m2(1 十 0z)”! 也 是 有 愉 的 ,因为 (1+0z) 在 1 与 1+2 
之 半 , 于 是 mz( 二 92) 在 m2 与 mz(1 十 2X)"! 之 间 , 而 后 面 丙 个 数 
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并 不 依 匡 于 %。 
由 以 上 所 述 , 依 公 式 (283) , BR (2) 可 以 泪 作 三 个 因子 的 乘积 , 当 
无 限 增加 时 ,其 中 一 个 因子 赵 向 霉 , 另 外 两 个 都 是 有 界 的 ,所 以 
当 n->c0 时 ， (2) 一 0。 


所 以 ,展开 式 
(0)" 一 1 十 全 -2 轩 一 p++ 
Ft (25) 
当 2z 取 满足 条 件 
|z| <1 
的 任何 值 时 ,成 了 并。 


当 m 是 正 整 数 时 ,， 角 数 (25) 到 nn 二 m 项 为 止 , 于 是 成 为 牛顿 二 项 
式 公 式 。 在 一 般 情形 下 , m 取 任 何 值 时 ， 展 开 式 (25) 就 是 牛顿 二 项 式 


的 推广 。 z z 
下 面 提 出 二 项 式 的 儿 个 特殊 情形 : 
le 人 tot 十 十 "十 …， (26) 
1 1T 13 18.5 pep, ， 
下 1 十 -可 爷 DAT HoaG’ gaa 十 ， (27) 
1 1T 18 1136 1867 m4.. 
1 Pe 


注意 , 当 2> 一 1 时 , 男 数 (1+2)" 有 正 值 [19, 竹 ], 就 是 , 当 
一 1] <w<< 十 1 时 , 航 数 (24) 的 和 是 正 的 。 例 如 , 航 数 (27) 在 这 区 阅 上 和 敬 
出 WVI+2z 的 正 值 。 

例 1, 开 娘 公式 (25) 可 用 以 求 任何 次 开 方 。 设 要 求 一 个 整数 4 的 nw 次 根 ， 
好 A。 总 可 以 找到 一 个 整数 a) 使 得 4 的 m 次 军 与 4 很 近 , 于 是 和 4=a"*+b, 其 中 
1b| <a"m, 我 们 就 有 : 


a mb 
/ YA-YmT Nl+ 
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因为 这 里 ， 所 以 把 比 也 到 作 =， 就 可 以 依 牛 恒 二 项 式 公式 计算 , 当 
汪 - 的 艳 对 值 谷 小 时 ,这 才 数 收 钱 得 售 快 。 


例如 ,计算 /1000， 准 确 到 10-5。 现 在 


如 二 


1 

"村 

1000 =%/1024 24= 4 (1--135 EE 
V v 25 ) 


1 ] 和 4 中 3 
一 411 一 一 ~。 | 
| 5 128 5 10 0 ) 


i a ls 


先 合计 , 算 到 上 面 写 的 这 些 项 时 , 差 涡 是 多 少 , 在 公式 (23) 中 代入 ; 


1 . : 
6 -1 
二 工 一 如 四 EE: = 二 
如 上 所 迹 , 因 于 (二 二 ，》 在 雳 与 一 之 并。 因 于 (+bzw- 是 


_ 生 
吾 


- 注 二 4 | 4 
3 WN NS Ns 4 
J ) 和 1- 8 ) =(55) < ) -( 5 ] (3-) 
( 28 ( 128 55) <“\s Be 


最 后 由 公式 (23) 得 到 ; 


4 BR, | < 和 4 人 ) < 
”1123 5 由 D 2 ,128 


<2(0.2) (0.8) (0.6) (2.8) (0.03)4<=5 x 10-7, 
计算 各 项 时 ,应 当 作 到 六 位 小 数 ,因为 六 时 至 部 差 让 就 不 大 于 

4x3(0.5)10-5 十 5X10-7= (6.5)10-6<10-5, 
计算 时 可 以 排列 成 下 面 的 样子 : 


本 3 or 。 
-一 0.2 x oe =0.0234375 XxX0.2 =0.004687 
1 4 3 \2 
-0.08 x{( | =0.000549 x0.08 =0.000044 
1 4 9 3 a 
一 向 "一 0.048 x (5) =0.000013 x0.048=0.000001 


0.004732 
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Er .= ep 


1—0.004732 =0.995268 
x4 
3.981072 
2. 棍 图 周 界 长 的 近似 计算 在 [103] 中 ,我 们 得 到 年 轴 为 a 与 b 的 权 园 的 周 


沾 长 /的 雪 运 式 : 
让 
:=4| Vstieosadt=4a| Vsinat Te cos2t at, 
J0 
[公式 (22)]。 引 和 构图 的 离心 率 6: 


并 


到 : 


二 四 


1 
=4o| M1~s2cost dt, (29) 


这 个 积分 准确 计算 是 不 可 能 的 ;但 可 以 计算 七 准确 到 任何 得 上 ; 把 这 钙 积 图 数 
傅 的 方 守 蝶 成 级 数 中 : 


1 了 
1 妆 ( 吉 -1) 
» J 


A/ 工 一 seos2t = 1 一 -一 ecost 二 -全 了 


Gy 
-+\- _/ < EB coss 上 十 一 


1.2.3 | 
1 1 1 : 
一 二 一 可 人 8 cos2t+ 0 6 Cost — 18 coss t+ EK,, 


其 中 差距 Ba 依 公式 (23) 估计 ,满足 不 等 式 : 
1 1 3 5 


Pa 一 一 -一 一 


| Ras| = a z a 2 E83 cosst ( 4 i sr) x 
| 5 € cost | 
x (~0elcos2t)? ee (30) 
因为 a , 
0 < (TF one ) 0 
而 


@ 这 个 展开 式 成 立 , 因 为 顶 图 的 净 心 率 6<1, 所 以 这 时 在 千 蛙 二 项 式 公式 中 占有 7 的 
地 位 的 Beosat 的 邦 对 值 小 于 1。 
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1 1 
| 
(Ibe2eosty? <(l—e2cost) ?. 


代 大 的 表 这 式 (29) 中 ,回忆 [100] 公 式 (27) , 作 积 分 ,就 求 得 


rr 


4 -本 | 


由 
杰 

e032 t at — 二 -中 | COS& Tt Qt 一 .二 
.0 0 


6 | eos tt. 
1 | 


Wa [2 


-| 


| 


Rdt |=2«a 
人 


共 中 根据 [9 多 公式 (10+) 与 不 等 式 (30) 


和 


1 和 | D 83 Ds 1 17 人 
一 | 一 dt 均 本 00S 了 人 一 = 之 
1 上 2 A ls3 Th 人 py —g2 


公式 (31) 可 用 以 冶 i 等 别 是 当 痪 心 夷 很 小 时 过 合 用 。 以 和 
泪 础 ,只 要 用 到 图 局 , 屿 可 以 得 到 椭 圈 局 儿 长 的 简 划 的 几何 的 近似 开 达 法 。 
用 如 与 1 各 记 往 痢 的 侍 加 的 等 差 中 项 与 等 比 中 项 : 
: n= +49, 2,=ab, 
比较 以 4 与 1 为 竺 笃 的 两 个 图 局 展 2z1l，2r1a 以 及 椭 图 的 周 界 长 1。 
注 沪 ， 
b=a\ 一 32) 82 = + VI-E]) Nab=a1—&, 


依 牛 巾 二 项 式 公 式 肛 成 才 数 ， 我 们 不 滩 得 到 肥 达 式 : 


a ee a 6 | D 
] J) 7 
ZX = 2xa| 1 一 -5 一 588 +oa|， (33) 


其 中 闫 误 pi 与 pz， 依 公 式 (23) 合计 ,满足 不 等 式 ; 


8 1 £3 


|p1| A Do FTD 512 (Te we 
由 此 显然 , 当 离心 率 很 小 时 , 若 比 再 高 的 s 的 方 赛 可 以 忽略 不 计 ， 就 可 以 取 
本 国光 牛 轩 的 等 关中 项 或 此 中 项 为 个 得 的 风 周 是 作为 这 要 网 的 周 办 其 。 基 要 
更 准确 些 ,我 们 作 表 达 式 : 
xa27ij 十 Borls， (34) 
再 选 定 因 子 w 与 8, 使 得 者 这 式 (31) 与 (34) 中 有 更 多 的 项 相同 。 由 于 表达 式 (31) ， 
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(32) 与 (33) 的 前 两 项 都 一 样 ,所 以 首先 须要 
a 二 +B=1, 
再 焉 均 过 式 (3 了 与 (3 人 和 中 8 ot 惑 要 


2 


16 2 pe 
解 这 两 个 关于 a 与 8 的 方程 , 求 得 : 
3 


1 
二 


代入 到 (34) 中 ,就 有 : 
a*2rli+ B25ls =27( -1 ee 1 )= 


1 3 5 3 1 
=2ra(1- 计 一 6 -56 “+ 总 AP)， | 


就 是 襄 , 不 仅 是 a 的 项 相同 , 5 的 项 也 相同 ,于 是 公式 (31) 与 (35) 由 名 的 项 开始 地 
不 同 。 注意 以 上 求 得 约 py Pi 以 及 ps 的 估计 ， 再 注意 


1 1 115 5 3 77 1 a 
I (Oe Ta on ta 2 to 9 


最 后 可 以 膏 , 设 椭 阅 的 两 牛 提 各 为 a 与 5b， 议 心 华为 s; 草 取 牢 径 为 


的 圆周 长 作 这 棋 加 的 周 界 长 时 , 差 趴 不 大 于 二 3 


132.，log(1+z) 的 展开 式 ? i 由 普 融 定理 得 到 ， 
但 是 现在 我 们 用 另 一 个 方法 ， 这 个 方法 在 很 多 别 的 情形 下 是 可 用 
的 。 

把 log (1 二) 表示 成 定 积分 的 样子 ,显然 , 当 z> 一 1 时 ,我 们 有 : 


ds 加 Se . 
| J 一 ]og (1+#) |。 一 ]og (十 2Z) 一 logIT=log( 十 Z)， 


就 是 


@ 图 数 1og zx 不 能 展 成 x 的 适 般 数 , 因为 当 Z=0 时 ， 下 
旧 战 为 无 姿 大 。 
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= a 
OE | J+t" 
但 是 ,恒等式 : 
上 二 F ee (— 1 
We Be ty em ee sd se 
1++ 四 oa 和 1 十 t 


成 了 ,这 可 以 由 导 十 轧 除 工 , 余 (一 也 委 直接 得 到 。 如 此 : 


| 
i 


普 i 
二 在 一 权 四 a 11—14n—1] ER 
| | FE +t 


地 一 


了 1 Yn 
人 2 化 es + 
二 小 一 ns Se 于) ? 


2 3 
其 中 
站 a 
Rio) =(—D)"| Ts (36) 
对 于 级 数 : 
LI 
ee 
当 mw->co 时 ， 
一 | 
ee 1 ll 


当 |z|>>1 时 ,这 级 数 发 散 ([121] 系 ) ,所 以 只 要 考虑 下 面 的 情形 : 
wi <1, z= 二 土 1， 
z= 一 1 的 情形 也 应 当 去 掉 , 从 为 当 zx= 一 1 时 , 画 数 log (1 十 2) 成 
为 无 穷 大 。 
所 以 只 剩 下 两 种 情形 : (1) |x| <1, (2)z=1。 在 情形 (1) 中 , 我 个 
应 用 中 值 定理 [9 蛋 到 R,(2) 的 表达 式 (36), 并 注意 当 t 由 0 变 到 2 时 ， 
in 不 变 号 ,于 是 就 有 : : 


i | # rm 一 
ee 


由 此 ,根据 条 件 |2| <1, 推 知 : 


_ 二 ) dr pd +1 


py 
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| | 
Bw) NT Ti 


这 不 等 式 右边 的 因子 -了 寺 一 ， 对 一 切记 是 有 界 的 ,因为 它 在 
1 与 和 
之 章 , 而 这 两 个 数 不 依 不 于 n, 所 以 对 于 考虑 的 4 的 值 , 当 ->co 时 ， 


th (%) Us 
在 情形 (2) 中 , z= 工 时 ,我 们 得 到 同样 的 辕 果 。 因 为 当 z= 工 时 ,由 
公式 (37) 说 明 : 
| 1 1 
Pe 1+0 i 
于 是 当 %>co 时 ， 
“all 06 


log (1+%) -2 一 全 -十 与 ee 2 (38) 
—1<z<<1l (39) 
的 任何 值 时 ,成 立 。 


特别 是 当 &= 上 时 ,有 等 式 : 


上 1 (—1)”* + 
jog 2=1] 人 a 


我 个 在 [123] 已 经 请 过 。 由 公式 438) 直 接 计 算 对 数 , 并 不 适用 , 因为 其 
Se 须 婴 满足 不 等 式 (39) , 天 上 且 右边 的 航 数 收 化 得 非常 民 。 可 以 把 
它 化 为 放 算 起 来 比较 方便 的 形式 ,为 此 ,我 们 在 等 式 : 


log (1 +w) > 


iii 本 几 


> s: 
中 ,用 (一 2) 茜 代 z, 得 到 : 


$ 13， 从 勒 公式 及 其 应 用 321 


log (1 ~—#) 一 一 四 一 二 本 他 
局 中 
再 由 .上 面 的 等 式 减 去 它 , 就 得 到 : 
1+z ; 
log 二 二 =2(z+- 人 -十 六 ) (I ys 
现在 酸 
1 十 多 2 十 多 ey ” 
En NR 本 40) 
1] WE a 20 十 2 
就 有 : 
atz of 2 ,1 2 el 和 
四 
或 
| 2 ee 
= 上 | 人 ,|| (41) 
log (g++*) = 1 ga 十 ?| | Bar ss CE 十 ; 


这 个 公式 , 当 4 与 ? RE 者 成立 ,因为 这 时 2? = 
在 需 与 工 之 间 。 如 果 5 一 很 小 ,或 是 z 比 4 小 得 多 ,计算 起 来 就 更 广 
人 蛋 。 

公式 (41) 在 计算 对 数 时 很 有 用 。 虽 然 实 际 用 的 对 数 才 不 是 由 级 数 算 的 ,因为 
在 医 倍 尔 与 下 利 格 时 代 还 不 知道 这 个 方法 ,但 是 公式 (41) 还 可 以 用 以 校对 或 是 计 


算 对 数 玫 。 在 (43H) 中 惟 := 再 相 稳 取 
a=15, 24, 80， 


我 们 得 到 : 


jpe 10— 1ne [性 一 二 E 十 …; 1 -+ |=27, 


和 
log 25 ~ log 24=2 区 二 本 4 =2， 


log 81 一 ]og 80=2 


其 中 用 P， 6 玉 记 的 三 个 航 数 收 敏 得 很 快 。 田 这 三 个 等 式 得 到 三 个 方程 : 
diog2 一 tos8 一 log5 =2P, 
— Slog2— log3+2logd =20,。 
~ 4log2+4log3 ~ logd =28, 
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由 此 可 以 确定 
log2, log3, loeD, 
解 方程 ,不 难 求 得 : 
log 2=14 P+100+ 6R, 
log 3=22 P+160Q@+10 五， 
log 5=32 P+24@+14 RE, 
如 此 得 到 的 是 目 然 对 数 , 由 它们 可 以 求 出 常用 对 数 ( 以 10 为 底 ) 的 模 戏 ; 


M=. =—0.4342944819.…， 


log10 
于 是 依 公 式 
logio X=M log zx 
可 以 由 目 然 对 数 求 得 笛 用 对 数 。 
类 似 的 方法 ,应 用 这 展开 式 ; 取 
a= 2400=100.23.3, 4 十 35 一 2401=74, 
a= 9800=100.2.7:, a+z= 9801 二 34.113, 
a=123200=100.24.7.11, 4 二 zy 一 123201 一 36.133， 
a= 2600=100.2.13, a+8=2601 =32.173, 
: a= 28899 一 32,.132。19 ， 4 十 2 一 28900 一 100.173， 
可 以 计算 出 : 


log 7, log 11, log 13，…。 
如 此 我 们 借助 于 航 数 确定 了 素数 的 对 数 ， 至 于 复合 数 的 对 数 , 因 为 它们 可 以 分 
解 成 素 因 子 之 积 ,所 以 只 要 再 用 加 法 或 肝 以 整数 就 可 以 计算 出 来 。 


133，arc tg z 的 展开 式 ” 像 作 1og (1+2) 的 展开 式 时 那样 。 我 俏 
有 : 
at 


Q arc te t= Ti。 


于 大 
| -=are tgt|” =arc tg wz—arc te 0=arec te w 
0 1 十 六 E : 


其 中 are tx, 像 在 [98] 例 中 一 样 , 取 主 值 。 于 是 就 有 


一 dt +2 和 入 类 一 二 委 所 一身 
are tg | a | 世 十 共 一 十 (一 1 和 1fas-3 十 
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i Ee i i i i 


(—1Y)’ 二 了 : ( | 1 p32n— 
1 2 | 起 一 了 9 5 ee 9 
其 中 
a ee 
对 于 级 数 ; 
四 人 mm | (一 | ,211 一 ] 
Bn 
n>00 轩 , 二 : 
| | 2n—3 
i 
于 是 当 2* 记 1 时 发 散 , 所 以 只 要 讨论 1 的 情形 ,就 是 
1<w< 十 1、 (43) 
先 算 作 z%0, 由 公式 (42) ,根据 [951V11, 得 到 : 
I fj2n 人 当 拓 十 1 | 、 
vn" 二 es, 1 ”一 Rs Cs 
五 (%) | ] 末 dt | ta ot = es -> (R00) 
和 We 4 
i i 和 
1 十 六 


奉 2<0, 旭 用 t== 一 7 本 换 ,得 到 : 


i 人 7 
R(T)=(—1) | Tr 


现在 上 限 ( 一 2) 是 正 的 , 所 以 上 面 对 1B,(z) | 的 估计 仍然 成 立 , 就 
是 展开 式 : 


an —1) 是 =-] TA 一 Jj 而 
are to%=2— -十 ~ es re 4 
S 必 与 D1 - 3 1 \ ) 


当 4 取 狠 对 值 不 大 于 一 的 值 时 ,成 芝 记 。 
特别 是 当 z= 工 时 ,我 们 得 到 : 
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-1 1.1i1.... 
arctel = A 一 a 志 站 


这 个 般 数 收 但 得 很 慢 ) 用 它 计算 并 很 不 合适 ， xz 剑 小 时 , 般 数 (44) 收 伍 得 惑 快 。 
例如 误 


7 一 Ee 中 二 arc te 
于 


与 他 
就 有 : 
5 
5 5 6 120 
t 机 人 CC 
g<P Si i tg 49 ”25 119° 
25 144 


因为 馆 务 与 1 差 得 很 少 ,所 以 4p 与 地 差 得 很 少 ,我 们 引用 这 个 差 : 


由 此 求 得 
te 由 st (te-: | 二 多 和 一 二 下 二 1 | 
1+te 和" 本 | 下 239 
于 是 z 
4p -y=4arctg are tg 3 


=4i_i. 11 11 1 [li..... 
=4|3 "B'S BB 75+ | | | 
两 个 方 括号 里 边 的 航 数 都 是 挛 钳 般 数 [123 ， 于 是 到 写 册 的 项 为 止 , 差 嗣 不 大 
衬 
4 1 


十- 


1 0。 —- 必 
J.6 + -3.099 <0.0 X10™, 


为 要 计算 xz, 准确 到 10-;, 每 一 项 要 算 到 上 售 小 数 ,因为 这 时 确定 的 三 ， 差 涡 
不 大 于 
4x4x0,.5x10-7+0.5x10-7+0.5x10-5<2x10-5, 
而 所 确定 的 的 差 说 就 不 大 于 8x 10-i。 过 
计算 如 下 : 


$13. 泰勒 公式 及 其 应 用 825 
3 =0.2000000 
1 __ -0.0000640 
5.5 
-+0.2000840 0.1973955 
0.7855820 
0.0041841 
0.7863979 
x 4 
TT3.1415916 
天 的 值 到 从 位 小 数 是 3.14159165。 
当 jx; 志 1 时 ， 可 以 得 到 展开 式 ， 
ae Si = i 了 四 Ee 
sy ,2n+1 
13D (2 (45) 


TTD BnFl °° 
134 .近似 公式 ”f(z) 展 成 的 麦克 劳 林 级 数 
三 (0O) f° (0) 


在 收 全 时 , 取 它 前 有 限 项 ,可 用 以 计算 画 数 jz) 的 近似 值 。 

在 一 定 的 准确 度 下 ,计算 了 (z) 的 近似 值 时 , > 意 小 ,在 展开 式 中 取 
的 项 数 就 可 以 意 少 。 若 “非常 小 ,出 只 取 前 两 项 就 人 能 了 , 其余 的 项 可 避 
者 去掉。 如 此 就 得 到 f(z) 的 一 个 很 简单 的 近似 公式 , 当 很 小 时 ,可 
用 以 替代 Fe) 的 复杂 的 表达 式 。 

我 们 介 阁 儿 个 最 重要 夯 数 的 这 样 的 近似 公式 : 


于 


V1 土 % 守 1 土 一， sin ZO2, 
] 北 六 
97 了 福王， COS % 写 1 一 -可 
(1+w)"2%3 1+ na, tp 名 0， 


02 之] 十 ViogC， log(1 十 2) 之 士 Y%。 
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当 %: 与 考 很 近 时 ， 应 用 这 些 近似 公式 可 以 有 效 的 简化 复 薪 的 霄 丰 


二 
例 
ii 上 ih 下 冲 
1 +—a 1+ 7 ) 加 
1 -~ (I+ ¢)(1+ Tr) 
下 ea (1- 2 
1 2 
1+ r+ rl+x 
2. log 7S= 5 log (0) 一 却 log(1+) 必 一 怕 - 1 Ee 


于 十 
3. 确定 物体 被 加 热 时 容积 的 改变 量 (容积 胶 腊 ) , 设 已 知 线 脱 股 系 数 a 。 者 
妆 0” 时 物体 一 边 的 长 是 io， 草 加热 到 如 时 ,就 是 
l=io(l+at), 
大 部 分 物体 的 线 脱 乃 系 数 是 很 小 的 (<10-5) 。 因 为 容积 分 布 在 三 厅 空 间 , 于 是 可 
以 写成 : 


2 


= CH); ovo(l +at)s vo (1 +30) ， 
0 | 


就 是 , 34 3 由 于 密 庶 与 客 积 成 反比 类似 的 求 出 关系 式 : 


7 re p=p0(l+at) poll ~ 3at). 
总 


认 清 楚 , 所 有 这 些 近 似 公式 只 有 当 z 足够 小 时 地 合用 ， 否则 就 不 惟 确 ， 就 要 算 
到 展开 式 中 以 后 的 项 才 成 。 


”135. 极 大 值 , 极 小 值 与 投 情 点 应 用 泰勒 公式 可 以 对 [58] 中 所 述 
的 求 而 数 极 大 值 与 福 小 值 的 方法 作 重要 的 补充 。 以 下 我 们 让 为 (2) 
在 z 一 zo 及 其 邻 域 具有 直到 郊 阶 的 演 秆 导数 。 四 

裔 当 = zo 时 , 画 数 f(%) 的 前 (n 一 站) 阶 导数 都 等 于 零 : 
f' (v0) =f" (0) =" =f" (0) =0, 
而 %% 阶 导数 foo)(zo) 不 等 于 零 ; 若 mw, 亦 邹 第 一 个 不 等 于 有 雳 的 导数 的 阶 ， 
是 偶数 ， Ho 对 应 于 曲线 的 一 个 顶 氮 ， 并 且 
当 fo) <0 时 ， 是 个 杖 大 值 ， 
当 jzo) >>0 时 ， 是 个 灼 小 值 ; 
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荐 叶 是 奇数 , 旭 zo 不 对 应 于 一 个 顶点 ,而 对 应 于 一 个 拐点 。 
为 要 证 明 , 应 当 考 虑 差 : 
flvoth) 一 oo) 与 f(ro~—h)—f (m0), 
其 中 是 足够 小 的 正 数 。 依 L 娩 ] 析 大 值 与 极 小 值 的 定义 ， 者 这 两 个 六 
总 小 于 0, 旭 wo 对 应 于 一 个 标 大 值 ; 若 宪 们 大 于 0， 旧 对 应 于 极 小 值 。 
若 不 管 正 数 有 多 么 小 , 这 两 个 着 总 异 号 ， 剧 wo 不 对 应 于 术 大 值 或 榜 小 
值 。 为 此 可 以 在 泰勒 公式 中 用 zo 敬 代 &, 士 h 巷 代 中: 


f(zo+ 且 一 f(z0) 十 记 了 (z0) 十 …+ 


1)1 ff" (wo) Ee 2 (oo 十 Op) 9》 


jeo- 朋 =jo0 一 让 fe0) + 了 fd) + 


, CD pew (go —0h), 


(0<0<1, 0 一 由 < 二) 。 
由 条 件 : 
f(g0) =f" (80) =… 一 Fo-D(zo) =0, fpo) #0; 
推出 : 
f (goth) —f (20) = fo (got 0h) ， 
f ob) —f (80) = frmo— Osh), 


当天 足够 小 时 ,根据 万 "2) 为 速 纺 的 假定 ,因子 
frotoh) Sf' (wo 0h) 
同 号 ,区 且 就 是 疡 (zo) 这 个 数 的 号 ,这 里 产 (zo) 不 等 于 雾 。 
我 们 知 这, 当 左 


QD 余 项 我 倍 取 拉 格 萌 日 式 , 9 在 0 与 1 之 间 , 因 为 对 于 (十 h) 与 (一 上 ) ,9 代表 的 值 不 
相同 ， 所 以 在 第 二 个 公式 由 ， 我 情 - 号 成 Oio 
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f(zo+h) = 
同 号 时 而 且 只 有 这 时 候 , 点 zo 是 个 顶点 ,根据 以 上 所 述 , 推 知 只 有 当 
是 偶数 时 , 才 是 不 点 ;因为 这 时 表达 式 : 
fwo+h) 一 了 (2o) 
辣 号 ;不 然 的 冰 , 落 是 坷 数 ， 因子 加 与 (一 了) "hr 就 不 同 号 , 于 是 这 两 
种 索 也 不 同 号 、 
现在 设 7% 是 偶数 ;这 时 冯 
f(roth) ~—f (wo) 
Ms 与 f(g) 的 符号 到 相同。 者 三 ”zol <0， 则 
f (woth) —f (20) <0, 
于 是 就 有 一 个 榨 大 便 ; 若 大" (zo) >>0， 则 
f (moth) 一 foo) >0, 
就 得 到 一 个 标 小 值 。 
若是 奇数 , 剧 当 nn 宇 3 时 , 依 厅 勒 公式 ,我 们 得 到 二 阶 导数 万 (2) 
的 表达 式 : 


1 (et) = 0D Tf (cot On); 
f°'' (vo—h) = es nr —f'"(ro—0sh), 


由 此 , 像 以 上 一 样 讨论 , 当 2= zw 时 ,六 数 六 (vw) 等 于 霉 , 而 (一 2) 是 奇 
并, 所 f(zwo 士 用) J 不 同 号 , 就 是 说 zo 对 应 一 个 拐点 上] ,于 
是 证 宪 。 
136 ， 定 未 定式 ” 设 有 页 数 比 
p(T) .| 
: vr) 

当 z=4 时 ,分 子 分 母 都 等 于 雾 。 为 要 定 未 定式 ; 
PP) | 
(82) mw 


把 分 子 分 母 依 泰 勒 公式 展开 ; 
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、 ， __ rr 2 fr Yong 
GW) = (LT— 4) op' (0) (PO) (0) (7 CD) 2 (0) 二 


ST 


21 nl 
PO p61) 
(nn 十 1)! 
| md py YH 
(m= ja) (0) 0 Cd 


(mt+1)} 


于 是 可 以 消去 (4 一 0) 的 若干 次 昭 , 再 让 4%->4。 


二 
472 工人 了 
1 lim = lim i 
16 -用 | 
一 和 
和 ) 27 “9 
站 < 性 
9 


半 样 可 用 以 名 别 种 型 的 未 定式 。 我 们 少 记 一 个 例 ; 
Lin (yx3s 一 572 十 1 一 2 。 


这 是 一 co 型 的 不 定式 。 我 们 有 


rE 3f, bz2—1 
MV TI— Dae?2+1 ~z=x| 1- 1|= 


由 
IT 175 1 
ed a ei 
当 z 的 想 对 值 足够 大 时 ， 差 二- 一 -二 与 等 很 近 , 于 是 我 们 可 以 应 用 牛顿 二 项 
] 5 1 i i 
式 公 式 (25) ,这 时 名 = 本， 一 (于 一- 寺 ) 据 有 (25) 中 的 地 位 : 


ee 
et 3 1/5 1 | 5 3 
1 二 二] -TI 本 (二 一 本) 一 一 (地 - 言 ) 人 


Ws 7 


代入 上 面 的 大 掺 咏 中 和 骨 痊 法 了 工 得 到 ， 
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3( 1 1) 
PE RR EN "yy ”一 p - 
YY 0 一 523 十 1 一 z 一 2 -本 (一 各 + 一 ~ 训 一 (一 一 二 ) +…|= 


人 2 21 


5 ,1 
其 中 所 有 没有 号 的 项 都 带 有 2 的 负 方 宪 ， 当 x 一 ~ 时 ， 取 极限 ， 都 趋向 需 , 于 是 推 
知 : 
lim (YY zt—522+1—2)=— 


oD 
roo | 


这 一 段 中 ,所 用 到 的 元 穷 极 数 , 取 杠 限 的 可 能 性 , 都 很 容易 断定 , 我 们 没有 悦 
述 。 
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137， 契 对 收 禾 地 数 的 性 辟 “[12 纪 中 已 元 训 过 程 对 收 做 级 数 的 概念 。 现 在 我 
们 叙述 它 的 重要 的 性 质 。 

卸 对 收 钱 极 数 之 和 不 俯 粳 于 它 的 项 的 排列 顺序 。 

永明 时 , 先 考虑 正 项 级 数 ,我 们 知道 [120], 正 项 航 数 只 能 收敛 (于 是 粗 对 收 伍 ) 
或 正常 发 散 。 

屋 答 定 一 个 正 项 收 做 航 数 


?2 了 2 十 23 十 … 和 十 和 十 (1) 
用 ss 记 它 的 前 项 和 , s 记 它 的 和 ,显然 就 有 : 
Sn < 3o 
任意 摸 动 航 数 (1 ) 的 项 的 奏 序 ,得 到 各 项 的 另 一 种 排列 ,对 应 于 航 数 
V1 十 3 十 Va 十 一 十 各 中 ，… (2) 


其 中 各 项 都 是 般 数 ( 1) 的 项 ,不 过 有 顺序 不 同 , 于 是 般 数 (1 ) 中 每 一 项 在 般 数 ( 2) 中 
有 一 定 的 位 置 ,反之 亦 然 。 拉 数 (2 ) 的 前 ”项 和 计 作 cs。 对 于 任何 的 2 可 以 求 出 
一 个 足够 大 的 和， 使 得 和 ca 中 所 有 的 项 ,都 在 sw 中 ,于 是 
OU Eo 
各 lt 我们 证 明 丰 在 不 人 要 "的 常数 s， 对 于 任何 的 m 我 们 有 : 


由 紫 推 知 锌 数 (2) 收 售 [120j]。 用 o 记 的 和 。 显然 


5 一 [nnss< 委 3。 
Hi 二 oa 
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在 以 上 的 言论 中 ,把 极 数 (1) 与 (2) 的 地 位 互 换 ,同样 可 以 旋 明 
S30y 
由 不 等 式 c 反 8s， sr 推 知 
8 一 0。 
再 讨 葛 任意 项 的 枚 数 。 由 所 输 条 件 , 航 数 (1 ) 契 对 收 伍 ,所 以 正 项 极 数 
和 | 十 ja + 十 | 十 一 立 | an | 《3 ) 


站 化 ,由 以 上 所 述 , 和 包 的 和 不依 想 于 项 的 排列 顺序 。 另 一 方面 ， 


3 (| Hn! 二 +) 与 SY 
2 =1 2 


HH=1 

两 个 级 数 也 是 正 项 的 而 且 收 伍 ( 参 考 [ 茎 4]) ,因为 它 的 每 一 项 不 大 于 | 如 1， 就 是 收 
伍 航 数 ( 3 ) 的 对 应 项 。 

根据 以 上 所 述 , 这 现 个 级 数 的 和 也 不 傅 起 于 各 项 的 排列 顺 次 ,所 以 逐 项 相 减 得 
到 的 级 数 , 就 是 级 数 ( 工 ) ,其 和 也 就 不 依 起 于 项 的 排列 号 序 ,于 是 证 完 。 

系 ”对 于 契 对 收敛 般 数 ,可 以 先 把 它 的 项 任意 往 合 起 来 , 青 依 租 相 加 ， 因 为 这 
样 分 组 不 过 是 改变 项 的 排列 顺序 ,所 以 般 数 的 和 不 变 。 

附注 ” 著 由 看 对 收 伍 航 数 中 剔 去 任何 一 序列 的 项 ， 这 样 得 到 的 竹 数 也 是 粗 对 
收 伍 的 ,因为 这 样 作 对 应 于 在 正 项 般 数 (3 ) 中 剔 去 一 序列 的 项 ,显然 , 它 仍然 收效 ， 
不 过 和 和 减 小 些 就 是 了 。 特 别 是 ， 科 对 收敛 般 数 的 正 项 组 成 的 条 数 与 负 项 组 成 的 颖 
数 都 是 收 敏 的 。 用 ss" 记 正 项 租 成 的 般 数 之 和 ，( 一 3") 记 色 项 组 成 的 级 数 之 和 。 当 
2 无 限 增 加 时 , 原 表 数 的 前 w 融和 将 含有 .上述 两 航 数 中 任意 多 项 , 取 极 限 ， 显 然 得 
到 : 


有 
不 难 证明 , 当 般 数 收 效 而 不 稻 对 收 化 时 ， 忆 的 正 项 组 成 的 级 数 与 负 项 组成 的 级 
数 , 都 是 正常 发 散 的 。 例 如 , 般 数 [24] : 


| 
ee a sa Ee 
人 
不 是 移 对 收 微 而 极 娄 
1 1 1 二 二 
人 


都 发 散 。 当 % 无 限 培 加 时 ， 前 一 般 数 的 前 4 项 和 趋向 (+ %) ， 后 -- 般 数 的 趋向 
(一 =) 。 利 用 上 述 的 情况 , 黎 曼 证 明了 适当 的 变动 一 个 非 稳 对 收 你 般 数 的 项 的 排 
列 晒 序 ,可 以 使 它 的 和 等 于 任意 一 个 数 。 如 此 , 稳 对 收敛 航 数 与 和 不 依 顿 于 项 的 上 
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序 的 级 数 , 这 两 个 概念 是 一 致 的 。 

还 要 提出 , 鞍 变 动 任何 一 个 收 敏 般 数 ( 不 是 艳 对 收敛 ) 中 有 限 项 的 位 置 ; 则 当 % 
足够 大 时 ,前 ”项 和 sn 不 变 , 就 是 襄 , 航 数 仍然 收 钱 ,而 航 数 之 和 不 变 。 上 面 的 计 
论 与 顶 果 是 在 变动 无 穷 多 项 的 情形 。 

138， 起 对 收 敏 帮 数 的 乘法 ”两 个 契 对 收 笋 无 沥 极 教 相 乘 时 , 可 以 应 用 有 限 项 
和 相 科 的 法 则 :乘积 等 于 , 由 一 个 八 数 中 每 一 项 乘 另 -一般 数 中 每 一 项 , 所 得 到 的 族 
乘积 相 加 作成 的 新 数 之 和 。 这 时 项 的 排列 顺序 没有 关系 , 因为 这 样 作出 的 圾 数 也 

设 答 定 绝 对 收 伍 级 数 : 

8S 一 凶 十 ie 十 … 十 如 十 | (4) 
丰 一 4 十 全 十 十 

先 考 卡特 殊 悄 形 , 设 两 个 都 是 正 项 的 ,我 作 时 巴 乘 积 排列 成 下 面 的 磊 序 : 

WV va 二 Wad 二 v3 二 UavaT adi adnl 二 二 WdI 十 "…'。 (9D) 

下 先 我 们 证 明正 项 般 数 (5 ) 是 收 纹 的 ,而 且 它 的 和 3 等 于 sc。 

用 5S, 记 般 数 ( 5) 的 前 ”项 和 。 我 们 总 可 以 选 出 一 个 足够 大 的 数 m, 使 得 
所 有 的 项 部 在 

sm 三 Wi 十 Wa 十 … a 与 gn 二 D1 十 Va 十 …' 十 Dn 
的 采 积 内 出 现 ， 就 是 使 得 Su<snany 也 就 是 | 
SS0s 《6 ) 


因为 sw<sy own<c; 出 此 推 知 级 数 (5 ) 收 伊 [L120]。 
用 靖 旋 圾 数 (2 ) 的 和 ， 由 不 等 式 (6 ) ,显然 就 有 : 


虽 
操 一 iT 站 |， 55。 


现在 考虑 滋 积 sn0n， 当 答 定 n 时 ， 显然 可 以 找 二 一 个 足够 大 的 数 m， 使 得 5。 
与 on 梁 积 中 所 有 的 项 都 在 Sw 中 出 现 ;这 时 我 们 得 到 
SG 雪人 六 
所 以 , 当 ?~>se 时 ， 取 栋 限 ， 
Snon—>80 :< No (7) 
由 这 不 等 式 与 (6 ) 相 联系 ,就 得 到 人 S=so, 于 是 证 完 。 
现在 融和 极 数 (4 ) 是 任意 项 的 ,但 是 炮 对 收敛 。 于 是 推 知 , 正 项 航 数 
多 | 二 la| 十 二 am 十 与 | 十 | 十 妆 二 | 十 … 
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Fa) |elt ual lv) t | | [val [wal [vs| 二 十 
ne 
收 艇 。 
由 此 看 出 , 依 上 述 法 则 作出 的 般 数 (5 ) 抱 对 收 做 。 现 在 用 
Wi a ny Os Dy as a', a 
上 
各 记 ( 4 ) 中 般 数 的 正 项 与 负 项 脆 缀 对 值 。 我 们 知 送 C13 人 i 附注) ,由 这 些 天 作成 的 
航 数 收入 , 获 


= (8) 
就 有 [137]: 


权 革 明 ，(8) 中 正 项 般 数 可 以 从 此 还 项 相 习 , 洒 得 的 儿 数 之 和 各 等 于 
es Rd 
而 这 点 泊 得 的 航 数 相 加 天 就 四 成 级 数 ( 5 ) ;所 以 
S=50+8" go — S080 = (3 —3) (0 JU) =30, 
十 是 让 -和 
例 胡 数 
1 十 9 十 g2 十 … 十 人 下 十 … 二 ee 
当 |g|<1 时 ,条 对 收 敏 ,所 以 : 


To 0 


一 十 29 十 393 十 … 二 791 十 

3839， 桔 莫 尔 币 别 法 ”人 义 愉 与 达 朗 倍 尔 关于 般 数 的 收敛 与 发 散 的 逢 别 法 [121] 
虽然 在 实用 上 是 很 重要 的 ,不 过 仍 是 在 特殊 情形 下 才能 用 ,在 很 多 比较 简 利 的 情形 
中 ， 就 不 能 应 用 。 下 面 这 个 判别 法 适用 的 范围 更 三 沁 些 。 

村 莫 尔 制 别 法 。 设 有 正 项 级 数 

十 Wa 十 十 十 (9 ) 

车 可 以 求 得 这 样 一 个 正 数 的 序列 ql， qs，…， ed 使 得 由 茶 由 茶 一 项 起 ,对 于 有 队 有 7 -所 有 3 
的 值 ， 漠 是 条 件 


yn 


00; (10) 
Ui +1 


臣 欠 举 区 
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收效, 我 们 就 有 


时 i ee ed 


Un1 | Un_9 Ui-9 Wy Vl 
由 此 相 乘 求 得 


六 下 ~ -一 | 上 
一 或 = 二 和 Na 
0 b] 1 


由 最 后 的 不 等 式 ， 并 注意 [120] ( 当 一 - 红 时 ), 推 知 极 数 Du 收 化 。 类 似 的 


可 以 证 明 ,车 了 宫 4， 而 上报 数 总 发 散 。 则 级 数 忆 w 发 世 


. 高 斯 币 别 法 i 
说 十 ta 十 … 十 和 十, 


uf 
由 ， 比 -一 -可 以 雪 项 成 


二 (14) 


H+1 nn 
其 中 p>1,， |wn| <4， 而 且 4 不 依 融 于 n， 就 是 襄 w 是 有 界 的 ; 则 当 4>1 时 , 级 
数 (9 ) 收 铬 ;4 时 ,发散 。 
汗 a 能 用 的 情形 ,这 个 币 别 法 可 以 解决 。 公 式 (14) 可 以 
反比- 一 依 一 ~ 的 雷 展 开 得 到 ,也 就 是 ,如果 可 能 的 话 ， 把 比 -二 -次 数 低 的 项 分 开 。 
现 家 让 朋 , 我 们 分 两 种 情形 : (D4 于 1 (2 一 1L。 在 情形 (应 用 桔 莫 尔 刊 别 
法 让 


n= 


注意 这 时 a,>0 而 有 量 . py 发 散 [119]。 显 然 , 在 答 定 的 情形 下 ,我 们 有 : 


. ls ph | 
lim [a i 1 
项 p>1， 则 由 于: 一 项 起 就 有 : 


uf 
dn— a — Qan1>a>0, 
Ui + 


其 中 & 是 任何 一 个 小 于 4 一 的 正 数 ,于 是 条 效 (9) 了 收 笋 。 厦 4<1, 上 由 基 一 项 . 
”实际 .上 是 高 斯 所 建站 的 刑 别 法 的 推广 。 
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Rm 1 三 0)， 


于 是 级 数 (9 ) 发 散 [19 


在 情形 (2 ) ,我 们 有 : 
i 
应 用 枯 莫 尔 刊 别 法 , 设 
Aan= Rlorn, 
并 作 航 数 | 
et / (18) 


汶 个 和 可 以 由 任何 一 个 下 整数 作 起 ,因为 前 有 限 项 不 影响 收 钙 性 [118]。 先 用 勾 犀 
积分 刊 别 法 趟 有 明 级 数 (15) 浴 衣 , 就 是 须要 斋 明 积分 : 
Ed nr 
发散 。 
我 们 有 : 


dx a a dG(logr) OgZx) =- Qt . | 4 
-一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 =- 一】」 必 lo } 
[~ x log t ga at So0g 7 区。 


当 增加 时 ， 人 无 限 增加 ， 就 是 这 个 积分 是 发 散 的 ， 于 是 极 数 (15) 发 
散 。 现在 作 涯 an pr +1 应 用 (14) : 


an 一 a 1 .Jlogn— tn+ 1)log(n+) = 
及 十 二 
= (n+1) log n+ ee" 一 (2 十 了)1og (十 了 = 
Log 2% 四 
于 Se 
+liog(1I 一 -小 G6) 


因子 wn 是 有 界 的 , 当 rn->o 时 ， 比 ee 


大 
] 1)= og (Tio 
~ i: 


(nT]) og(1— ji > 
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于 是 趋向 (一 TD) [38] ,如 此 我 们 看 出 ,在 这 情形 下 , 级 数 习 -~ 发散 ， 而 且 当 wo% 
时 ，( wo 一 可 和 1 六 > 一 卫 所 以 当 羡 能 大 了 时， 一 aol<<0) 因 此 级 数 (9 ) 
n+l : “nt+1 , 

狼 获 [1391, 于 是 率先 ， 

这 个 收 敏 性 的 制 别 法 ， 也 可 以 用 于 任意 项 般 数 ， 只 要 把 加 换 成 lun|。 不 过 在 
这 情形 下 , 只 能 刊 断 般 数 是 藻 匈 对 收敛 。 由 此 只 能 求 出 契 对 收效 的 条 件 ,而 不 能 得 
到 装 散 的 条 件 , 因 为 我 们 知道 有 的 圾 数 可 能 不 是 稻 对 收 笋 ,但 是 也 不 发 散 [124]。 如 
此 我 们 得 到 

高 斯 利 别 法 的 村 无。 酸 任 高 册 角 数 


{4 中 (17) 
中 ， 
i nu 二 
此 cr 1 + es 四 日 = 9 (18) 


其 中 了 p>! 而 [en] 4 则 当 4>1 时 , 航 数 (把 对 收 代 Q。 
不 难 证 明 ;, 当 4 上 < 时, 它 发 散 。 实 际 上 ;在 这 情形 下 , 注意 mw 是 有 办 的 ， 于 是 
当 %->o 时 ， 


= | 
une-! 和 Huns-1 ” 
所 以 由 划一 项 起 ,根据 符 件 “<0， 
Hi i Ly 
ee = 1 = 二 二. in ) -人 
nt i uth | 
于 是 | 
了 要 二 
Un 


就 是 由 某 一 项 起 ,这 瑶 数 的 项 的 移 对 值 增 大 , 于 是 当 > 时 ， 这 航 数 的 -- 般 项 un 
不 趋向 雾 ,所 以 和 级 数 (17) 发 散 。 

141、 超越 几 何 胡 数 “现在 我 们 应 用 以 上 所 述 来 竺 葵 超 越 几何 极致 或 高 斯 抽 
数 : 


aB wxta 十 1)8(8 十 二 


0 alatl). a+n— BB+l) (B+n ol1) on (19) 
: yl 2 


实用 中 有 些 图 数 可 以 化 为 这 样 的 航 数 。 直接 代 人 way 8 与 ?， 很 容易 得 到 下 面 这 些 
等 式 : 


Fl, By B;7) —1- e+ 二,… 上 en 二 
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有 (一 my 8) 8; —%) = (1+2)™, 
I (a, By 8;=&) = 


，, 一 一 ]ow (1 十 多 )， (20) 
为 要 言论 黎 数 (19) 的 收 伊 性 ,作出 后 项 与 相 邻 前 项 之 比 : 
1 (a+n) (8 上 六) 二 区 
Wu, | (十 1) (> +n) 0 ED 


由 Li21] 系 , 圾 数 (19) 当 |x| < 工时 收 化 ，|z| > 工时 人 散 。 于 是 只 剩 下 两 种 情形 : 
(z=1,(2) x= 一 1。 还 要 注意 ; 当 ?足够 大 时 ; (4 十 nw)，(6 十 n) 与 (7 十 休 都 是 正 
的 ;所 以 当 %# 足够 大 时 , 阁 x=1, 禾 数 (19) 的 项 都 同 号 ; 若 X= 一 41, 它 是 交 链 般 数 。 

在 第 一 个 情形 下 ， 依 一 项 式 公 起 屡 开 ( 算 作 % 足够 大 ) ,上 表 把 得 到 的 移 对 收敛 条 
数 相 乘 [138j 得 到 


1 Yy 
4) aa We 四 


一 


eld (a+n) (B+n) 人 J 
\ 
ol VN a 
=(+- 一 ) 儿 + 之 ) 人 7 二 9 )> 


国有 | 
x 人 (一生 二 -一 后 十 1 二 | wn 
1 ?02 pt 


其 中 w 是 有 界 的 。 册 者 ,在 这 情形 下 ,被 数 : 


Pay By Y; 1) =1+ + + 


ot) (a+n— BB+L) (Btn d) 
nly(7+D. (7+n—1) 
中 前面 可 以 去 掉 足 够 多 的 项 ,使 得 剩 下 的 项 都 同 呈 ,于 是 应 用 高 斯 判别 法 , 得 到 : 
当 y 一 a 一 8B 十 1>1] 就 是 7Y 一 4a 一 B80 时， 
这 圾 数 抠 对 收 化， 
当 ? 一 a 一 8+1T<sl1 就 是 ?一 wx 一 5 和 0 时 ， 
在 第 二 个 情形 下 , X= 一 1, 由 某 一 项 起 是 交 销 级 数 : 


1__ap a(a+1)B(B+1) 
liy 21ly (y+1) 


i 1)n (e+. "(a+n—1)B(B+ DD) .B+ D 


一 …- 十 


一 


17 (7? 寺 二 (7+%—1) 


像 以 上 一 样 ,我 们 有 : 
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Un 


一 4 十 ee dnl Ar a Dn 
路 


Un +1 


应 用 高 斯 物 别 法 的 补充 ,得 到 : 
MY—a—B+l1>1 束 是 yy—0—8B>D 时 ， 


尺 收 纹 ， 
当 7y-a-8+I<0 就 是 7 一 4 一 8<= 一 1 时 ， 
改 放 。 
企 


7y 一 W 一 有 一 一 


的 情形 下 ,可 以 证 明 , 这 般 数 的 一 般 项 趋向 一 个 极限 不 是 女 , 所 以 是 发 散 的 fit9]。 
最 后 ,在 
lj]<y—-a—pB<0 
的 情形 下 , 可 以 证 明 , 这 般 数 的 项 的 契 对 值 玫 减 ,而 且 当 "> 时 , 趋向 零 ， 于 是 颖 
数 收 伊 L183 但 不 是 契 对 收敛 。 最 后 两 个 肯定 的 证 明 我 们 不 再 疼 述 了 。 
应 用 这 个 于 二 项 式 的 展开 式 : 


(LR ee 一 22 十 .. mm mn 2 十， 


21 1 


这 可 以 在 (1) 中 , 用 (一 tr) 蔡 代 a, 让 86=7, 再 用 (一 zx) 替代 x，, 就 得 到 了 。 我 们 知 
这 ,这 航 数 当 |z| < 工时 收 化 ，|z| >1 时 发 获 , 并 且 
当 m>0, z=—1 时 ， 超 对 收 北 ， 
m<0， = 一 上 时 ,发 散 ， 
m>>0， X=1 时 , 埠 对 收敛 ， 
一 1<m<0， 2z= 上 时 , 非 稳 对 收敛 ， 
WMS 一 1, 7X 二 1 时 ,发 散 ， 
m 是 正 整 数 时 ,成 为 多 项 式 。 
以 后 [149] 我 们 证 明 ， 若 二 项 式 的 般 数 当 z= 士 1 时 收 伍 ， 则 它 的 和 等 于 
守土 Dw 就 是 22 或 0。 
注意 ， 以 上 我 们 算 作 w， 8 与 7 不 是 等 或 负 整 数 。 对 于 7 尤其 重要 , 因为 那 时 
所 数 的 项 没有 意义 (分 里 等于零 )， 洪 a 或 8 是 宕 或 负 整 数 ， 则 航 数 成 了 有 限 项 的 
1。 
二 .二 重 航 数 ”考虑 下 面 这样 的 矩形 数 障 ， 上 边 与 左边 有 头 ， 下 边 与 右边 无 
尾 : 


EB 


弟 四 剖 、 夫 数 及 其 在 近似 计算 申 的 库 用 


1 2 J Mm 

ee 

1 ata 1 和 3 213 Hn 

Ua los tog ton 

3 Ug tan Was SR Way a (22) 
\ | 

贤 | 

4 Urn1 Wa Umy lpnn 


我 们 用 如 下 角 的 第 -个 附 标记 尼 :在 第 几 列 、 第 二 个 附 标 训 它 在 第 几 行 。 如 
下 mir 写 胡 中 位 于 第 ?1 列 与 第 % 行 交点 的 数 。 
先 设 所 有 的 数 xi 是 正 的 。 
为 要 确定 胡 (22) 中 所 有 的 数 的 和 
的 概念 ， 在 平面 上 标 吉 出 坐标 为 正 整 数 
的 点 性 (G0, ?再 在 第 一 象限 中 作 这 样 的 
一 电邮 缕 : 
(1 3 
re 坐标 轴 相 诡 ; 使 得 每 一 个 态 半 , 当 % 是 
加 157. 够 大 时 ,出 现在 以 曲 科 CC 与 两 坐标 朝 为 
界 的 区 式 (Cw) 之 内 (图 1357), 而 且 (Cw) 包 含 在 (Crs1) 检 。 作 用 对 应 于 (Cn) 内 所 有 
的 点 型 的 数 xix 之 入 m9 当 wW 增 大 时 ,显然 ;这 个 入 也 增 大 , 及 以 只 能 有 两 种 情形 
QD) 和 Sns 对 于 所 有 的 % 的 值 ,是 有 和 界 的 ,这 时 有 一 个 有 了 胀 的 榨 孔 他 在 ; 
Lim 六 = 总 ， 


nn 


(2) 当世 雯 大 时 ， 无 限 增 大 。 
在 第 一 种 情形 下 ， 我 们 就 二 重 级 数 
> wih (23) 
收敛 而 和 为 8。 在 第 二 种 情形 下 ,我 们 识 二 重 家 数 (23) 发 禾 。 
正 项 收 倒 级 数 的 和 与 怎样 加 无 关 , 就 是 与 曲线 C 的 选择 无 关 , 并 县 也 可 以 依 
列 相 加 或 是 依 行 相 加 : 


局 一 2 DIUir) = 2 (2F) Uip), \24) 
‘= = t= = 


就 是 先 作出 玫 申 每 一 列 ( 或 行 ) 的 和 ,再 把 这 些 得 到 的 和 相 加 。 
实 昧 上 ， 任 意 作 一 中 曲线 Co Ca Cr py 具有 CC pp Cn 的 性 


4， 才 数 理 博 的 外 苑 佑 凡 Bl 


丑 。 用 5 记 对 应 于 区 域 (0%) 内 所 有 的 点 的 数 之 和 。 窒 乱 % 时 , 总 可 以 选 出 一 个 

足 人 钢 大 的 rm, 使 得 (人 四 包含 在 (Co 内 ,于 是 
Ss 

所 以 ,根据 以 前 ,一 定 有 一 个 有 限 的 极限 存在 : 


im 


tac 


车 把 C 与 0; 的 地 位 互 换 ,同样 可 以 让 


Sa 
于 是 只 可 能 
S = SS/ 
二 重 般 数 (23) 的 和 可 以 取 由 线 终 (图 158) : 
i 二 常数 ， == 常数 


连 成 的 折 黎 作 C; 得 到 。 

这 样 作 时 做 依 方 块 相 加 : 

人 一 :1 十 (43 十 2 十 Ha 二 十 (Msn Von 二 Yn nt 二 十 Mn) 二 
还 可 以 倒 对 角 纵 相 加 ; 
启 一 Ma1 十 (ta 十 Wo) 十 (WI13 十 2g 十 Ua1) 十 … 十 
下 二天 二 二 二 (25) 

为 要 证 明 公 式 (24) 首先 我 们 指出 ， 或 (22) 中 任 巧 多 项 的 和 小 于 sy， 所 以 任何 

一 列 或 一 行内 的 项 之 和 也 是 总 小 于 S， 由 此 推 知 和合 个 级 数 : 


二 要 9 i 
ik = 5 Wik 一 
er 41 所 


收效 。 
并 且 当 mm 与 n 是 任何 有 限 值 时 ,我 们 可 以 证 明 : 


Thi. [| 


fF f } | 
S51 十 sa 十 … 十 Sm 一 > ( 内 ti) SD, 
时 一 = 


ee 《<D) 
51 十 88 十 … 十 51 一 这 (这 ik) SD 
= 几 王 


洋 际 上 , 先 只 涟 虑 者 (22) 中 前 名 列 ,再 取出 它们 的 竟 2 行 , 显然 就 有 : 
> 3 Uik) So 
1T 
根据 级 数 根 加 的 法 划 [19] ,就 有 


re 1 n Fi 
51 十 5 十 :十 Sm 二 全 (2 ir) = lim 他 (ab ED, 
= 了 1 f+* kel 4=1 
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Te 


因为 要 上限 号 下 的 表 达 式 不 大 于 5。 
类 似 的 方法 可 证 (26) 中 第 二 个 不 等 式 。 
由 不 等 式 (26) 推 知 这 两 个 圾 多: 


收 丝 ,而 且 筷 们 的 和 六 5 就 是 
oI, od, 
从 另 一 方面 看 ， 选 出 一 串 曲 条 Ci, 当 mw 足够 大 时 ,和 5 中 所 有 的 项 都 在 
5 十 5 十 十 So 与 851 十 旬 十 十 5 
中 出 现 , 就 是 
属 ; 安 8 十 sy 十 十 s 写 5 十 sg 十 十 SI 
于 是 取 极 限 
S = J 0' 而 月 <r 


根据 <5 与 o"<:S，, 只 可 能 
T 一 『 一 心 ， 
于 是 证 完 。 
对 于 任意 项 二 重 航 数 ,我 们 只 和 时 襄 经 对 收敛 家 数 , 就 是 取 各 项 的 碟 对 值 作成 的 
二 重 极 数 是 


3 ag 

收 做 的 。 

与 [124] 的 理由 类 似 ,可 以 证 明 , 这样 的 航 数 有 和 |: 

S=lim 8§,= DO) wn = 全 wn), (27) 

存在, 并且 这 个 和 不 依 融 于 加 的 方式 ,特别 是 可 以 依 列 或 依 行 相 加 。 

附注 ”很 多 移 对 收 钱 级 数 的 性 质 可 以 推广 到 稳 对 收复 二 重 摇 数 。 重 要 的 如 
[122] 中 的 附注 : 若 一 个 二 重 航 数 每 一 项 的 焰 对 值 不 大 于 一 个 收 伸 二 0 
对 频 项 ; 划 所 给 的 二 重 极 数 息 对 收 北 。 


[2% 中 性 里 2 也 可 以 同样 推广 。 
例 1. 航 数 
3 i 0 


当 4a> 11, 8>>1 肝 ,收敛 ;因为 依 方 韧 相 加 ,就 有 : 
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六 | ( 1 ) 
cs= 习 ( 己 = 人 到 |) 六 ) S00 


其 中 4， 8 各 记 收 钱 航 数 ([122], a>1, p>D: 
= 
站 二， 岛 页 ， 
的 和 。 
2 琢 数 加 
,人 (9 
当 a>2 时 收 敏 , 当 a<2 时 禾 散 ;因为 依 对 角 重 相 加 ,就 有 : 


i 1 1 
S21 


由 此 ， 把 所 有 的 (1 一 ) 都 反 成 避 - 就 沽 小 , 换 成 1 就 加 大 ,于 是 求 得 : 
1 
本 


由 1 1 
[ar Tt 
但 是 般 数 > 2 ， 当 4>2 时 收 分 ， qa<2 时 发 散 , 于 是 证 完 。 
3. 若 a 与 是 正 数 ,而 且 如 一 ac<0; 划 航 数 : 


1 
当 p>1 时 收 北 ， p11 时 发 散 。 
先 设 了 8 二 0。 因 为 ,显然 ; 


(3U) 


42 十 天 3 天， 
于 是 ;用 4, 记 & 与 ¢ 中 较 小 的 数 ，4; 记 a, b,c 中 最 大 的 数 , 就 有 : 
241686<Qt2 十 2btE 十 cf2< 4 -+ k)2, 
由 此 ,我 们 只 质 注 意 2>0 的 情形 ， 由 .上 式 求 得 : 


1 1 < ! < 1 .1 
A i (241)? php 


根据 以 上 的 附注 与 例 1 例 2 注意 因 于 了 与 三 寺 5; 不 俯视 于 1 与 可 以 肯定 这 
表 数 当 p>1 时 收 印 , p 志 1 时 发 散 。 
绸 贡 一 0 用 do。 记 ay ec 与 | 中 最 大 的 数 , 根 据 不 等 式 (W ai)3 十 (V ck)2> 
之 2w ac ik, 推 知 : 
2(b Aac ik< aii+2bik +chki< Ao (s+)?, 
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一 一 


共 中 b+Wac>0), 因为 由 条 件 jb <Mac。 以 下 的 证 明 与 46>0 的 情形 完 你 一样 。 

143， 变 项 级 数 。 一 致 收 仇 季 数 ”由 泰勒 公式 与 麦克 劳 林 公式 作出 的 航 数 ， 
科 的 项 依赖 于 变量 x 。 在 第 二 餐 中 我 人 要 介 程 非常 重要 的 三 角 航 数 , 它们 有 下 面 
H 形 状 : 

> (aneco3s 87 十 DISIn HZ) ， 

其 中 各 项 不 只 依 顿 于 ?” 而 且 也 依赖 于 变量 zx。 

现在 我 们 谈 研 究 , 更 一 般 的 全 早 于 基 独 立 变 量 x 的 变 项 航 数 。 

讽 有 低 [ 歼 的 序列 : 


Wr CE) 9 Ua(T) yy -rs Ma (Ry (31) 
确定 于 区 央 La 站 上 。 若 无穷 航 数 : 
td 人 (ZX 十 oa 人 ( 交 ) 十 于 十 饥 , (人 ) 十 。 (2 


当 z 取 这 区 间 上 任何 箱 时 (cssz<<D 收 做 ,我 们 就 设 ， 尼 在 区 关 [a, b] 上 坡 儿 
显然 , 般 数 (32) 的 前 ”项 和 , 般 数 的 和 与 它 的 余 和 都 是 z 的 画 数 ,我 们 各 训 作 


Sn (XT) 8 人) 97 人 


3 (ZX) =lim Sn (TT), rn CT) =8 (7) ~ sn (XT) (33) 

若 才 数 (32) 在 区 天 [a, bj] 上 收 敏 而 有 和 s (7) ， 就 知道 ， 当 答 乍 任 总 一 个 正 数 

Ee 时， 对 于 在 [to 站 .上 x 的 每 -一 个 值 ， 可 以 找到 这 样 一 个 数 和 N, 使 得 对 于 所 有 的 
nA, 我 们 有 有: 

I |: (34) 

显然 ， 这 个 数 入 依 于 选 出 的 <。 还 要 注意 ,一 般 来 讨 ，, N 也 合 想 于 所 选 出 的 

zZ 的 值 , 就 是 ;, 当 答 乍 s 时, 对 于 在 La, 58] 上 zz 的 不 同 的 值 , 入 可 以 不 同 ， 所 以 我 们 

把 它 记 作 (zx) 。 车 给 定 任 高 一 个 正 数 < 时， 可 以 求 得 这 样 一 个 不 依 下 于 的 数 


| 
”人 例 妇 , 渤 卡 级 数 : 
nn 
ztl (wri)trt+2d) (tt ( 交 于 天 一 起 (2 十 增 ， 


其 中 z 在 区 出 10， oj 上 改变 ,而 & 是 葵 定 的 任何 一 个 正 数 。 
不 难看 出 ,这 个 般 数 可 以 生成 : 


> $ 14. 1 各 禾 理 识 的 和 补 无 知 访 34D 


i 


Ne 外 1 __1i\. (= 1 .)- 人 二 一 一 一 
如 一 况 填 卫 还 小 电 j He wed Wael 7+ 


所 以 


i z . ，、 1 
“i (7) 一 a 3 (X) = liin oh (Ts 0， Li a 
若是 我 们 要 作 得 
1 (36) 
-nn 

只 标 取 
AL 

2 ~ A (Ts (37) 

E 


车 我 们 要 一 个 不 依 精 于 的 数 N, 使 得 对 于 区 并 [0, oj .上 所 有 的 x 的 值 ， 当 
n> 入 时 ,满足 不 等 式 (36) , 划 识 入 = 一 -之 入 (x) 就 成 ,因为 这 时 对 于 区 天 [0, a] 
上 所 有 的 工 的 值 ， 当 ?> 入 时， 满足 不 等 式 (37), 于 是 满足 不 等 式 (306)。 所 以 末 数 
(35) 在 区 间 [0, 四 上 -- 致 收 做。 

大 不 是 任何 一 个 级 数 都 有 一 致 收敛 性 ， 因 为 井 不 是 对 于 任何 一 个 圾 数 可 以 找 
到 一 个 不 依赖 于 2 的 ,不 小 于 在 区 阅 [a， Wj. 上 所 有 的 入 (%)。 

例如 ,在 区 间 0 过 zs1 上 , 考 卡 航 数 : 

zi) 十 22( 人 一 二 + 1) + (33) 
前 项 和 是 : 
sn (7) = 二 GC) 1)， 
就 是 
Ss 
于 是 推 知 [26); 
有 
人 而且 
Ow <1 HN, ri,(7) =5() — 8 (2) 一 一 
当 3$=] 时 , 代 玉 w=1 在 (33) 中 ,得 到 科 数 ; 
1 十 0 十 人 十， 
于 是 对 本 任何 的 ? 
el en SL, 


rn (FT) = S(T) —8n (2) =0, 
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一 一 


所 以 孝 数 (38) 在 整个 区 间 0 大 xz 近 1 上 牙 敏 ,但 在 这 区 闻 上 非 一 致 收 仇 。 实 际 上 , 根 
据 当 0<z<1 时 , rn(7?) = 一 2) 落 要 满足 不 黎 式 (34) | (o) | <s; 须要 

Ti<E 就 是 1ogu< loge， 
于 用 负数 log zx 除 ,得 到 


loge 
logx ” 


所 以 在 这 情形 下 N(x) = 1 不 能 再 小 。 


log 2 
当 4+ 允 近 1 时, logx->0, 图 数 N x) 无 限 上 升 , 于 是 不 能 找到 一 个 N， 使 得 在 
整个 区 间 [0; 1 上 , 当 n>NN 时 ,高 足 不 等 式 (34) 。 由 于 这 个 情形 ,给 然 航 数 (38) 在 
整个 区 寺 L0, 11 上 收敛， 但 是 当 7 帝 近 1 时, 它 收 煞 得 非常 滥 ; 于 是 当 X 与 1 做 近 
时 ,要 求 这 个 般 数 的 和 的 近似 什 , 仍 要 取 较 多 的 项 。 鄙 然 当 x=1 时 ,这 个 航 数 只 和 独 
了 一 项 。 
现在 我 们 氢 述 一 致 收 化 的 另 一 个 定义 ? 它 与 以 上 定义 是 相当 的 。 在 HL25] 中 我 
们 课 过 收复 航 数 的 一 个 必要 和 且 去 分 条 件 。 在 现在 的 情形 下 可 以 这 样 叙 述 ， 在 区 间 
[ao, DJ 上 ,级 数 (32) 收 敏 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 ， 当 任意 痊 定 一 个 正 数 se 时 ， 对 
于 [a 中 上 每 一 个 z 的 值 , 有 这 样 一 个 N 存在 , 使 得 当 > N， 而 ? 为 任何 正 整 数 
时 ， 
[nr1 C2) + unr2 C2) 十 十 tn+p(Z) | 一 so (39) 
当 答 定 。 时 ,这 个 N 也 可 能 依 瑟 于 选 出 的 xz。 车 任 意 答 定 一 个 正 数 e 时 , 对 于 
[a, b] 上 所 用 的 包 ， 有 同一 个 数 存在 ， 使 得 当 ”> X 而 p 为 任何 正 整 数 时 ， 
(39) 成 立 ;就 议 , 般 数 (32) 在 区 间 [a, 中 上 -到 收 伍 。 
须要 证 明 这 个 新 定义 与 以 前 的 定义 和 相关， 就是, 老 在 前 一 个 意义 下 ,一 个 赵 数 
一 致 收 叙 ; 则 在 新 的 意义 下 也 一 致 收 和 化 ,并 且 反 过 来 也 对 。 先 珊 一 个 般 数 在 前 一 个 
套 义 下 一 致 收 和 化 ,就 是 当 ?2> 时 ，| rn(z) | < 其 中 2 可 取 区 间 上 任何 值 , 而 六 不 
依赖 于 z。 显 然 ; 我 们 有 : 
Wns (2) 二 asa(z) 十 十 tsp(z = TCX) 一 rayp(a)， (40) 
于 是 推 知 : 
un (2) 二 nr (2) 十 rntp (2) 1， 
当 w>>N 时 ; 2 十 D>N， 
nti CT) + Wr2 (2) 二 二 tp (2) | < 286 (4.1) 
由 于 :是 任意 选择 的 ,所 以 在 新 的 意义 下 , 这 圾 数 一 臻 收 和 化 。 再 设 一 个 考 数 在 
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狐 的 已 义 下 一 致 收 化 ,就 是 有 一 个 不 依赖 于 ?的 入 存在， 当 %> w, 2 为 任何 正 整 
效 ,Z 取 [lay bj] 下 任何 值 时 ,不 等 式 (39) 成 并 ,注意 

rn(W) 一 MA + ra (LT) + = ea) 十 2r+a(Z) 二 + Un+p (7T) J， 
由 不 等 式 (39) 取 极 限 ,得 到 当 ?#> N 时 ， 

[rn (x) | es 

根据 & 的 任意 性 ,于 是 由 一 数 收敛 的 新 定义 推 凡 前 一 个 定义 ,所 以 两 个 定义 相当 。 

注意 ， 在 一 致 收 伍 的 第 -一 个 定义 (3 和 4) 中 , 我们 利用 了 rn(z) ， 这 等 于 已 烃 补 充 
假定 了 般 数 是 收敛 的 。 在 一 致 收敛 的 第 二 个 定义 中 (39) 本 身 就 包含 了 般 数 收 合 这 
事实 。 

竹 . 一致 收 伍 函 数 序列 ”我 们 以 上 考虑 的 国 数 序列 ; 
S1 (7) 9 82 (T) 1) SC (42) 

是 由 条 数 (32) 确定 的 ， 其 中 s(x) 记 这 报 数 的 前 % 项 和 。 不 过 也 可 以 算 作 序 列 
(42) 是 输 定 的 ,再 由 它们 作出 级 数 , 访 这 航 数 的 前 * 项 和 是 这 序列 的 第 # 项 wm (1) ， 
这 个 裔 数 的 项 显然 就 由 公式 : 

Wi (8) =81 (2) Wa(X) 一 S3(Z) 一 STM 二 Sn) — Sn-1(T)** (43) 
确 秆 。 

序列 (44) 靖 是 比 (43) 简章 ,例如 以 上 了 的 两 个 例 。 

如 此 我 作 扫 [起 国 数 序列 的 政和 伍 与 一 致 收敛 两 个 概念 : 

诉 栓 定 鲍 数 序列 (42) : 

S1 (2), So (XT) Sm 9 


3 (x) = lm s, (x) (44) 


著 当 任意 检察 一 个 正 数 :时 ,有 这 样 一 个 不 依 籽 于 + 的 数 尽 存在 ， 使 得 在 束 
个 区 天 [e, 如. 对 于 所 有 的 n> 入 不等式 
[1s(z) — sn (2) | 一 (45) 
成 立 , 则 序列 (42) 中 做 在 区 间 fey 5] 上 一 臻 收 化 。 条 件 (45) 可 以 用 与 它 相 当 的 条 
件 : 
当 议 与 2> 有 了 时， |sn(zZ) sn (7) | =e (46) 
序列 (42) 一致 收 笋 的 条 件 , 相 当 于 般 数 
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Hr) 2 {447) 
一 致 收 敏 的 条 和 件 ;这 航 数 中 
Ui (TX) = 8 Fr) Ma = ao(T) ST es HM) =8n(r) — Si_1(T) **o 


村 圾 - - 致 收 仇 序 列 时 ， 条 件 


py 本 (45) 与 (46) 相当 ,可 以 像 计 论 无 

Friisn (2) 鹤 航 数 时 ,条 件 (35) 与 (30) 相当 ， 
辣 洋 莲 明 。 

和 _- 狼 收 艇 序列 的 概念 可 以 由 
-一 一 -和 2 几何 解 保 。 若 对 应 于 不 同 的 六 作 
0 10 20 了 1 4.0 本 二 502) 与 sz 的 图形 期 当 序 列 
六 10 一 孜 收 族 时 ,对 于 所 有 在 [wy 丰 上 
i 的 的 入; 条 坐标 界 于 曲 矿 sa (2 


与 s(7) 之 加 的 最 大 敌 段 , 当 rn 一 于 时) 应当 一 0; 着 序列 非 一 致 收 襄 ; 这 个 条 件 就 不 
满足 。 

这 种 情形 ， 对 于 以 上 两 个 不 同 的 例 

Sn CX) es Sn CP) = 2" 
次 十 蓄 
在 所 159 与 160 上 起 示 出 来 忆 。 
在 图 160 中 ，, 栋 限 丽 数 s(x) 的 图 形 是 0X 轴 上 和 线 毁 (0，1) ， 不 包含 点 1 
一 个 孤立 点 (1 1)。 

在 后 一 个 例 中 ， 栋 限 图 数 ( 不 
连 入 。 不 难 作 出 一 个 例 ， 是 一 个 收敛 
序列 ; 术 限 称 数 连续 ;但 是 非 一 致 收 敏 。 

序列 (图 161): 


s, (1) = = (Qixa) (48) 
具有 这 样 的 性 质 。 
显然 , 当 x 于 0 时 ， 
A | 0 
了 十 条 2 7 a ? ys {x0lx 1) 
各 图 


玉 是 当 m>se 时 ?在 边 第 一 个 因子 了 0， 车 二 个 因子 趋 | 趋向 一 就 是 当 X= 二 0 时 ， 


@ 为 使 网 159 与 160 0 比较 请 起， 对 于 区 与 y 用 的 尺度 不 同 。 


$114， 级 数理 座 的 补 到 知识 / 849 


sr ->0。 当 <==0 了 时， 显然, 无 花 % 是 多 少 si(0) =0， 于 是 推 知 ， 对 于 区 阳 [9, a] 
上 上 所 有 的 2 的 全 > 


Rt = LD sn (xX) = 0, ?+0 y: TE Sn {xX} 
其 中 4 是 某 一 个 正 数 。 
这 时 ， 由 于 s(z) =0， 所 以 继 从 05 < 一 > gp 
标 在 曲线 wm(z) 与 stz) 之 并 的 最 大 n=2 
线 投 ,就 是 曲线 ss(z) 的 最 大 楼 坐标 2 
a 于 0 0 10 1.3 PA 

5 (对 应 于 一 所 因为 当 He 加 161. 

一 co 时 它 不 址 同 敌 ,所 以 序列 人 8) 在 区 间 [0，cj 上 不 是 一 致 收 伍 。 实 际 二 , 若 要 使 
| ke 本 Ld 
|” (2) : i) | 二 727 ~€) 

解 % 的 二 次 不 等 式 : 


0 < LI 一 -一 n+ 2n3， 
算 作 上 足够 小 ,就 得 到 须要 
、 -1 /TA 
n> sit+tVl~4e TsN(X), 

当 x->0 时 ,这 个 图 数 N (2) 无 限 上 和 开 , 于 是 不 能 是 一 臻 收 伍 序列 。 

最 后 , 我 们 指出 , 由 图 160 与 161 可 以 说 有明, 序列 x 在 区 间 10,9j 上 一 致 收 伍 ， 
其 中 4 是 任何 一 个 正 数 <1; 而 且 序列 二 -5 在 区 间 [4, 4] 上 -一致 束 粮 ， 其 中 
0<9<a; 这 不 难 由 宦 接 计算 证 明 。 

145， 一 致 收 航 序 列 的 性 质 1， 在 区 间 [ex 本 ;一 致 收 全 速生 枫 数 序列 的 
樟 限 陋 数 也 是 过 粮 的 。 谤 答 定 为 数 序列 

S51 (7) ? 82 (XT) 0 8,,(X), ““"y 
其 中 所 有 的 多数 s, (7) 在 区 了 间 [a, 四 上 连续 共 敲 
SIT) =lim Ss (2) 

是 这 序列 的 极限 丽 数 。 我 们 须要 证 明 , 欠 定 无 获 多 么 小 的 一 个 正 数 。 时 ,可 以 求 出 
这 样 一 个 数 5, 使 得 [39] 当 | 有 | <5 时 ， 

Is (x +h) 一 S(Z) | <=e, (49) 
其 中 工 与 Z+j 者 在 区 骨 Le， 中 于。 当 取 任何 值 时 ， 我 们 可 以 写成 : 

|s(x+h) —s(2)|=!I[s (r+) —sn Cr+) ] + [ss (r+h) 一 (2) ] + sn (2) 一 
一 SCZ) | | <|s (x+h) 一 Sn( 守 十 妈 ) | 于 18 Cr) — 3n (7) | 二 [sn (T+ bh) — Sp CX) | 
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根据 一 琉 收 伍 的 定义 ;我 们 选 出 足够 大 的 %, 使 得 


sz+h) —sn (+) | < js (7) ~—sn(T) | < 


选 定 这 样 的 wn 后 ,再 根据 画 数 w (7) 的 迷 续 性 , [35] 我 们 可 以 求 出 这 样 一 个 数 
;， 使 得 当 [| <5 时 ， 
[sn (2 +h) —s, (x) | < 本 


回合 这 些 不 等 式 ,就 得 到 不 等 式 (49)。 

十 网 | 数 序 列 收 敛 , 但 非 一 致 收 伊 ; 则 极限 区 数 可 能 不 连 米 ,例如 在 区 朝 [0,1] 上 
的 序列 xn。 

非 一 致 收 仇 序 列 的 极限 国 数 也 可 能 是 速 续 的 ,例如 序列 ; 


nx 
工 十 ?7203 “ 


2. 车 在 区 肥 [o, 世上 的 速生 加 数 应 列 
S1 (7) 39( 纪 ) 9 Sn(A) 
| Sn (Tt) qz- S(XZ)]CRYX， (DO) 
lim | sn (XT) dz = | lm s (7) dxo (31.) 
若 积 分 限 是 变量 ， 例 如 8 一 z, 则 的 数 序列 
| sn(t)at (n=1,2,3,...) : | (52) 
在 区 并 [Cas 切 上 也 -到 收 敏 (这 种 步 台 中 做 在 积分 号 下 取 杖 限 )。 
先 要 注意 ,根据 性 质 1， 极限 画 数 s(z) 也 如 和 续 。 现 在 考虑 差 : 
上 § (4%) dr— lL sn (X) dr = FE [8 (2) — sn (4) Jdx, 


根据 一 致 收 化 性 , 答 定 8 时 ,我 们 就 可 以 求 出 这 样 一 个 数 “使 得 在 区 了 间 (a,b) 
上 对 于 所 有 的 2>N 我 从 月 : 
s(t) — sn (7X) | =<, 


所 以 [96] (01): 
| | [3 (2) —s, (x) Jax 


<| sa -mldaz< | ede=e(p—) <elb—a), 
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于 是 ,对 于 任何 一 个 在 (ay b) 上 的 区 间 (a, 8) ; 当 n>N 时 ,就 有 : 
| s (X) Ax— | S (二 人 人 


这 不 等 式 右 边 不 依赖 于 a 与 6, 而 且 当 ->0 时 , 它 趋 向 守 。 根 据 8 的 任意 性 , 我 们 
可 以 写 上 出 下 面 的 烙 果 : :任意 答 y 

定 一 个 正 数 51 时, 有 这 样 一 个 不 

俯 环 于 a 与 8 的 NN 存在 , 使 得 当 A 

n>N 时 ， 


fs az 一 上 | Sn (fF) Ax en 


由 此 下 接 推 出 公式 (0) 。 访 
8 二 x 注意 放 不 依 籽 于 PB, 我 们 看 10 
出 , 序列 462) 在 [4&，91 .上 一 致 收 
效 。 

对 于 非 一 致 收 合 序列， 这 个 
定理 可 能 人 不对。 例如 , 识 


<E(b—a), 


yxe70 eg, (2) 


sa) =nre-m (Ovel) of 70 pd 
(图 162)。 分 zx>0 与 2=0 两 种 162 
情形 ,不 难 证 朋 , 对 于 区 邮 [0, 1] 下 任何 的 4) 当 %->oo 时 ， 
sn (2) —0,， 
了 


所 以 这 时 s (7) =0, 这 个 序列 大 是 一 致 收 敏 的， 因为 当 可 时 ， 丰 凑 Y= Sn (2) 
有 最 大 的 多 坐标 ， 这 个 炊 坐 标 也 就 是 最 大 的 差 sn(X) 一 s (2) ， 当 ”>co 时 ,无限 上 
升 。 

为 一 上 方面, 我们 有 


| a ] :| 工 _ 1 1 
| wa- 中 MWe" i i ee 


可 是 
| s (XZ)}dz=0, 
D 
3， 和 车 融 数 序列 : 
81 (2) 9 S29 (XT) ery Sn (TX) yy 
在 区 间 La, b] 卡 ) 每 项 有 过 入 导数 : 


Si CX) 89 (2) yy S(T) 
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宦 且 序列 六 (0) 一 玫 收 化 ,而 有 要 限 o(); 序列 吕 (0) 收 放 ,而 有 要 限 2(c); 则 snl 
了 世 一 臻 收 纹 ， 虽 县 gx |] 亲 轧 


Go (7) -0 (53) 


ne oa hn s, (x) 
0 n( 


cad TT 
a dx 


(24) 


这 个 步 腾 趾 做 在 导数 曙 下 取 述 跟 。 
设 & 是 区 间 [a, 世上 任何 一 个 第 数 , 2 在 区 间 La， b] 上 改变 ,根据 性 质 2， 就 有 


lj ffz i 
a | s (a)dz=| a (x) dz 
Li 上 


人 Sr (N(R 
所 以 
s(x) 一 Su) = 上 | sr 


到 这 等 式 两 边 的 导数 ,应 用 定 积分 的 性 质 (性 质 VII) [95] ,就 有 : 
ds(x) _ 
5 rzZ) ， 


于 是 得 证 。 剩 下 还 要 证 序列 s%(z) 一 私 收 全 。 我 们 有 : 
s1, (7) =sn (0) + wa。 


序列 sn (a) 收敛 而 与 了 无 关 。 根据 性 质 2 序列 | s (z)az 一 私 收 化。 由 此 推 


知 sn 7) -- 致 收 仇 ， 因为 由 一 致 收 化 的 定义 , 直接 推出 ， 两 个 一 致 收 全 序列 逐 项 彬 
加 仍 是 一 致 收敛 序列 。 井 且 任何 收敛 序列 , 若是 它 的 项 与 x 无 关 , 例如 s (aq) ， 适 
合 一 驴 收 敏 序列 的 定义 。 

还 要 提出 ,我 们 证 明 5, (x) 在 整个 区 并 La, bj 上 一 致 收敛 时 ， 只 用 到 s, (2) 的 一 
汶 收 伍 性 与 sn (9) 的 收 向 性 ,所 以 令 述 这 个 性 质 时 ， 只 要 mm ez) 在 基 一 个 点 2=& 收 
伍 就 是 够 了 ,由 此 ， 如 以 上 所 证 ,就 可 以 推出 sz) 在 整个 区 地 [ee 刀 上 的 一 致 收 禾 
To 

146 .一致 收 襄 炎 数 的 性 质 ”在 上 一 般 的 三 个 定理 中 ， 如 果 我 们 把 s (2z) 考虑 
作 粉 定 的 般 数 : 


3 
加 


8 1 ， 般 数 理 训 的 补 万 知 浴 Ci) 


ty CG) 十 HatT) + 二 (7) 十 
的 前 部 项 和 ,把 stz) 考虑 作 这 个 般 数 的 和 ;就 直接 得 到 ; 对 于 变 项 壬 数 的 ， 类似 的 
定理 。 

2 (2 十 Ha(Z) + + (55) 
的 天 时 区 间 [os 约束 和 要 数 ， 而 有 这 角 数 -到 履 铸 ; 则 次 和 (2) 也 有 区 
We ee 的 任何 天 个 区 < 生 有 之 间 丈 项 积分 , 就 中 


肢 3 vy (mw) dr = >3 | Wn (TX) Ca (86) 
车 积 分 限 是 变 最 ,例如 B86 二 x， 则 由 逐 项 积分 得 到 的 极 数 : 


HT A) OL + to (Tt) art + 上 | dU TIAL (B87) 
a i 注 民 


3 A .多 作风 [2x 电 汪汪 摘 攻 交 的 ， 
z (7) 十 地 (XY) 十 直人 十 
0 
yun 
到 Wi i (39 
由 [149] 中 定理 就 推出 这 些 定理 , 只 要 注意 ,这 些 定理 中 所 述 的 性 质 ,对 于 有 限 
项 和 ， 和 都 成 记 。 例如 ,着 般 数 的 项 Wn《(X) 是 的 项 如 (2 是 连续 男 数 , 则 对 于 任何 的 ， ny 国政 


Sn) = Hi (部 ) + Wo(R) + (7) 
圳 和 续 。 
147 .一致 收 语 的 判别 法 “我们 讲 几 个 一 致 收效 的 充分 条 件 。 确 定 于 区 间 
[a, 站 上 的 医 数 笋 数 : 
ee 2 C7) 十 2 人 (十 十 于 (十 
在 [a, 站 上 -- 致 收 伊 ,只 须 满 足下 面 两 个 条 件 中 的 一 个 。 
(A) 可 以 求 出 这 样 一 个 正 的 常数 的 序列 


er NM,, 0 dn 
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使 得 在 区 间 Lay b] 上 
| C2) | 魏 弄 w， (59) 
而 且 报 数 
MI 十 了 9 十 … 十 天 十 (60) 


收 化 ( 锥 尔 揭 特 拉 斯 判别 法 ) 。 
(B) 区 数 un(z) 可 以 配 成 这 样 的 形状 : 
Wn CT) 二 Got 人) ， (61) 
其 由 oo om 必 虹 江 数 ,而 且 极 数 
十 3 十 十 人 二 (02) 
多 二 2 se， 


VR) ho 人 人) 区 (和 志 人 (03) 
( 亚 员 和 尔 刊 别 法 ?。 
证 明 (4) 因为 敏 数 (60) 收 笋 , 划 当 输 定 。 时 ， 可 以 求 出 这 样 一 个 教 N， 使 得 
对 于 所 有 的 ?> N 以 及 所 有 的 Dpy， 我 们 有 L129.: 
Murit Matat + Min =e 
根据 不 等 式 (59) ,于 是 
12 十 十 (| EM Mp < 
由 此 推出 [143] 般 数 (355) 的 一 致 收敛 性 。 
证 明 (B) 识 
0p 一 Oil 十 0ni3 十 十 Bi (P=1, 2 pe) 
此 和 直接 推出 : 
Hp 一 01， n+ 一 0 一 ON-L (E>1), 
配 出 喜 达 式 
Wn41 CT) 十 ina 十 十 Wap = 
=antritnti(T) + anratn +2 (7) 十 … Tanrpvntrp (Ts 
用 中 表示 其 中 的 ansx， 再 集中 有 共同 的 号 的 项 ,得 到 : 
AniVn+t TP) Tani nr2 tt) 二 + nrptntp (F) 一 
=0 Vn (Kt) 十 (02 ~ 0) Vira (tT) Ft (0 0 1) trp (t) = 
人 


注意 ; 依 条 件 ， 744p (7) 与 所 有 的 差 Cnrp-i(2) 一 2oik(z) 都 不 是 负 的 ， 我 们 可 
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以 写成 : 
[nr CP) + tp (2) | < 
<|al | [Vn 2) — Vn (2) | 二 二 |op_il [Vn+yp-1 (2) — Vntyp (2) ] 十 
+ |opl n+p CT) 
把 径 对 值 |joi {, les|, ……， |cp| 中 了 最 大 的 记 作 or 就 有 : 
nD) 二 rp (7) | 
< 和 0 人 Eonri(Z) 一 加 +2(2)] 十 十 [yntp-1i(2) ~— tnsp (2) ] + vn+p (T+ 
相 认 就 得 刘 : 
as1(Z) 十 十 sn(Z | on CX) 。 (64) 
由 吃 的 定义 与 级 数 (62) 的 收 和 化 性 推 知 ， 对 于 任意 答 趾 的 一 个 正 数 :， 有 这 样 
一 个 数 入 存在 ,使 得 当 n>>N 而 为 任何 什 时 ,我 们 有 有: 


上 


ox | = MY ， 


于 是 


o' < 过 
MM 


再 注意 条 件 0 志 vn4p (2) 万 戏 , 阐 据 (64 得 到 , 当 n>NN 而 p 为 任何 数 时 ， 
1 Un+1 (7) 十 十 n+tp (7) | ~ Eo 
因为 这 个 NN 不 依赖 于 x， 于 是 推出 ), 般 数 (55) 在 区 间 [a， 上 一 救 收 盒 。 
例 


1 般 数 | 
2 (65) 
在 任何 区 闻 上 一 致 收 伍 , 因为 对 于 zx 的 任何 值 ; 我们 庆 ， 
cosnr| .1 | sinnx| .1 
nm? | 


而 且 当 p>1 时 , 才 数 2-- 收 做 [122] ( 稚 尔 史 特 拉 斯 钊 别 法 )。 

2， 落 航 教 六 on 收 笋 , 划 航 数 
人 (66) 
在 区 间 (0 和 xz 和 7 上 一 臻 收 化 ，! 为 任何 正 数 ;因为 识 


1 
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EL 


天 满足 亚 具 尔 和 折 别 法 古 有 的 条 件 ， 
1435， 关 级 数 ， 收 王 伴 年” 以 下 计 衣 的 关于 变 项 航 数 的 定理 ， 应 用 时 , 最 重 
的 例 就 是 罕 航 数 ; 也 就 是 下 面 这 柱 的 航 数 : 


9 十 的 8 十 Gd2 十 十 Qi 十 《07) 
这 样 的 级 数 ， 我们 在 午 散 去 死 劳 林 般 数 时 已 远 遇 到 过 了 。 仔 硼 研究 这 种 役 数 的 性 
拨 归 于 复 变 丙 数 苍 中 ,所 以 现在 我 们 只 叙述 它 的 最 基本 的 性 质 
硬 员 尔 第 一 定 更 车 军 极 数 (67) 当 = 时 收敛 , 则 当 式 取 满足 不 等 式 
| (03) 


的 任何 俩 时 ， 它 赵 对 收 姓 。 
反之 , 若 当 4 二 时 它 发 散 ; 央 当 zx 取 满 足 不 等 式 : 
[zl>| 引 =7 (69) 
先 设 航 数 
a hn i 
收 和 化 ,这 时 这 收 化 航 数 的 一 般 项 应 当 趋 向 雪 , 就 是 
当 4>eco 了 时 ， an ->g9， 
所 以 可 以 求 出 这 样 一 个 常数 ,使 得 对 于 任何 的 我 们 有 : 
ant | 安 玛 。 


现在 杂 x 取 满 足 条 件 (63) 的 任何 值 , 井 二 


0 一 Bn 
显然 我 们 有 : 
| .zn | = | ant" = |ant" | Eh <Mar", 


就 是 ,对 于 所 者 目的 ?3 的 值 ,; 秘 数 (5) 的 一 般 项 的 稳 对 值 不 大 于 一 个 无 穷 下 恬 等 比 
航 数 的 对 应 项 ;所 以 般 数 (67) 赵 对 收 合 [184]。 

这 定理 的 第 二 部 分 很 有 明显 ， 因 为 假 谱 般 数 (67) 当 z 取 基 一 满足 条 件 (69) 的 值 
时 收 笋 , 则 使 以 上 的 证 明 , 当 x= 时 , 由 于 | 引 < 12z1; 它 也 应 当 收 敛 ; 这 与 所 葵 的 
条 件 相 并 背 。 

系 ”有 完全 确定 的 一 个 数 卫 存在 , 时 做 级 数 67 的 收 绍 竺 径 , 写 具 有 下 列 的 
性 质 : 
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有 时 可 能 五 =0) 这 时 航 数 (67) , 当 x 取 0 以 外 任何 储 时 , 叙 散 ;也 有 时 有 B= co) 
这 时 般 数 (67) , 当 z 取 任 何 值 时 , 收 钱 ， 

除去 第 一 个 情形 外 , 就 是 车 有 2 二 0 的 值 存在 ;使 得 般 数 (67) 收 铬 ,考虑 这 样 一 
个 正 值 =#，, 设 这 时 般 数 (67) 收 敏 。 若 我 们 把 三 这 个 数 潮 境 ， 则 只 有 两 种 可 能 情 
形 : 或 者 当 : 泡 限 增 加 时 , X=: 使 得 级 数 (67) 总 保持 收 和 化, 这 时 显然 = > 。 或 者 
有 一 个 常数 4 存在 , 它 具 有 这 样 的 性 质 , 当 :保持 小 于 4 逼近 于 4 时, 般 数 (67) 总 
故 伍 ,而 当 大 于 4 时 , 航 数 发 散 。 

这 个 数 4 的 存在 ,由 几何 解释 ,是 很 明显 的 ;因为 根据 量具 尔 第 一 定理 , 若 当 # 
是 某 一 个 值 时 , 般 数 发 散 , 则 洒 皇 取 大 于 这 个 值 的 值 时 , 它 也 发 散 。 这 个 数 4 存在 
的 产 格 证 明 可 以 根据 无 型 数理 论 导 出 。 显然 这 个 铬 4 就 是 般 数 (07) 的 收 化合 径 。 

为 要 证 明 R 的 存在 , 把 所 有 的 实数 按 下 壕 方法 分 为 两 组 : 第 一 组 包含 所 有 的 
揽 数 , 逢 ,与 一 部 分 正 数 多 对 于 这 些 5 当 |zl = 时 ,级 数 (67) 收 敏 ; 第 二 组 包含 
所 有 其 余 的 实数 。 根据 亚 具 尔 第 一 定理 , 第 一 钥 中 任何 一 个 数 小 于 第 二 和 组 中 任何 
一 个 数 ， 如 此 我 们 作成 一 个 实数 域 的 分 划 , 所 以 或 者 第 一 组 有 一 个 最 大 的 数 , 或 者 
常 二 组 有 一 个 最 小 的 数 [49]。 不 难看 出 , 这 个 数 就 是 这 条 数 的 收 敛 牛 笃 。 车 是 所 
有 的 数 都 在 第 一 和 组 ,就 要 算 作 R= cc。 

149. 亚 由 尔 第 二 定理 车 圾 数 (67) 的 收敛 生得 是 而 [a; 轨 虹 区 半 (二 

— RR<a<b<+hh, 
则 汶 极 数 ,在 区 并 [e, -不 但 攀 对 收 敌 , 而 且 一 致 收 伍 。 
往 旺 ,种 先 我 们 算 作 中 =1， 这 井 不 失去 普 还 性, 因为 我 介 可 以 依 公 式 
Tet 
把 > 换 成 新 的 目 变 量 和 于 是 级 数 (67) 换 成 工 的 震级 数 ， 而 区 闻 (一 BR, RR) 换 成 
(ely ls 

设 五 =1, 则 依 收 伊 侍 和 保 的 定义 ， 对 于 任何 的 += 只 要 1 <1， 级 数 (67) 移 

对 收敛 。 现 在 考 不 在 (一 瑟 , BF) 内 的 任何 区 闻 [4, 51, 这 时 
—1]:<ae<b<1, 

在 (一 1, 1) 内 ,任意 和 园 出 一 个 数 :, 只 要 它 的 绝对 值 大 于 |a| 与 1b|。 于 是 对 于 

区 于 [e, 站 上 的 任何 <， 我 们 有 : 
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je | < |antr|, 
因为 级 数 
00 十 tt 十 ag 十 十 Qn 十 
移 对 收 敏 , 而 且 它 的 项 不 低 顿 于 x i 极 数 (67) 在 区 
地 La, bj 上 一 致 收 敏 ， 
再 敲 航 数 (67) 当 z=1 时 收敛 ,就 是 航 数 
oF 二 dt 二 Gn 十， 
收 合 。 议 
Dan 一 2 
器 可 以 应 用 弄 员 尔 币 别 法 , 于 是 证 明 , 艇 数 (67) 在 整个 区 天 [a, 切 上 一 致 收 伍 , 其 
中 & 是 任何 数 > 一 |。 
z 多 于 z= 一 1 时 般 数 (67) 收 敛 的 情形 ,可 以 用 (一 z) 替 代 zx, 然后 像 上 面 一 样 记 
明 ，。 . 
用 f(z) 裔 航 数 (人 67) 的 和 。 自然 只 是 当 z 的 逢 使 级 数 收 化 时 它 寺 存在 。 设 五 
是 这 镑 数 的 收 伍 御 径 , 注意 当 
—-hE<a<b<hR C0) 

时 ,这 般 数 在 区 间 [a, 妇 上 一 致 收敛 ,由 [146] 性 质 1 可 以 肯定 , 在 任何 所 说 的 区 间 
[a, 5] 上; 才 数 和 7(z) 是 束 续 出 数 。 换 句 话说 ,就 是 Atz) 在 区 间 (一 RB) 内 过 
秆 。 下 一 段 中 我 们 说 明 , 汶 个 丽 数 在 区 并 (一,，R) 内 有 任何 阶 导 数 。 落 级 数 (67) 
当 2z= 吾 时 收 合 , 则 根据 以 上 的 证 明 , 它 在 任何 区 间 [a, B] 上 一 致 收 化, 其 中 a> 
> 一 Ek， 于 是 f(z) 在 这 区 间 上 是 过 和 续 本 数 ; 了 (RE) 是 当 z 目 左 趋向 站 时 
f(z) 的 极限 [39]: 

f (B) a FR) (?1) 


至 于 7z 一 一 下 时 航 数 收 伍 的 情形 ,有 类 似 的 精 果 。 
以 前 我 们 知道 ,牛顿 二 项 式 展 开 式 [t3f] : 


mn (mm — 1) 
21 


的 收 做 竺 笃 且 =1, 在 某 些 情形 下 ， 当 “= 士 1 时 收 钊 。 根 据 以 上 所 壕 , 可 以 肯定 ， 
若 当 z=- 工 时 芝 级 数 收 伍 , 则 这 时 它 的 和 等 于 
lim (十 2)” 一 27。 
r+1— 人 0 
100， 覆 级 数 的 微分 法 与 积分 法 “” 设 和 级 数 
40 于 好 了 十 GoX2 十 as Bl ds EL (72) 


(1 +) "=1+ + 22 十 ,…， 
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的 收 仇 牛 径 是 卫 。 由 0 到 x 逐 项 积分 或 逐 项 微分 ,我 们 得 到 另外 两 个 知 航 数 : 


aoz 十 -村 0 (73) 


Qj 十 20o7 十 3C3223 十 十 HG 十 …o (74) 
以 下 我 们 诅 明 这 两 个 瑶 数 的 收 人 第 守 径 也 是 R。 为 此 ,我 们 要 证 , 当 ix| < 五 时 ， 
它们 收敛 ，|x| > 五 时 发散。 
由 圭一 段 所 这, 般 数 人 2 在 任何 区 间 ( 一 严 ， 丫 ) 上 一 致 收 伍 ,其 中 0<Bi<E， 
再 根据 [146j 性质 2, 在 这 区 和 间 上 它 可 以 逐 项 由 0 到 7 求 积 分 ; 就 是 ， 可 以 肯 算 ， 
和 级 数 (73) 当 1z| < 瑟 时 收 伍 而 且 这 时 级 数 (73) 的 和 等 于 


| far, 


其 中 了 (2) 是 般 数 (72) 的 和 。 再 证 当 |z| <R 时 般 数 (74) 收 全 ,在 区 并 (一 天 忆 ) 内 
取出 x 后 ,再 选 定 :使 得 


lIzi <£E<BR (75) 
和 并 设 
,2 
把 袖 数 (74) 的 项 配 成 : 
| 及 | = | na,t" 二 二 
由 上 面 推 知 


诺 用 还 戎 倍 尔 刊 别 法 于 航 数 >ng"…!, 不 难 证 明 , 当 0<g<1 了 时 , 它 收 做 ;于 是 
推 知 [119]: 


| na rn] | oagn-1 二 | CE 
等 


当 ?>coe 时 ，ng"-1->0， (10) 
] 
Me 
于 是 对 于 任何 足够 大 的 2: 
| acnz7L| < |antn|, 
但 是 根据 (75) 级 数 as" 绥 对 收 仇 ， 所 以 级 数 (74) 当 |z| < 已 时 绥 对 收 伍 。 于 是 
当 |z| <R 时 , 两 个 航 数 (73) 与 (1 都 收 铸 ,就 是 , 对 瑚 航 数 笑 项 微分 或 逐 项 求 积 
分 时 , 收敛 生 径 不 减 小 。 辣 时 由 此 可 以 表 接 推出 它 也 不 刘 增 大 。 实 际 上 ,例如 , 假 
裔 般 数 (73) 的 收敛 咎 笃 是 B', 村 有 >>B, 则 对 般 数 (73) 逐 项 微分 时 ， 得 到 级 数 
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(72) 由 以 上 所 述 , 它 的 疏 敛 生 笃 不 小 于 BR'， 可 是 它 等 于 £) 而 且 <B。 于 是 航 
数 (73) 与 (74) 的 收 伍 牛 径 就 是 级 数 (72) ple R。 再 求 级 数 (74) 的 导数 根 
所 以 上 语 明 ;得 到 航 数 
2as + 32a97 二 43ar2+ .+n 1)arn 2 十， 

它 的 斩 敛 后 笃 也 是 R, 依 此 可 以 类 推 。 所 有 这 些 党 条 数 , 在 任何 区 间 [Lae, 站 上 ， 都 
一 致 收 合 ,其 中 a,b 要 满足 (70) ; 当 重复 泛 项 积分 时 也 一 样 。 回 忆 [146] 性 贰 2 与 
3, 可 以 写成 下 面 的 糖果 : 

收 钱 个 得 等 于 的 基 极 数 

do 二 Ati ar? 二 :+anrt C77) 

这 个 般 数 可 以 乏 项 微分 或 深 项 积分 任何 多 次 ; 只 肚 z 在 区 间 (二 By RR) 内 ; 并 
且 这 样 作 时 ,所 得 到 的 寡 般 数 有 相同 的 收缴 竺 径 。 这 些 航 数 的 和 等 于 航 数 0) 的 
和 的 相应 的 导数 与 可 分 。 


fz) = Un 十 Qi 十 QaT2 十 … a 十 "yy 


我 们 得 到 : 
六 (ED 一 0 十 20o7T 十 30372 十 十 NG i+, 
fT) 一 209 十 Ga 十 .十 玫 ( 人 一 卫 ) r+ 
Fn (x) 一 从 1Q， 十 (六 + 1)n.， ‘0 de 


由 此 推 知 , 当 YX 一 0 时 
ee rp 0) (人 (ny (1 
ao=f.0), ai 一 a Le 》 m1 "gy 


代 大 到 (77) 中 ,得 到 |; 


,0) 7 22f"0) ， zf0) (0) 
Tr Se -了 人 


就 是 笑 级 数 与 其 和 的 老 殉 劳 林 展开 式 全 同 。 
以 上 的 定理 不 难 洪 广 到 下 面 这 种 的 震级 数 : 
aot ar(z—0) + ato) tr) "+ (79) 
这 时 差 (z 一 @) 占有 以 前 + 的 地 位 。 航 数 (78) 的 收 笋 中 径 环 由 以 下 的 条 件 确 
定 : 当 1z 一 ax| < 瑟 时 ), 般 数 收 伍 , 当 jz 一 a| > 尽 时 ,发 散 。 若 用 /Go) 认 才 数 (79) 在 
区 间 


4 (一 十) ， 


“<x—a<=h (80) 


8 f4， 级 数理 葵 的 补充 知 高 


上 的 和 划 得 到 杀 数 w 的 表达 陈 : 
fm) po ds 


= (9), ai=- i n | 
就 是 ,在 区 间 (S0) 上 , 圾 数 (79) 与 共和 的 泰勒 展开 式 全 辐 。 
在 第 三 胞 中 讨论 复 变 届 数 理论 时 我们 还 要 仔 宴 京 痛 级 数 的 理 府 、 
作为 一 个 属 题 ， De log ( 工 二 2) ,are te xr, are snz 的 号 开 式 ， 
注意 


7 dz 7 a7 rr ar 
loc (1+4+7 | ATC (gz=| Pasir aresinz= | = 
8 ) 1 二 2 上 0 工 十 23“ A 


症 计 座 得 到 的 改 开 式 适用 的 沁 转 。 


第 五 章 ”多 元 男 数 


8$ 15， 图 数 的 导数 与 微分 


151. 基本 和 概念 ”在 第 二 章 第 五 节 中 ,我 们 讲 过 二 元 夯 数 的 基本 概 
念 。 现 在 我 们 讨 多 元 夯 数 ,并 且 更 精确 的 建立 标 限 概念 。 

我 们 算 作 , 栈 数 了 (zx, Vy) ,或 是 确定 于 整个 平面 上 , 或 是 确定 于 它 的 
划一 个 区 域 上 。 如 此 对 应 于 这 区 域 上 任何 一 个 点 (2 0) ， 醒 数 太 cC， 9 
有 确定 的 值 。 若 只 考虑 一 个 区 域 的 内 点 , 虽 这 个 区 域 时 做 开 的 。 若是 
把 它 的 边界 也 算 进 去 , 旭 这 区 域 时 做 闭 的 。 

类 似 的 , 在 空间 中 可 以 引进 直角 坐标 系 OX ,O07 , 0Z ， 于 是 空间 
一 个 点 型 对 应 的 有 一 租 三 个 数 的 坐标 (%，9, 2)。 而 数 f 了 (wy,?) 可 以 
算 作 确 定 于 整个 空间 , 或 是 空 阅 的 茶 一 个 开 或 团 的 区 域 上 。 在 最 简单 
的 情形 下 ,一 个 区 域 以 几 个 复 面 为 办 。 例 如 ,不 等 式 : 

QGP, 0 Se， OZ 
硝 定 一 个 了 闭 乓 方 体 , 它 的 边 华 行 于 坐标 轴 。 不 等 式 : 

Mi Yb 0 
确定 一 个 开发 方 体 。 不 等 式 : 

(Tw) 0) lt 
确定 一 个 阴 球 , 以 (4,5, 0) 为 球 心 ， 以 7 为 生 径 。 若 去 掉 = 号 , 只 保留 
“号, 吏 得 到 一 个 开 球 。 二 元 画 数 的 榴 限 与 如 秆 性 的 构 念 ,都 像 [67] 中 
对 于 汪 元 曾 数 一 样 来 确定 。 

至 于 多 元 图 数 fw zt) [mM 定量 季 失去 几何 突 湖 的 明显 
性 , 但 是 平常 仍 保留 几何 的 名 辞 。 双 个 数 的 数列 (ci zs，…， ww) 时 做 

(362) 
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点 。 全 部 点 组 成 的 集合 作成 7 杂 空 间 。 这 个 襟 间 的 区 域 由 不 等 式 确 
定 。 例 如 :不 等 式 : 
C1 ， Cs< Ta ds, "yy CD, 


确定 一 个 即 纵 长方体 ,或 者 向 % 维 区 间 。 不 等 式 ; 
(ZK 一 GD” 


确定 一 个 % 弘 球 。 所 谓 点 (ci， Qs，,…, &,) 的 近 修 (或 邻 域 ) , 是 指 这 个 
不 等 式 , 当 选 定 了 时 ,所 确定 的 点 集合 ;或 是 指 不 等 式 | 一 abl 二 Pp 确定 
的 点 集合 ,其 中 p 是 一 个 正 数 。 

裔 一 个 豆 数 确定 于 点 (41 gs， an) 以 及 它 的 近 傍 ,我 们 襄 , 当 点 
六 (zi, ws， 0) 趋向 点 Mokaty Qs 84n) 有 时， (wi ， V3，-…， wn) 趋向 
标 限 4， 写 刻 : 


lim (ys 化 3 7 一 4 或 lim (ms oy """y x ) ds 
He 有 


是 指 , 当 任 苇 娘 定 一 个 正 数 & 时 ,有 这 样 一 个 数 7 在 在 ;使 得 当 
[ox— gx| < = 2 时， 4 一 fei TCs，，… ,Tn) | 二 5， 这 里 算 
作品 六 (B81; Way Tj) 不 与 友 谎 0(Q41 da pp， 4) 重合 。 (Wi Op 
zx) 在 点 型 o(ci，cs， ……，a) 的 违 线性 由 等 式 ': 


lim flew, Vay “9 T, ) = f(a, Wo, "a Ln) 


i 


确定 。 
[67] 中 所 述 玫 区 域 上 束 和 炉 画 数 的 和 性质, 在 现在 的 情形 下 也 是 对 的 。 
像 一 元 画 数 的 情形 一 样 [34], 溃 午 丽 数 的 和 , 积 与 商 仍 是 连 入 画 
数 。 只 有 在 商 肘 情形 ,须要 ,在 点 (Q1， cs，…，an) ， 分母 不 等 于 雾 。 
15%s. 关于 极限 的 取 法 ”现在 我 们 更 精 初 的 来 讨论 二 元 羡 数 的 极限 构 仿 。 车 
极限 
lim f (x,y)=4 (1) 


在 在 ,就 鹏 是 全 面 的 栋 限 存在 。 这 时 我 们 知道 [6 门 , 当 点 异 (z) 4) 履 任 们 方式 趋向 
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Mo lt hb), f(z, 雪 ee 半 , 竺 砷 是 ， 
nn fv b)=4, a f lay y)= 《2) 


在 第 -一 种 情形 下 ， 开 (zy 内 ) ) 治平 了 于 OX 策 的 直 熏 时 向 No (le,， 所 在 第 二 种 情形 
下 ， 浓 平行 于 07 一 约 区 钱 。 注意 由 权限 (2 ) 的 存在 而 且 相 等 , 不 能 推出 极限 


(1 ) 的 存在 。 例 如 : 考 谋 隐 数 放 (z, = 二 二 5-， 设 4=0, b=0, 我 们 有 : 


, . ; 和 Ts 
Da ffir, OU) un er er a 0 =0， Dn 0 =0, 


出 注 时 杷 限 (1 ) 不 存在 。 实际 EE， 汉人 X=tg a， 可 以 把 这 图 数 写成: 


te a 
Ur a 一 SIn a Os a, (3) 


若 己 型 (zy) 沿 过 原点 与 0X 轴 作 成 角 mm 的 站 嫉 趋 向 0 0, 人 0 ,期 由 表达 式 (3 )， 
YY) 保持 是 个 常数, 依赖 于 所 选择 的 ao; 由 此 推 知 ,在 这 个 例 中 ,被 了 卢 (1 ) 不 在 
在 。 注 意 , 公 式 (3 ) 考 达 的 贺 数 在 点 31o(0，0) 不 确定 。 
除 宜 限 取 法 (1 ) 外 ,还 可 以 少 忠 一 次 极限 , 对 应 于 先 依 了 反 极 限 , 读 y 保 持 -~ 
个 不 是 5 的 向 数 , 再 依 y 取 极限 ;或 是 次 序 题 倒 过 来 : 
im [lim f(z, 巷 ] 或 Ln Cs (4:) 


Trl [FE 


有 时 这 两 个 二 次 极限 存在 ,但 不 相等 。 例 如 画 数 : 


-| 1 了 
(全 Cnn he 


22 十 43 
不 难 求 出 : 
bm [lim fx; oj=L，lnm [lim rzxzyvy)]= 一 1。 
YU ya0 y30 J 0 
di ad 


时 ;起 了 


lim f(z, ff) = (x) (5) 
存在 ,区 (4 ) 申 第 一 个 一 次 地 限 存 在 ,而 等 于 4 就 是 
liin yp (x) = 4A, (0 ) 


由 极限 (1 ) 存在 推出 由 人 门 ， 对 于 任意 给 定 的 正 数 s 有 这 样 一 个 正 数 ， 存在 ， 
使 得 
当 12 一 2 < 人 而 县 1y 一 下 到 时 | 和 一 zy WD ! <s) (7) 

其 中 (zy 幼 不 与 (4， 0) 重合 。 固定 住 x, 使 它 不 等 于 a 而 满足 |7 一 4| <m 注意 


(5 ) ;由 不 欧式 (7 ) 取 极限 ,得 到 当 1x 一 a| <7 而 ?二 4 时 ， 

A—-p(n) |<s) 
由 此 ;* 穴 据 s 的 任意 性 ;推出 等 式 ( 6 )。 

附注 完全 同样 , 若 裔 极限 (1 ) 存 在 ,而 当 y 取 与 8 足够 近 而 不 等 于 的 任何 
值 时 ,极限 
Dn 7 (2 Y) 二 风力 

存在 ;其 第 二 个 二 次 极限 (4) 存在 ;而 等 于 4， 就 是 

jin yy) =A, 


y=9 
若 福 限 (1 ) 存 在 而 等 于 了 (4 了), 就 是 和 = 了 (ay 5)， 则 醒 数 六 (zy 分 在 点 (oo 
过 和 炉 , 或 者 膏 在 点 (4, b) 公 面 连 秆 。 这 时 ,根据 (2 ) 
ns Df bs a y) =f (a, b), 

就 是 这 酌 数 在 点 (aq 中 罕 独 佐 每 一 元 连 乌 , 在 L074j 中 我 们 合 释 识 到 过 。 友 之 , 帮 依 
每 一 元 连 入 ， 并 不 能 推出 全 面 连 入 。 实际 上 ， 由 公式 人 3) 确定 的 图 数 外 充 以 
了 (0 0) 一 0。 如 以 上 所 壕 , 这 时 我 们 有 : 

uh Tr 0 pe f(0, =0, 

1 1 


就 是 这 酌 数 在 点 〈0,， 0) 全 每 一 元 违纪 。 人 也是 它 不 是 全 面 连 绪 ， 因 为 我 们 知道 当 
订 (zy 幼 赵 加 型 (0 的 时 ， 太 2 奶 没 有 杆 限 存在 。 
若 了 (x, 4 在 某 一 包含 有 点 (x, 切 在 内 的 区 域 上 有 偏 导 数 ， 则 我 们 知道 [68]， 
公式 : 
rz 十 dz y+ A ~ Y= Tt Od y+ Ay) Lr FT xr YT A Ay 
(0 一 一 1 0<0 <=1) 
成 立 。 设 在 所 述 区 域 上 , 含 导 数 有 界 , 就 是 它们 的 稳 对 值 不 大 于 某 一 个 数 到 。 这 
时 由 -上 面 的 公式 推出 : 
ftirt+Ary y+ Ay) — fr, YM Ari+ idy|), 
当 hx 一 0 而 且 4 一 0 时 ,这 不 等 式 右 边 趋向 等 ,由 此 推 知 : 
lin ff (r+ dr, y+ dy) 一 三 Yy), 
A730 
图 数 (3 补充 以 关系 式 1(0, 0) =0 后 ， 在 整个 OA 轴 ，07 轴 上 ， 都 等 于 第 ， 
显然 在 点 Mo(0， 0) 它 的 候 导 数 存在 而 等 于 零 , 在 其 余 的 点 , 它 也 有 偏 导数 : 
Xi 一 汪 


mw 人 TY 
jw{X, Uy) (x2 十 12)3 9 jls Y) (qs 4-y2)3 3 


366 _ 第 五 章 _ 多 元 画 数 


就 是 ,这 个 画 数 在 整个 平面 上 有 候 导 数 。 但 是 我 们 知道 在 点 (0，0) 它 不 速 檀 。 这 
时 ， 当 点 (zy 切 通 近 坐 标 原 点 时 ， 偶 导数 的 超 对 得 可 以 取 任 意 大 的 值 。 

153.、 一 阶 偏 导 数 与 全 微分 ”在 [68] 中 我 们 介绍 过 二 元 画 数 的 偏 
导数 与 全 微分 的 概念 。 这 些 松 念 可 以 推广 到 任何 多 元 范 数 的 情形 。 例 
如 考虑 四 元 画 数 : 

w=f(%, Yy, 2 1), 
概 限 lim 7 T+h, Y, 2 ny 


若是 存在 ,就 叫做 这 而 数 对 的 偏 导 数 ,这 个 偏 导数 用 记号 : 
CR 引 ， 减 5 


记 。 类 似 的 可 以 确定 对 于 其 他 变量 的 偏 导数 。 


这 酌 数 的 偶 微 分 的 和 : 
OWw Ow Ow Ow 
-dr dy dz + cat 
dw ay cz 十 By dy 2 dz 3 a 


是 做 它 的 全 微分 , 其 中 dz, dy, dz, dt 是 自 变 量 的 微分 (任意 的 量 , 不 
依赖 于 2, 2，2， 1)。 

微分 是 页 数 的 改变 量 

dw=f (rtdadr, yoy z+ adz, ttdt)—f(s, Yy, 2, +) 
的 主要 部 分 ,就 是 (参考 [68]): : 
Aw=dwt eas + sy sd eadt , 

其 中 81, 8s，83, 8&4, 当 dz dy, dz, 趋向 堵 时 ,都 趋向 寺 , 这 里 设 画 数 
Ww, 在 某 一 包含 点 (t,，y,%, 引 在 内 的 区 域内 有 连续 偏 导 数 。 

同样 也 可 以 推广 复合 夯 歼 微分 法 的 法 则 。 例 如 , xX, y, 2 不 是 自 
变量 ,而 是 站 变量 1 的 国 数 。 这 时 ， 国 数 ww 不 只 是 直接 依赖 于 t, 而 且 
还 疝 接 通过 中 间 变 量 z, y,? 依赖 于 1, 于 是 名 对 t 的 至 导数 就 有 表达 


RR: z 
dw _ ow, Ow de | Ow dy | Ow dz (8) 
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我 们 不 旋 明 这 个 法 妈 , 因为 那 只 要 把 [69] 所 之 的 重复 一 次 。 若 变 
景 z, vy,z 除 去 依 加 于 t 外 ,还 依 操 于 别 的 自 变 量 , 旭 在 公式 (8 ) 右 边 ， 


; ve :Er OO OY OF Fg UT Uy dz 、 | 


还 依赖 于 别 的 自 变量 , 于 是 等 式 ( 8 ) 左边 ,也 应 当 用 52 替代 全。 但 


是 这 个 全 导数 与 以 前 等 式 (8 ) 右 边 的 偏 导数 59 意义 不 同 , 以 前 的 是 


就 交接 依赖 于 i 计算 的 ,为 区 别 这 两 个 偏 导 数 , 常 把 直接 依 至 于 ! 诗 


Ow _ /0wW\ | Ow 00 | Ow Oy | Ow GZ 


of | Or Of Oy Of Oz Of° C9) 
对 于 一 元 两 数 ,我 们 知道 ,一 阶 微分 的 表达 式 不 依赖 于 所 选用 的 自 
变量 [80]、 可 以 证 明 , 这 个 性 质 , 推 广 到 多 元 函数 仍然 成 立 。 
为 确定 起 见 , 考 上 由 二 元 萃 数 : 
p(t, Y), 
设 z 与 9 是 和 白 变 量 w 与 2 的 丽 数 。 依 照 复 合 画 数 征 分 法 的 法 旭 ， 
就 有 : 
oz 0 Or 62 Oy 6 0% Or ,Oz 0 


Bay 0 
依 定 义 , 这 豆 数 的 全 短 分 等 于 : 
dz2 = 2 下 dn , 
Ou OV 
用 偏 导 数 的 表达 式 代 入 ,得 到 : 
_ 0% (0% 4 oT gy) 07 (09 qu 2Y dw 
5 ON ( Ou ak 0% do) 天 OY 有 ev Ov de). 
但 是 图 括号 内 的 璧 达 式 各 为 4 与 y/ 的 全 做 分 ,于 是 可 以 号 成 : 


esse ee ee es" We 


Cr Ov Oy 00” 


C2 OZ 
02 =- QF dy, 
Pa 人 


oO 0 
就 绒 , 当 改换 自 变 晤 时 ,复合 责 数 的 微分 的 表达 式 不 变型 。 
应 用 这 个 性 质 , 可 以 推广 求 和 , 积 与 商 的 微分 法 旭 到 多 元 西数 的 情 
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dutv) =aAuytav, CO) 一 0 十 MOD， dm ， 
其 中 以 与 2 是 多 元 图 数 。 例 如 ,实际 .上 ,应 用 上 述 性 质 , 可 以 号 成 : 


Cd 
dw) == - Og + 2 ND=Y ut dv, 
a 


154. 人 尤 拉 定理 os 个 变量 都 乘 上 一 个 任意 的 
最 + 时 ,相当 于 这 轴 数 到 上 洲 , 则 这 两 数 叫做 这 些 变 景 的 mn. 次 午 交 而 
站 。 
为 确定 起 见 ,我们 只 讨论 二 元 菌 数 , 画 数 了 (xz, 狼疮 满足 恒等式 : 
f lr, ty) 一 失态 Y), (10) 
若是 做 m2 次 齐 奖 画 数 。 z 
例如 , 设 西 数 了 f(z, 2) 表示 划一 体积 的 大 小 ,其 中 4 与 yy 是 两 个 长 
度 , 而 在 函数 的 表达 式 申 , 除 这 两 个 长 肛 外 , 其 余 都 是 抽象 的 数 。Y 点 
y 弱 上 就 相当 于 把 单位 减 小 土 倍 , 于 是 显然 ,表达 体积 的 数 应 当 琵 上 
但 ， 就 是 在 这 情形 下 , f (XY, 是 二 次 齐 次 责 数 中。 
求 恒等式 (10) 对 的 导数 , 求 左边 的 导数 时 应 用 复合 图 数 微分 法 
的 法 则 ,得 到 恒等式 : 
rfuluy DEWf ,D0) = mt f(s, Y), 
其 中 = 雹 ,4 == 妇 。 在 这 恒等式 中 ,让 1=1, 得 到 : 
cfo 2) tyYfy (WY) —mfs, y), (11) 
这 时 做 尤 拉 定理 。 
齐 次 函数 的 偏 导数 , 各 乘 以 对 应 的 变量 , 相 加 起 来 , 就 等 于 这 夯 数 
乘 上 它 的 次 数 。 


车 m==0, 在 恒等式 (10) 中 , 说 i= 二 ， 驱 得 到 : 


er ee Ee Ee ee TE 


| 


@ ”例如 ,加 女体 积 由 底 企 委 + 与 高 天 达 的 公式 是 三 一 rsha 


$ 15， 夯 数 的 导数 与 微分 2 
f(z, y) =f (1 ， 也 )， 


就 是 , 雳 其 齐 隶 画 数 是 所 有 的 变量 与 其 中 -个 变量 之 比 的 画 数 。 对 于 
这 样 的 泵 数 ,各 仿 导 数 与 对 应 变量 邓 积 之 和 等 于 寡 。 有 时 雾 裕 齐 欢 画 
数 简称 齐 次 责 数 。 

1655. 高 阶 伪 导 数 

多 元 夯 数 的 仿 导 数 仍 然 是 那些 变量 的 本 数 , 可 以 再 求 它们 的 偏 导 
交 。 如 上 比 我们 得 到 原来 曾 数 的 二 阶 偏 导数 ,还 是 那些 变量 的 画 数 ,再 求 
它们 的 偏 导数 , 就 得 到 原来 贺 数 的 三 阶 偏 导数 , 依 此 类 推 。 例 如 ,二 元 
节 数 jw， yy), 每 个 偏 导数 对 2 与 y 再 求 导数 , 得 到 四 个 二 阶 偏 导数 ， 
和 从 忆 作 : 

0 


GFE) 9 从 97@ 几 2, 作 
Ex 这: 3 a Ee es Et he ee SAR 


A 外 和 反 
Ox ov Oy OP OW , 
OU/ Ot O° Ou 
了 i 
Or CO ’ OyoOr 0 


fzv(2Y， 9) 与 .jet2 9) 只 是 求 导数 的 次 序 不 同 。 前 者 先 对 2 再 对 
y 求 导数 ,后 者 次 皮 相反 。 我 们 证 明 ,这 两 个 导数 彼此 恒 等 , 就 是 , 求 导 
作 表 达 式 : 
w= th, yt hb) ftth, y) —Ff om, yh) +f(y, Yo 
站 
w 的 表达 式 就 可 以 写成 : 
w= [f (ct, yh) 一 天 (人 2 二 有] 一 [Fe 十 天 人 一 Fo] = 
一 902 y+Th) — yr, Yo 
应 用 拉 格 朗 日 公式 两 次 [63] ,得 到 : 
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w=ppy(T, YFOR) = BEf rth, y+OR) —fy(2, yt)] 一 
=~bhf’, (w+ bh, yt Oh), 
我 们 用 古 有 附 标的 字母 8, 分 别 来 记 在 0 与 1 之 测 的 两 个 数 。 田 
数 fz, 轧 对 它 的 第 二 个 元 Y 的 偏 导 数 中 ,用 2 十 h 与 9 十 9468 代 zw 与 9 的 
千 果 记 作 f(z 二 hy--01%)。 对 于 其 他 的 偏 导 数 , 应 用 类 似 的 记号 。 
同样 , 谱 
v(m, y) =f 2, y+h) —f (se, Y), 
可 以 写成 : 
w= [f (w+h, yth) —f (eth, 9) —Lf(e, yth) 一 让 2 Y= 
= (w+h, WD 一 见 (Z， Y) =hy, (z+ Osh, Y) = 
~—h[f(rt0sh, yth) om Frt oh, y) =A 2+ 0ah, Ws 
比较 wo 的 两 个 表达 式 , 就 有 : 
hpf yz (T+ dah, yt08) =hbfr (wt Oh, yt Ok), 
或 fis E+OR, y+OR) = ,s+ tah, y+ Op), 
设 达 两 个 二 阶 导 数 连 和 炉 , 让 有 与 趋向 霖 ,就 得 到 ， 
fya(T, Y) = fry 2)。 
如 此 引出 下 面 这 个 定理 : 
定理 车 jz 9 在 某 一 区 域内 有 速 笋 二 阶 导 数 太 (zyg) 与 
jekt2y 2 划 在 这 区 域内 任何 一 个 点 ,上 述 导 数 相等 。 
考虑 两 个 三 阶 导 数 : 
fowltyy) 与 frrs(Y, WD, 
只 是 求 导数 的 次 序 不 同 。 注意 以 上 所 证 , 求 二 重 导数 不 依赖 于 求 导数 
的 次 夯 ,可 以 写成 : 


0 


Of (a Of BY 


) = 
人 


一 用 (人 4 11 ) = fy (%, y)， 
就 吓 ,在 这 情形 下 , 求 导数 的 烙 果 不 依赖 于 求 导数 的 突 序 。 这 个 性 外 不 
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难 椎 广 到 任何 阶 导数 以 及 任何 多 元 丽 数 ,我 们 可 以 得 到 普 温 定理 : 求 导 
数 的 糙 果 不 依 籽 于 求 导数 的 次 序 。 
注意 , 在 证 明 中 , 我 们 不 只 应 用 在 某 一 区 域内 导数 的 存在 性 ,并且 


以 后 我 们 总 假定 所 讨 的 导数 都 连 炉 ,于 是 根据 已 诗 的 关于 高 阶 避 
数 的 定理 ,只 要 襄 明 导数 的 阶 数 mn, 与 对 某 一 个 变量 求 导数 几 次 就 成 
证 二 例如 ,对 -于 | 到 数 w=f(%, YM, t) ' 下 面 这 记号 : 


Of (zw oy 2 t) A A 


表示 一 个 % 阶 导数 , 其 中 对 2 求 导数 a 次 , 对 y 求 Bb 严 ,对 z 求 7 次， 
对 t 求 86 次。 
156， 高 阶 征 分 “多 元 画 数 的 全 微分 仍然 是 那些 变量 的 画 数 , 我们 
可 以 再 确定 这 个 画 数 的 全 微分 。 如 此 我 们 得 到 原来 琴 数 的 二 阶 微分 
dw, 它 还 是 那些 变量 的 夯 数 , 它 的 全 微分 是 原来 数 的 三 阶 微分 QWw， 
仔 粗 考虑 两 个 变量 z 与 的 图 数 %= 了 (%, 9) 设 2 与 4 是 目 变 量 。 
依 定义 


du = (2D dp DF 9) gn (12) 
OZ OY 


计算 dx 时 ,注意 要 把 自 变量 的 微分 dz 与 dy 考虑 作 常 量 一 样 ,所 
以 它们 可 以 由 微分 号 下 提出 来 : 
du=d| He dg |+ dl ee dy |=dad a Co YW) .+ 
+dy 中 一 Cw | i dz 十 a . Y) dy | 十 
十 Gy 电 2 dz+ dg y) dy a 


0°f (£9) 2 900 (FY) gy dy 4 Of FY) pp 
oy gp “Ae 
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同样 计算 dw 得到: 
(3 = » Y) 7 13 of ddy ta Sd do dy + 


OF (2, Y) as 
Bn Yo 


由 表达 式 dw 与 dy 引出 下 面 这 个 任何 阶 微分 的 引号 公式 : 

do 一 (大 de+ 亏 dy) a 9) 
在 这 从 式 中 要 了 角 : 图 括号 内 的 和 要 应 用 牛顿 一 项 式 公式 求 吹 方 , 然 
后 把 芒 与 序 的 方 沼 算 作 面 数 / 对 与 对 y 的 各 训 阶 贪 导数 。 


ep 2, 3 时 公式 (13) 是 对 的 。 为 要 证 明 当 nn 取 任 何 
值 时 都 对 ,须要 用 数学 归 秩 法 。 BANU n 取 某 一 值 时 是 对 的 ,我 
们 确定 (nw 十 4) 阶 微分 : 

O(ad™n) 


"T=d (Ady) = A 2 ee Dp 


C2 cz 十 Sdy)d'w 


On Oo 
其 中 用 记号 
(中 wa 寺 由 )? 
改 示 da Op i 


注意 ,我 们 算 作对 于 ww 公式 (13) 是 对 的 ， oY : 
nTl 区 9 ee | 
w=( 襄 Wr Oy y)[( 吉 人 Ox + 训 dy). = 


加 站 反 才 工 
一 (每 az+ By 0y) f， 
就 是 对 于 d"*w, 这 公式 也 对 。 


公式 (13) 不 难 推广 到 任何 多 元 函数 。 我 们 知道 [158] ,公式 (13) 不 
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| 一 一 -一 一 一 


仅 当 2 与 yy 是 自 变量 时 正确 。 但 是 当 求 gw 的 表达 式 时 ,我 们 把 dz 与 
ay 算 作 党 量 , 所 以 公式 (18) 只 有 当 az 与 dy 能 算 作 稍 量 时 才 对 。 
蔡 % 与 y 是 自 变 量 , 这 是 对 的 。 现在 识 % 与 Y 是 目 变 量 2 河 志 的 
线性 页 数 : 
YY 一 0z 十 biTO， 1 一 012 十 0 十 0， 
其 中 5，0，c ay 0 ci 都 是 第 量 。 我 们 得 到 dx 与 Qy 的 表达 式 : 
dz = adz+ bdt, 
dy= 0102 -+ bdt, 
不 过 dz 与 dt 是 日 变 量 的 微分 , 应当 算 作 季 量 , 于 是 在 这 情形 下 ， 
dz 与 dy 也 可 以 算 作 常 量 , 所 以 我 们 肯定 , 当 2 与 y 是 目 变 量 , 或 是 目 
车 ds 与 dy 不 能 算 作 常量 , 因 公式 (13) 不 对 。 现 在 我 们 求 ,在 一 般 
情形 下 , dw 的 表达 式 。 计 算 


af (%, Y) 9f (%, Y} 
dd) 与 dy) 
时 ; 我 们 不 能 像 以 上 所 作 的 , 把 dz 与 dy 由 微分 号 下 提出 来 , 而 要 应 用 
本 积 的 微分 公式 [153]. 
3,, 1 1 OF (X,Y) Of 7， y) 
du = drd EE +avyd 元 


让 Av: > 


CY 
右边 的 前 两 项 和 就 等 于 以 前 g2 的 表达 式 , 于 是 我 们 得 到 : 

3 Gf DO) 9 wf (ZY) 2 (2) Y) 1， 
a a gf vi a dz dy a ay" 十 


of (0， Y) 2 of (%, Y) ys A 
Ow De dy, (14) 


Te 


就 是 ,在 一 般 情形 下 , a”w 的 表达 式 全 有 两 个 杆 充 项 ,这 项 项 依赖 于 oz 
5 dy, 
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157， 隐 责 数 ”现在 我 们 来 议和 隐 丙 数 的 微分 法 的 法 则 。 这 里 我 们 
限 必 所 写 的 方程 实际 上 确定 一 个 页 数 ,而 且 它 有 导数 存在 。 在 1159] 中 
我 们 再 叙述 ,在 什么 条 件 下 十 有 这 种 情形 。 若 y 是 x 的 隐 溺 数 : 


F(x, y) =0, (15) 
我 们 知道 [69] , 这 泵 数 的 -一 阶 导 数 vy' 由 方程 : 


确定 。 方 程 (16) ,是 在 等 式 (15) 中 设 % 是 x 的 画 数 ,由 两 边 求 导数 得 到 
的 。 肯 对 等 式 (16) 这 样 作 ,就 得 到 确定 二 阶 导 数 y"' 的 方程 : 
Paz, Y) +2Po ls, DY 十 Fa(2 PY TFs, YY =0。 (17) 

这 等 式 再 对 2 求 导数 , 就 得 到 确定 三 阶 导数 y" 的 方程 ,以 下 依 此 
类 推 。 : 

和 注意， 如 此 得 到 的 方程 中 , 这 隐 画 数 的 未 知 导数 的 系数 相同 , 都 是 
所， 9); 所以, 若 当 2 与 y 取 满 足 方程 (15) 的 某 些 值 时 , 这 个 系数 不 
等 于 孝 , 旭 对 于 这 些 值 ,这 隐 责 数 的 任何 阶 导 数 的 值 完 双 确定 。 这 里 自 
然 设 方程 左边 的 偏 导数 存在 。 

考虑 二 个 变数 的 方程 : 

DL, Yy, 2) 一 0。 

这 个 方程 确定 > 是 自 变 量 2 与 y 的 一 个 两 数 ,车 用 这 个 与 y 的 
图 数 蔡 代 方 程 左边 的 z, 则 方程 左边 恒 等 于 雾 。 如 此 ,在 > 是 z, v 的 机 
效 的 假定 下 ,这 方程 左边 对 7 与 4 求 导 数 时 ,应 当 得 到 堆 : 

Dz, Y, 2)+ D(z, Y, 2)2%=0, 
Bo 9 2) + Bs (tm, Y, 2)=0, 

由 这 两 个 方程 确定 一 阶 偏 导 数 必 与 区 。 把 第 一 个 方程 再 对 2 求 导 
弘 , 就 得 到 确定 二 阶 导 数 z 的 方程 , 甚 余 依 此 类 推 。 在 所 有 得 到 的 方 
程 中 ,未 知 导 数 的 系数 都 是 $! (zx, y, z) 。 现 在 考虑 方程 组: 

pz Y, 2) =0, yr, y, 2)=0, 
可 以 算 作 这 个 方程 组 确定 yy 与 x 是 zx 的 画 数 。 由 这 两 个 方程 对 z 
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求 导数 , 设 Y 与 2 是 2 的 责 数 ,得 到 确定 导数 vy' 与 > 的 一 次 方程 和 组: 
pz 2 2 十 Oo Ys LY 十 Vs Y, 2)2 一 0， 
Ve gt 0, 
这 两 个 方程 再 对 2 求 导 数 ,得 到 确定 二 阶层 数 y 与 2 的 方程 组 。 
再 对 2 求 导 数 , 就 得 到 确定 y” 与 2” 的 方程 宜 ; 以 下 依 此 类 推 。 
和 阶 寻 数 罗 ”与 2" 就 要 由 下 面 这 样 的 方程 组 : 
wr yy p(y Yd 0; 
| by(w, yy oT ty Y, 22 + b=0 (i 
确定 , 其 中 4 与 也 的 发 达 式 中 含有 低 于 % 阶 的 各 阶 了 导数 。 由 人 饮 每 代 
数 知道 ,这 样 的 方程 组 , 当 满 足 条 件 
Pym YZ) poem, YY, 2) — pet, Y, 2) pyr, Y, 2) #0 
时 ,有 险 一 的 确定 的 解 。 
对 于 所 有 的 满足 方程 组 (17;) 与 这 个 条 件 的 4%,Y, ?的 值 , 各 阶 导 
数 的 值 就 完全 确定 。 
一 般 来 褒 , 若 有 m 个 方程 的 方程 组 , 含有 (m 寸 由 个 变量 , 划 这 样 
的 方程 组 确定 mw 个 变量 是 其 余 % 个 变量 的 隐 枉 数 ;, 这 些 隐 夯 数 的 导数 ， 
可 以 如 上 所 壕 由 这 些 方 程 依次 对 自 变 量 求 导数 得 到 。 


1568. 例 考虑 方程 
ad3 十 bz12 十 (223 一 工 ， (3 : 
它 确 定 # 是 x 与 yy 的 一 个 网 数 。 对 xX 求 导数 ,得 到 |; 
axr 寺 cs*27=0, (19) 
对 4# 求 导数 ,得 到 : 
by 十 cas21 一 0) (19,) 
由 此 
rr La or by 
2 co cg ™ 


关系 式 (19) 对 ZX, 对 yY 求 导数 , 关 柔 式 (191) 对 y 玉 导数 ,得 到 ; 
Q 十 zz2 十 cboa 一 0 C32) 十 25yp 一 0) b+esr tees =0) 


由 此 : 
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| 0123 
F 全 1 3 0 EE C rg OPC22 十 人 273 
此 本 一 一 一 i 一 二 ea 一 一 一 一 一 一 
[3 C8 i 
F 8 
J» i (bry 
A ty 2 和 二 3 
2 C22 


; Der Ve 
a i 站 A 避 


Redd 
现在 叙述 计算 偏 哇 数 的 田 一 个 方法 ; 以 应 用 图 数 的 至 微分 的 表达 式 为 基础 。 
我 们 先 证 明 一 个 铺 助 完 理 ， 没 > 后 二 自 亚 量 与 y 的 一 个 阔 数 ;无 天 由 什么 方法 ;好 


全 我 们 得 到 全 微分 9 的 炎 法 式 有 下 面 的 形状 : 


(2 一 Paz 十 Gay。 
我 们 知道 
ni 


比较 流 两 个 性 达 式 ,就 短 
Marto dy=%dr+ edyo 
不 过 虹 与 收 征 目 变 二 的 微分 ,是 任意 的 量 。 泪 qz=1l dy=0; 再 迹 dx=0， 
04 一; 得 避 | 
M=2y 4=2yo 
所 以 ,孝昌 变量 与 # 的 图 数 ? 的 全 微分 可 以 写成 下 面 的 形状 : 
dz2=pD Adri+ gq dy, 
则 2 一 2 9 一 2 
这 个 定理 可 以 挫 广 到 任何 多 光山 数 。 同样 可 以 永明 , 车 二 阶 微分 可 以 写成 下 
曾 的 形状 : 
dz = de 二 2 da dy+t dy, 
则 一 zzay ry Fo 
殉 在 加 到 下 考 康 的 例 、 我 们 不 求 关 系 式 (8) 左边 对 z 与 了 的 导数 , 而 求 它 的 
微分 由 于 一 阶 微分 的 雪 达 式 不 侈 粗 于 选用 的 自 变 量 [153] ,就 得 到 


22 dr+by dy +cs das=—0, (20) 
由 此 dz=— da - ay, 
了 是 根据 上 曾 证 明和 的 定理 : 
NE by 


再 求 关系 式 (20) 左 边 的 微分 ,注意 , 这 时 az 与 ay 应 当 算 作 季 量 : 
adz3 + bay3 +- cdz23 4 coedas=0 


| 1 
d2z 一 一 一 dr3 一 -一 dt3 一 二 ds 一 
或 C2 ww 
2 
a 一 过 dg _ 二 (de+- 二 ， 5 
QC22 + 0273 0 y bez3 + 9 
dr rd 一 -一 一 一 一 一 
C323 y 一 C32 7 ? 
w GCC22 十 G202 sn abry bc 十 D293 
于 是 : 《in 一 人 C3z3 fr 一 上 c353 yg “1 一 一 2 oO 


如 此 ,确定 了 荣 阶 微分 ,就 得 到 对 应 阶 的 偏 导 数 。 
159， 隐 函数 的 存在 性 ”以 上 我 们 的 讨论 都 是 形式 上 的 。 在 所 有 的 情形 ,我 们 
总 琶 对 应 的 方程 或 方程 组 确定 隆 柄 数 ， 日 有 导数 。 现在 我 们 证明 隐 苞 数 存 在 的 基 
本 定理 。 
考 叫 方程 
F(z, y) =0 (21) 
在 什么 条 件 下 唯一 确定 一 个 z 的 画 数 y, 这 个 丙 数 这 粳 而 有 导数 。 
定理 衣 z=m，Y 二 如 且 方程 (2 的 一 租 解 ,就 是 
F(zoy yo) =0, (22) 
股 2 及 % 各 取 与 az 及 如 足够 近 的 所 有 的 值 时 : 玉 人 zy 办 以 及 全 对 7 与 对 y 的 一 阶 
仿 导 数 都 是 束 篇 的 ， 寺 玫 内 a = 如 时, 不 等 于 霉 。 这 时 ， 


ee be 二 yo。 

为 确定 起 哟 ， 误 当 X 一 70y Y= 二 tp 时 ， (xy Y) >>0。 依 条 和 件 ， 这 个 导数 连 粮 ， 所 
以 对 于 所 有 的 与 xo 及 yo 足够 近 的 x 及 y 的 值 , 它 是 正 的 。 就 是 有 这 样 一 个 正 数 ; 
存在 ,使 得 对 于 所 有 的 满足 条 件 : 


zz~zol Sl |y—th|<? (23) 
的 zz 及 4 下 (zy) 与 它 的 偏 导数 束 粮 ;而且 
FE (2) Y) >0。 (24) 


组 者 ,一 个 变量 4 的 贺 数 五 (zo, 切 ， 根 据 (22)， 当 2%=w 时 等 于 雪 ; 根据 (23) 
与 (24) ,在 区 并 [yo 一 4 十 各 上 它 是 增 柄 数 。 如 此 ,了 (zo 加 一 人 ) 与 下 (2oy % 十 中) 
两 个 数 异 号: 前 者 是 外 的 ) 后 者 是 正和 的 。 注 意图 数 (zx, 人 的 连 纺 性 , 我们 可 以 肯 
污 L67j, 对 于 所 有 的 与 m 足够 近 的 了 并 的 值 ， 了 (zx) 如一 上 是 员 的 ;而 (x yo 二 + 站 是 
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正 的 。 就 是 有 这 样 一 个 正 数 11 存在 ,使 得 当 |z 一 zol <14 时 ， 
zy to 一 人 < I Fry yo 十 由 二 0。 (<5) 
几 包 到 与 11 两 个 数 中 之 小 者 。 注意 (23) 与 (25) ， 我 们 可 以 肯 符 ,车 z 与 满足 
不 等 式 : 
一 2 | <m, |y—yol <!, (26) 
期 满足 不 等 趟 (24) 与 (25)。 
若 在 区 并 [zo 一 m, zo 十 mj] 上 ,任意 取 定 一 个 5 的 值 ; 亦 即 任 取 注 中 (206) 中 前 一 
个 不 等 式 的 一 个 值 ; 划 根据 (24) ,gy 的 画 数 五 (z, 力 在 区 闻 [Lw 一 上 十 中 上 是 增多 
数 ， 井 且 根 据 (25) ,在 这 区 于 两 端 本 数值 异 号 。 于 是 推 知 ,在 这 区 间 内 ,有 一 个 确 冠 
的 y 的 值 ; 使 得 这 个 (x, y) 等 于 零 。 特 中 是 ， 若 xz 一 xz， 则 根据 (22) ; 这 个 yy 的 
值 是 y=Jo， 如 此 ，, 我 们 证 明 ,在 区 间 [o 一 w, zo 二 mm] 上 , 有 一 个 确定 的 柄 数 y(2) 
存在 ， 它 是 方程 (21) 的 解 , 而 且 满 足 条 件 y(zo) =yo。 摸 句 话 就 ;由 以 上 的 讨论 推 
知 ， 当 在 区 间 上 xzo 一 my 避 十 mj 上任 半 选 定 一 个 x 的 值 时 , 方程 (2) 在 区 有 并 (% 一 2 
yo 十 1) 内 有 一 个 唯一 的 根 。 z 
现在 证 明 求 出 的 国 数 y(x) ， 当 z= 二 wo 时 过 镇 。 实际 上, 当 任 总 栓 定 一 个 正 数 
e 时 ;根据 (25)， 五 (zoy 加 一 引 与 下 (2 加 十 6) 蜡 号 ; 于 是 推 知 ; 有 这 样 一 个 正 数 ? 
存在 , 使 得 当 2Z 一 如 | <7 有 时, F(z, yo 一 6) 与 (x, yo 十 6) 蜡 号 ; 换季 话 膏 , 就 是 当 
Zz 一 20| < 时 ;方程 (21) 的 根 , 也 就 是 图 数 y (xz) 的 值 , 满足 条 件 |y 一 yol <s; 于 是 
证 明 , 当 Z=z 时,y(z) 连 简 。 
再 逮 当 Z=2o 时 导 教 Y (x) 存在 。 设 42=z 一 mo 和 设 4y=y 一 y 是 Y 的 对 应 
的 改变 量 。 于 是 2 一人 十 42， = 加 十 4 满足 方程 (21) ,就 是 已 (zo+dzy yo+4y) = 
=0; 根 据 (22) ,可 以 写成 : 
F(xot+dz, 加 十 49) ~F (rxo; Yo) =06 
注 总 仿 导 数 的 连 千 性 ,这 个 等 式 就 可 以 写成 [68]: 
[LF (xos yo) +51]Ar + [Fs (20, Yo) + 82] dy=0, (27) z 
这 里 , 当 4z 与 4 一 0 时 ，si 与 ss 一 0 其 中 下 (X09 yo) 与 BE. (m0，y0) 各 记 当 多 二 29) 
y 王 yo 时 两 个 偏 导 数 的 值 。 由 以 上 所 证 的 连 粮 性 推 知 , 当 dx->0 时 , 4y 一 >0。 
由 方程 (27) 我 们 有 : 


Ay F(Xoy #0) 6, 
AX Ee (20， yo) 十 8a 


到 极限 , 当 4z~>0 时 ,得 到 : 


(20) = — 
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最 后 我 们 证 明 , 加 数 y (x) 连续 而 有 导数 ) 不仅 是 限于 z=m 时 。 若 在 区 二 
[ze 一刀 zo 十 Ww] 上 ， 任意 取 一 个 别 的 zX 的 值 ; 于 是 在 区 间 (yo 一 总 加 十 六 内 有 一 个 
对 应 的 y 的 值 , 是 方程 (21) 的 解 ; 则 对 于 这 一 对 z 与 y 的 值 ， 乍 理 中 所 有 的 条件 都 
潢 足 ; 于 是 根据 以 上 所 述 , 对 于 上 述 的 区 闻 上 任何 z 的 值 , y (7) 连结 而 有 导数 。 

你 上 面 一 样 , 可 以 得 垣 由 方程 : 


Dr, ys 7) =0 
确定 的 隐 疼 数 z(z，y) 的 存在 定理 。 
现在 考 不 方程 粗 : 
pz) yy 2) =0, yr yy 2) =0 (28) 
在 什么 条 件 下 ,确定 y 与 ?是 7 的 岁数 。 
这 时 我 们 有 下 面 的 定理 : 


宁 理 议 二 X20) 4 二 oo 2 一 20 是 方程 粗 (28) 的 一 粗 解 ; 识 当 (zy 2 2?) Y 2) 取 与 
(osyoyio) 足够 近 的 值 时 ， p(xy 2) yy 与 它们 的 一 阶 偏 导数 都 是 (zx, yy 2) 
的 连续 鲍 数 ;并 屋 当 T= To YC Yo 4 一 = 加 时 ,用 达 式 

Y» ed 1 2) 一 Ge (Ty Yy Yu 1 2) 


a a RCH HY RES PI Sd 


让 和 机 2. 和 有 一 从 器, 间 且 关 佬 yz a 
这 个 定理 我 们 不 证 明 。 在 第 三 : 孽 中 我 们 再 考 庶 任何 多 个 变量 的 任何 多 个 殴 数 


的 情形 。 
160， 守 阐 曲线 与 曲面 ”由 解析 几何 学 知道 , 任何 一 个 三 元 方程 : 
F(x, y,?)=0, (29) 
或 显 式 
z= (2, Yy),， (30) 
一 般 来 讲 , 在 以 0 了, OF, 02 为 直角 坐标 轴 的 空间 中 ， 对 应 于 共 一 曲 
空间 的 曲线 可 以 考虑 作 两 个 曲面 的 交 线 ,于 是 可 由 两 个 方程 : 
: Fw, Yy,2)=0, Flrw, y, 2)=0 (81) 
确定 。 有 时 曲线 由 贿 变 方程 : 
T=), y=, 2=w(t) (82) 


确定 。 _ 像 尼 面 曲名 的 情形 一 样 , 曲 粮 弧 的 兵 度 是 这 样 确定 的 : 镍 这 曲线 
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rp 


莪 的 内 接 折线 , 求 出 当 折 线 的 每 一 边 长 无 限 减 小 时 内 技 扩 和 线 长 度 的 杖 
限 作为 级 长 。 与 平面 曲线 的 情形 完全 类 似 [103j , 我 们 这 里 不 再 竺 述 ， 
了 区 征明 ， WO 


一 Lam i Vi 


[ OE OE (88) 


霄 达 , 其 中 志 与 为 是 对 应 于 距 的 问 点 Wi 与 4 参 变量 二 的 值 ;并 且 呈 
的 微分 有 表达 式 : 

ds=~/ (de)’+ (dy)?+ (dz)3° (34) 

吞 用 由 人 3 作 参 变量, 则 像 在 平面 曲 绪 


的 情形 一 样 [701, 可 以 证 明 。 导 数 .42 ，0% ， 必 各 等 于 曲线 的 切线 的 广 


问 余 弦 ; 就 是 等 于 这 切线 的 正方 向 与 坐标 轴 交 角 的 余 落 。 如 此 ,在 点 (2， 
2 2) 曲线 的 方 癌 余弦 ， 硕 是 切线 方 癌 与 坐标 轴 欧 角 的 余弦 ,与 dz， Uy, 
dz 成 比例 ,于 是 切线 的 方程 可 以 写成 : 


dr dy dz 9 
或 
-3 2 Ty zo em 
现在 介 帮 一 个 新 概念 ,就 是 曲面 
Fl(s, y, 2) =0 (oD 
六 切面 的 概 你。 


贞 以 (z,y, z) 是 曲面 上 一 点 , 工 是 这 曲面 上 过 点 下 的 一 条 曲线 。 
这 曲线 上 的 点 的 坐标 是 参 变量 # 的 一 个 画 数 , 并 且 这 些 画 数 满足 方程 
(37) ,因为 曲线 工 在 这 曲面 上 。 如 此 , 曲线 二 上 所 有 的 点 , 就 是 对 于 任 
何 的 值 ， 都 满足 方程 (37) ; 于 是 , 我 们 可 以 求 方程 (37) 左边 的 微分 ， 
得 到 : 


和 本， 副 娄 的 导数 与 微分 2 


Te A sdr+F, (x 11， 2a)adyt F(x, y, 2)0z=0, (38) 

我 们 认为 了 (zw,y,z) 有 连 入 的 偏 导数 fc， Fy， 了 Fs, 其 中 至 少 有 一 
个 不 等 于 震 。 

由 解析 几何 学 知道 ,这 样 的 等 式 

5al 十 0 十 co=0O 

是 两 个 站 人 线 垂 得 的 条 件 , 这 两 个 寺 线 的 方向 余弦 各 与 G,， 0 6 以 及 cl， 
oiy cl 碟 比 例 。 我 们 又 知道 dz, dy, dz 与 在 点 以 曲线 世 的 切线 的 方 问 
余弦 成 比例 ; 于 是 等 式 488) 告诉 我 们 , 在 点 4 曲线 工 的 切线 垂 丰 于 
某 一 个 确定 的 直线 , 不 依赖 于 曲线 卫 ， 和 所 的 方向 余弦 与 了 oz 0y 2)， 
Zr(Z，9g， 2) ,Fo(2%，Yy, 2?) 成 比例 。 如 此 ,我 们 看 出 ,曲面 (37) 上 过 点 以 
的 任何 曲线 的 切线 ,在 同一 个 平面 : 

A(K—w) +B(Y—Yy)+0(Z—z) =0 (39) 
上 ,这 个 平面 叫做 这 曲面 在 点 妊 的 切面 。 

由 解析 几何 学 知道 , 平面 的 方程 审 , 系数 4, B,C, 与 这 平面 的 法 
线 的 方向 余弦 成 比例 ,在 我 们 的 情形 下 , 就 是 与 Pz(z, y, ?2) ,Frv(z，9， 
2) zs(2 0 2 成 比例 ,于 是 推 知 , 这 切面 的 方程 可 以 写成 : 

Few 2 2) (Fo) + hye, y, 2) (YF —Y) + 

+F,(r, y, 2) (ZZ—2)=0, (40) 
其 中 义 , 了 ,2 是 变动 坐标 ,而 2z，y, 2 是 切 点 用 的 坐标 。 

过 切 点 型 的 切面 的 法 线 是 做 这 曲面 的 法 线 。 我 们 现在 看 出 , 宅 的 
方向 余弦 与 偏 导 数 Fo(z,Yy, 2)， 了 yAZY as YZ) 成 比例 ; 于 
是 推 知 , 宅 的 方程 是 

_X-s _ YT-y _. 2—z 
FolwyY 2) Fylwy yy2) Le go 人“ 
若 所 萎 的 曲面 的 方程 是 显 式 ?= 了 (x, 3) , 则 方程 87) 有 如 : 
Fr, y, 2)=f (2, Yy) 一 2 一 0， 


(41) 


十 是 推出 : 
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Wy (ns a 
各 惯 上 常用 p, 9 各 记 偏 导数 六 (2 9) ,所 (%, Vy) ,于 是 得 到 这 曲面 


的 切面 的 方程 


p(X—7r) Tq —Yy) — (2-2)=0, (49) 
以 及 法 线 的 方程 
nk St =- 和-2 (43) 
p 9 = 
对 于 构 球 面 


过 其 上 一 点 (zy yy 3) 的 切面 的 方程 是 


< (一 Xx) 十- YY —y) + 这 (2 一 2) ==0 


2A _ 人 


by ce a bs2 
这 上 方程 右边 等 于 maa (zy 2) 应 当 涡 足 这 桶 球面 的 方程 ,于 
是 切面 的 方程 是 : 


或 
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161， 素 勒 公式 推广 到 多 元 图 数 的 情形 ”为 写 起 来 简单 起 见 ,我们 
限于 讨论 二 元 轴 数 了 (x, 9) 的 情形 。 泰勒 公式 给 出 f (4 十 h,b 十 8) 依 
自 变 量 的 改变 量 和 与 的 方 昭 的 展开 式 [ 堪 站 。 引入 新 的 自 变 量 1, 访 

一 0 十 由， y= 二 6 十。 ~” (1) 

如 此 ,我 们 得 到 一 个 月 变量 1 的 冰 数 : 

gO =f (2, =f (oatht, +hi), 
这 时 
p90)=f(a,0), go(1)=f(leth, 6th), (2) 
应 用 麦 吏 劳 林 公式 , 余 项 采取 拉 格 崩 日 式 , 可 以 号 成 [2 让: 


2 (1 一 0(0) 十 -一 和 4 人 | 如 
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OO (00 3 ) 
十 i (0=0<1), 人 
现在 通过 琐 数 了 (zx, 9 来 表示 导数 9 路 (0), 9+ (0)。 
由 公式 ( 1 ) 我 们 看 出 , 2 与 y 是 自 变量 1 的 线性 罚 数 ,并 且 
ar=hadt, dy= kdt, 
所 以 我 个 可 以 应 用 确定 函数 g(t) 的 各 阶 微分 的 形式 公式 L156j: 
a? p(t) (de 十 地 -dy)” fv, Yy) = 
(1 Er) fe Ver, 


由 雍 


do (£) 加 (p) 
‘ 了 ER SR 要 i a 


当 t=0 时 , z=0, Y=b, 当 j=9 时 , 2=a 十 级 ,y=5 十 %, 所以; 
pO0) 一 (大 二- 二 和) fla, 8), 
p+D(0) =(h th f(a+0%, 54+0h), 
代入 这 些 表达 式 到 公式 ( 3 ) 中 ,再 应 用 公式 ( 2 ), 就 得 到 秦 勒 公式 : 


fla+h, b+h) =f(a, 5) +(h + a bp)++ 


元 训 1/,80 DVD 
“nla ba) Ve (hs tba) f(a, D+ 


tT pi 二- 0 Ey eo Ca 


在 这 个 公式 中 ,用 yz 和 5, 9 顽 代 5, 自 变量 的 疏 变 量 有 与 上 各 训 
作 dz 与 dy, 而 数 的 改变 量 f(% 十 dz，y 十 dy) 一 3, 切中 作 4f (x,y)， 
就 可 以 写成 下 面 这 样 的 公式 : 

Af (2 9) =df (cy WD) + LW + 


+ t+ es 


384 第 五 章 “” 多 元 可 数 


这 公式 右边 含有 男 数 f(z, 分 的 各 阶 微分 ,在 未 一 项 中 要 用 所 附 记 
的 自 变 量 的 值 代入 这 一 项 所 包含 的 (n 十 1) 阶 导数 中 。 与 一 元 画 数 的 情 
形 类 似 , 麦克 劳 林 公 式 葵 出 画 数 (2, 四 依 2 与 9 的 方 早 的 展开 式 , 只 
要 在 泰勒 公式 (4 ) 中 , 庚 
ets be0 ew kd 
求 到 式 (4 ) 时 ,我 们 设 在 基 一 个 包含 有 连接 (4, 5) 与 (2 十 ,5 十 ) 
两 点 的 线段 的 区 域 上 , 画 数 f(z,y) 有 直到 (nn 十 1) 阶 的 连续 偏 导数 。 
当 1 由 0 改变 到 1 时 , 变 点 x=4 十 万 ,y= 十 ht 描 出 上 述 的 厂 段 。 当 
n=0 时 ,得 到 改变 量 的 公式 : 
flath, oth) —fla, 0 一 六 fc 二 OO 十 人) 十 
+kfs (ot+Oh, b+Oh), 
像 在 163] 中 一 样 , 由 此 直接 推出 , 车 在 某 一 区 域内 , 一 阶 偏 导 数 到 处 等 
于 零 , 划 画 数 在 这 区 域内 ,保持 常 值 。 
162， 夯 数 的 极 大 值 与 极 小 值 的 必要 条 件 巩 画 数 f(z, 在 点 
(c, 0) 及 其 近 傍 连续 。 与 一 元 的 情形 类 似 ， 对 于 二 元 丽 数 f(z, y) ,车 
画 数 值 /ac, 5) 不 小 于 所 有 的 附近 的 西数 值 , 就 是 车 当 刀 与 大 的 绝对 
值 足够 小 时 
Af=f(oth, 6th)—f(la, 0)<0), 5 
就 说 是 函数 (wz, y) 在 点 (4a, 5) 达 到 一 个 极 大 值 。 
同样 ,车 当 与 的 移 对 什 足 够 小 时 ， 
Af=f(a+h, 0 十 人 一 Fe 6)>0, (651) 
起 是 强硬 数 了 Cr 0) 当 2 一 4 时 ,达到 一 个 本 小 值 。 
于 是 , 设 当 自 变量 X=4, y=? 时 ,函数 f(x, 9 达到 极 大 值 或 标 小 
值 。 考 处 一 个 自 变量 Zz 的 画 数 1(z, 05)。 由 条 件 当 2=& 时 , 它 应 当 达 
到 极 大 值 或 极 小 值 , 所 以 当 z=a 时 , 它 对 2 的 导数 应 当 或 者 等 于 雳 或 
者 不 存在 [58]。 同 样 考虑 , 得 到 当 y=5 时 , 丽 数 f(4, 9) 对 yy 的 导数 
应 当 或 者 等 于 零 或 者 不 存在 。 如 此 我 们 求 得 极 大 值 或 极 小 值 存在 的 必 
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要 条 件 :二 元 夯 数 f(z, y) 要 达到 极 大 值 或 极 小 值 , 只 有 当 z 与 的 什 
使 得 一 阶 偏 导 数 a of y) 答 寺 用 或 不 存在 时 才 可 能 、 

同样 , 只 取 z 或 只 取 y, 如 [58] 中 所 进 , 可 以 肖 定 , 当 利用 二 阶 时 
数 时 ， 杖 大 值 的 必要 条 件 是 不 等 式 “世人 下 <0, 人 已 侣 灶 <0; 杜 小 
值 的 必要 条 件 是 不 等 式 0, >0. 


以 上 的 理由 ,在 任何 多 元 画 数 的 情形 , 都 成 立 。 如 此 , 我 们 可 以 推 
出 下 面 这 一 般 的 法 划 : 

一 个 多 元 函数 要 达到 极 大 值 或 极 小 值 ,只 有 当 那 些 自 变 量 的 值 使 
得 每 个 一 阶 从 导数 等 于 雾 或 不 存在 时 才 可 能 。 以 下 我 们 只 限于 着 虑 估 
导数 存在 的 情形 . | 

一 阶 微分 等 于 对 每 个 自 变量 的 导数 与 对 应 的 自 变量 的 微分 之 乘积 
的 和 [153] , 所 以 我 们 可 以 肯定 , 当 自 变量 的 值 使 得 画 数 有 极 大 值 或 杨 
小 值 时 , 它 的 一 阶 微分 应 当 等 于 孝 。 这 个 必要 条 件 的 公式 比较 合用 , 因 
为 一 阶 微分 的 表达 式 不 依 顿 于 所 选择 的 变量 [153] 。 让 一 阶 偏 导数 等 
于 雳 ,我 们 得 到 一 个 方程 粗 , 由 此 确定 出 自 变量 的 那些 值 可 能 使 而 数 达 
到 榴 大 值 或 极 小 值 。 党 要 完 双 解决 这 个 问题 ,还 要 讨论 这 些 得 到 的 值 ， 
是 否 当 自 变量 取 这 些 值 时 ， 夯 数 芙 的 达到 杖 大 值 或 极 小 值 , 如 果 是 的 
征 , 该 是 柏 大 什 呢 还 是 杖 小 值 呢 ? 下 一 段 中 ,我 们 就 一 元 面 数 的 情形 , 作 
yw 

“二 元 夯 数 极 大 值 与 极 小 值 的 讨论 ， 丽 由 表达 柱 大 值 或 极 小 

eon 


2f 2 9) 0, dy (6 1) 


求 出 一 对 须要 讨论 的 值 <=4, y=0。 认 了 (z, 2y) 在 点 (40,5) 及 其 近 傍 
有 将 到 二 阶 的 连 炉 偏 导数 。 
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依照 索 勒 公式 (4), 当 %n=2 时 ,可 以 写成 : 


of (4 6) 


flath, b+h) =f (0 b) + LG ht Hos) 


b+ 


= 


2 
9 -lel f (2, Y)y 3 十 2 人 ht p> | 


注意 , x 二 & 与 1 一 上 是 方程 组 (6 vm ,于 是 这 等 式 可 以 写 记 
Af=f(ath, 0+Fk) f(a, 6)= 


ee Ca Y) 1a 上 人 nh a hE 2 0) 73 


i 
六 一 人 /ja 十 12 ,hh=rceoga, k=r Sina, 
当 有 与 上 的 杂 对 值 很 小 时 ,7 就 很 小 , 反之 亦 然 ;所 以 ,及 和 >0， 
与 7?->0, 这 两 个 条 件 相 当 。 
现在 公式 (7 ) 可 以 写成 : 
4f= 全 | COS? qt 2 oo0s Q Sin wa 十 


Of (FY) a, 
十 一 一 一 一 S1m”Cw 8 ) 
ki 2 和 多 


注意 二 阶 导数 的 连 各 性 , 并 算 作 有 与 (或 7) 是 无 穷 小 量 , 可 以 表 
定 ,公式 (8 ) 右 边 的 导数 中 ,以 值 4 十 奶 , 5 十 0% 代入 后 ,各 与 


of (0, b ) Sg of(a, Pb) 2 of (a, 6) 
Da3 4 og 230 0 


其 一 个 无 穷 小 量 ， 所 以 公式 (8 ) 方 括号 中 cos8? a, cosg a sin a, sin? a 的 
系数 可 以 各 用 


9 


At+e, 2B-es, O+es 
检 代 ,其 中 81， 28s, 8; 与 ,和 (或 7) 一 齐 是 无 穷 小 量 。 
于 是 公式 (8 ) 可 以 写成 : 


3 
sf= srL4 ce0S oa- 2B sin o eos wa 二 Csinaw 十 3] ， (3 
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其 中 £= 81C08 22eo cAs A sn gt es SINn* oa 
联 术 ,有 (或 7) 一 齐 是 无 穷 小 量 

由 标 大 值 与 棱 小 值 的 定义 推 知 , 若 对 于 所 有 的 足够 小 的 7 的 值 , 等 
式 (9 ) 的 右边 保持 《一 ) 号 ， 则 2Z=4 yy= 对 应 于 页 数 的 一 个 标 大 值 ; 
者 宛 保 持 ( 十 ) 号 ， 划 对 应 于 函数 的 一 个 标 小 值 ; 若 无 论 ?7 的 值 多 之 小 ， 
等 式 49 ) 右 边 可 (十 ) 可 (一 )， 则 2=0a =0 不 对 应 于 页 数 的 一 个 株 大 
值 或 极 小 什 ， , 

, 讨论 等 式 ( 9 ) 石 边 的 符号 ,可 以 分 下 列 四 种 情形 : 
1. 若 没 有 一 个 a 的 值 使 得 三 项 式 
z Acos:at2 Bsinaeosat+C0 sin:a (10) 

等 于 需 , 则 由 于 它 是 a 的 连 炉 画 数 , 它 保 持 不 变 号 [838] 。 设 是 (十 ) 号 。 
在 区 阅 [0,2z1 上 ,这 个 连 种 画 数 达到 一 个 最 小 值 %( 正 的 )。 和 根据 sina 
与 co a 的 周期 性 , 这 个 最 小 值 m 对 于 任何 a 的 值 都 成 立 。 对 于 所 有 
的 足够 小 的 > 的 值 ，s 一 定 要 小 于 mr, 于 是 等 式 ( 9 ) 布 边 的 符号 由 三 
项 式 (10) 的 符号 确定 ,就 是 \ 士 ) 号 ;在 这 情形 下 ,有 一 个 标 小 值 。 

IL 车 没有 a 的 值 使 得 三 项 式 (10) 等 于 霉 , 而 它 保 持 ( 一 ) 号 。 匀 
(一 m%) 是 这 二 项 式 在 区 疯 [0, 2z] 上 的 最 大 值 ( 筷 的 ) 。 当 7 足够 小 时 ， 
8 小 于 m; 这 时 等 式 (9 ) 右 边 的 符号 是 (一 ) 号 , 就 是 在 这 情形 下 有 一 
个 杨 大 值 。 z 

IH. 裔 三 项 式 (10) 变 号 。 朗 当 a=o 时 , 它 等 于 正 数 (十 m1), 而 
当 a=as 时 ,每 于 希 数 (一 m2)。 对 于 所 有 的 足够 小 的 7 的 值 ,is| 将 小 
z 于 mi 与 ms, 对 于 这 样 的 7 的 值 , 当 a=ai 或 as 时 ,等 式 (9 ) 右 边 的 符 
号 由 三 项 式 (10) 的 符号 确定 , 就 是 , &=a 时 , (十 ) 号 ,4 二 Qs 时，( 一 ) 
号 。 如 此 ,在 这 情形 下 ,无 座 7 的 值 多 么 小 , 守 式 (9 ) 右 边 的 符号 ,可 正 
可 负 , 就 是 ,在 这 情形 下 ,没有 极 大 值 或 极 小 值 。 

IY. 最 后 设 三 项 式 (10) 保 持 不 变 号 ,可 是 当 a 取 荣 些 值 时 , 它 等 于 
笼 。 在 这 情形 下 ,不 讨论 s 的 符号 ,就 不 能 断定 等 式 ( 9 ) 右 边 的 符号 ， 
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ss 


于 是 这 种 情形 , 在 我 们 的 讨论 中 , 保留 可 疑 。 站 (10) 的 符 
号 pl 的 币 别 凌 ， 
， 先 设 4 关 0。 二 项 式 (10) 就 可 以 写成 : 


(A cosat+Bsin ao) 二 (4dC 一 已 )Sin2a 2 _ 
2 (11) 


若 AC -- B30, 划 这 分 式 的 分 子 是 不 能 同时 成 为 雾 的 两 个 正 项 之 
和 。 汇 际 上 , 第 二 项 只 有 当 sin a=0 时 等 于 圭 , 而 这 时 eos w= 士 上 , 于 
是 第 一 项 成 为 43 关 0。 如 此 ,在 这 情形 下 ,表达 式 (10) 的 符号 与 4 的 符 
号 相同 ;于 是 推 知 , 当 4>0 时 ,是 ( 工 ) 的 情形 ,就 是 有 极 小 值 , 当 4<0 
时 ,是 (I 了) 的 情形 ,就 是 有 模 大 值 。 : : 

2. 巩 40, 而 40 一 B?<0。 分 式 (11) 的 分 子 当 sin a=0 时 有 
(+) 号 , 当 ctga= 一 分 时 有 (一 ) 号 ,所 以 这 是 (TD) 的 情形 , 就 是 没有 
极 大 值 或 榴 小 值 。 

3. 裔 4#0, 而 AC 一 成 =0, 划分 式 (11) 的 分 子 只 剩 下 第 一 项 ; 
它 保持 (十 ) 号 不 变 , 但 是 当 ctg a= 一 所 时 它 等 于 雳 , 就 是 这 时 是 可 疑 
情形 IV。 | 

4. 认 4=0, 而 妃 关 0。 这 时 三 项 式 (10) 有 如 sina (2 Beosadt - 
+Osin 几 jy。 当 w 的 值 逼近 雾 时 ,括号 中 的 表达 式 保 持 不 变 号 ,与 了 的 
符号 相同 ,但 是 前 面 的 因子 sin a, 因 a 大 于 或 小 于 雳 , 有 不 同 的 符号 ， 
就 是 (TII) 的 情形 ,没有 标 大 值 或 标 小 值 。 

5. 衣 4= 了 =0。 这 时 三 项 式 (10) 只 剩 下 一 项 0 sin?a, 于 是 推 
知 , 它 不 变 号 ,但 是 可 以 成 为 雳 ,就 是 可 疑 情形 。 

注意 ,在 (4 ) 的 条 件 下 , 40 一 B?<0; 在 (5 ) 的 条 件 下 , 40 一 B:=0， 
可 以 推出 下 面 的 法 则 : 

为 了 要求 二 元 丽 数 了 ,yy) 的 标 大 值 与 极 小 值 ,要 先 作 出 偏 导 数 
jz(2， 奶 与 jv'?， 旭 ， 没 解 方 稳 租 : 


16。， 泰 勒 公式 ,多 元 囊 数 的 极 大 值 与 极 小 代 2 


fr(2, y) = 人 ， aE y) == 0, 
设 2 二 4%， y= 是 这 方程 组 的 一 组 解 ,并 避 


站 人 (wb. oF) 
dy i 


居 可 按 下 表 讨 论 所 得 到 的 解 : 


_ | ”| 没有 极 大 什 
人 | 可疑 情形 
杨 小 值 | 概 大 值 | 个 代 
164. 例 1.， 老外 曲面 2=f (zx, Y) 。 它 的 切面 的 方程 是 Ll60j : 
力 (六 一 2 十 9 (上 一切 一 (2 一 2) 三 0， 
其 中 p 与 9 各 为 偏 导 数 f(z; 切 与 态 (2 切 的 值 。 

车 当 2=ay y=b 了 时) 范 数 z 达到 一 个 极 大 值 或 要 小 值 , 则 对 应 的 太 时 做 这 项 
面 的 项 点 ,在 这 点 的 切面 应 当 平 行 于 XY 平面 ， 
就 是 偏 导 数 的 值 2 与 4 应 当 等 于 替 ， 并 且 在 切 
点 附近 ， 这 曲面 应 当 位 于 切面 的 一 倒 ( 图 163) 。 
不 过 有 冉 ,在 某 一 点 与 9 等 于 涯 ,就 是 切面 平 
行 于 和 了 平面 ;但 是 在 这 点 附近 ,曲面 位 于 切面 
的 两 侧 ; 这 时 对 于 对 应 的 7 与 y 的 值 ,图 数 : 没 
有 极 大 值 或 极 小 值 。 

还 有 一 种 可 能 的 情形 ,我 们 以 前 叫做 可 疑 
情形 。 襄 当 x= ay y= 时 ,切面 平行 于 X 竺 

加 163. 面 , 圭 且 曲 面 位 于 切面 的 一 侧 , 不 过 它们 有 过 切 
点 的 公共 曲 六 。 在 这 情形 下 , 当 扩 与 上 的 移 对 值 足够 小 时 , 差 
flath, 十 下) 一 小 b)), 
不 变 吨 ,而 对 于 其 些 瑚 与 天 的 值 , 这 等 于 雪 。 例 如 , 主 疆 有 行 于 太平 面 的 圆柱 面 ， 
对 于 这 样 的 曲面 ,我们 也 府 , 当 "=ay 9= 时 ,网 数 六 xz，y) 有 极 大 值 或 极 小 值 。 
曲面 20 一 一 
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是 双 曲 抛物 面 。 让 2 对 2 与 yy 的 仿 导 数 等 于 规 , 得 到 x=y =0, 于 是 在 坐标 原 感 ， 
这 曲面 的 切面 就 是 六 平面 。 求 出 二 春 偏 导数 : 


a2s 1 222 .0 
人 
gr GQ: ax OV 
2 1 
ay2? b2? 
1 
于 是 推出 : MO 


就 是 当 z=y=0 时, 画 数 z 没有 概 大 值 或 僵 小 值 , 于 是 在 坐标 原点 奉 近 , 这 曲面 位 
于 切面 的 两 侧 (图 164) 。 


图 164. 


2， 葵 定 平 面 上 %w 个 点 及 (a; bi) (i 二 1 2 …， 2)。 求 出 这 样 一 个 点 型 ,使 得 
葵 定 的 mi 与 点 到 到 点 Mi 距离 平方 的 乘积 之 和 达到 极 小 值 。 
设 未 知 点 对 的 坐标 是 (zy 几 。 上 壕 的 和 就 是 : 


咱 
=] 


读 偏 导数 ww 与 wy 等 于 寄 , 得 到 : 


01 十 ?和 203 十 "… 十 9nCn __MWt01 十 名 2b2 十 "十 和 nb (12) 
Ji 十 和 2 十 … 和 十 议 ) 4 十 923 十 十 3 


不 难看 出 ， 在 这 情形 下 ， 4 与 4C - 下 都 大 于 省 ， 于 是 求 出 的 x 与 yy 的 值 的 
确 对 应 十 几 的 要 小 值 。 这 个 极 小 俯 束 是 妈 的 最 小 条 ;因为 点 (zy 曙 无 限 远 移 时 


ap 


16， 泰 勒 公式 。 多 元 现 数 的 极 大 镇 与 极 小 值 2 


165 ， 关 计 求 函数 的 极 大 值 与 极 小 信 的 补充 知识 ”以 上 的 言 苍 可 以 推广 到 多 
函数 的 情形 。 例 如 和 粉 定 一 个 三 元 效 数 /xy y, 2)。 为 要 求 使 这 函数 达到 极 大 值 
| \ 值 的 目 变 量 的 值 , 冬 要 解 三 元 联 耿 方程 组 : 
7 (13) 
说 2=a yy=b z=c 是 这 方程 租 的 一 粗 解 。 就 要 讨论 这 些 值 。 由 泰勒 公式 可 
以 把 加 数 的 改变 量 写成 自 变 量 的 改变 量 的 齐 次 多 项 式 之 和 : 
. UAC ONY A + 1 70s 20 


+ 机 (ho ry 2 tl) a 
) ,9 \Ca ee z 
下 二 hy Tb- a fath, b+oky etn) (0<8<1).(14) 


什 X 二 a， hp = 上 油 是 方程 (13) ,于 是 
f(a, bye) Lr 人 L191 (9, bo) 0 


oa de 
车 hk 2 的 二 次 项 : 
1 (2) 
太 (htk 人 ti ) f(a b, 0) (15) 


不 等 于 震 则 当 hk， i 的 焰 对 值 足够 小 时 ,等 式 (1 和 9 有 边 与 表达 式 (15) 保 持 同 号， 
若是 (+) 号, 则 太 c，D 9 是 国 数 2 0 全 的 一 个 极 小 值 , 若 是 (一 ) 号, 则 是 个 栖 
大 值 。 车 表达 式 (15) 可 以 有 不 同 的 号 , 刚 Je， b, 0) 不 是 范 数 的 极 大 值 或 极 小 值 。 
忆 后 ; 右 才 达 式 (5) 不 变革) 不 过 对 于 某 些 忆 六 了 的 值 ; 它 等 于 大, 期 是 可 疑 情形 ， 
就 须要 再 讨论 等 式 (14) 右边 六 1 的 高 次 项 。 
为 要 仔 和 诗 询 可 疑 情 形 , 我 们 考 卡 一 个 二 元 图 数 的 特例 ， 
w= X27 


镇 z=y=0 使 得 偏 寻 数 了 与 了 等于零, 并 且 


227 93 册 038 
站 二 一 0 二 2 B= 一 一 闷 和 六 一 2 
Oa | ar 9y 178 : dy2 |320 
A —B2=0, 


于 是 我 们 有 可 疑 情 形 。 这 个 例 中 ,特点 是 芯 数 的 表达 式 中 所 有 的 二 次 项 恰 成 整 
方 ) 于 是 可 以 写成 : 
= (XY) E+, 
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当 ry 二 0 时 ,和 练 于 需 。 为 要 讨论 当 7 与 # 的 值 通 近 宕 时 ,的 值 任 么 寿 ， 
我 们 引入 醒 坐 标 : 


Y 一 Ye0s ay Y=? Sna, 
代入 上 式 中 ,得 到 
u=72[ (cosw 一 Sinaw)2 十 (oossx 十 Snyw) | 。 

当 w 在 区 冰 [0, 2z] 上 到 任何 不 等 于 子 与 他 的 篇 时 ， 

cos a— SIn a 和 FF0， 
于 是 对 于 任何 一 个 这 样 的 a, 可 以 选 出 这 样 一 个 数 ro。， 使 得 当 7<7ro 时 , 方 括 号 内 
的 才 达 式 有 (十 ) 号 。 当 0 二 地 时 ;, 它 也 是 正 的 ， 但 是 当 a= 时 , 它 有 (一 ) 曙 ,于 
是 推 知 , 当 x 二 y= 二 0 时 ,图 数 没 有 翁 大 值 或 极 小 值 。 


再 考虑 西数 : 
对 一 (4 一 23)2 i 
不 难 输 诈 ， 当 +=y=0 时 ， 偶 导 数落 -与 3 等 于 零 ,并 有 可 疑 情 形 。 对 于 


无 论 多 么 小 的 x 的 值 , 取 y=z’， 于 是 画 数 “的 表达 式 中 只 剩 下 (一 凡 ) , 它 的 符号 
依 玫 于 xX 的 符号 ,所 以 当 x=y=0 时 , 图 数 和 没有 极 大 和 值 或 闻 小 值 。 引 用 窒 坐 标 ， 
我 们 得 到 : 


d=72[sin2a ~— 2r cos3 wsSin g++ ?2 co0s a— ?3 00S5C | ) 
由 这 玫 达 式 看 出 , 除 0 与 外, 对 于 任何 < 的 值 ， 可 以 求 出 这 样 一 个 正 数 70) 使 得 
的 任何 一 条 和 折线 上 ,逼近 不 点 时 了 苹 数 % 有 
正 号 。 移 然 如 星 ， 井 且 在 原点 一 0 我 们 
也 不 能 认为 它 有 禄 小 值 , 因 为 对 于 所 有 的 
的 值 ,不 能 求 出 一 个 一 至 的 70。 

在 [5?6] 中 我 们 作 过 曲 厂 (y 一 x2)? 一 
考 钻 在 曲线 两 支 关 问 有 和 儿 嫉 的 区 域内 的 贺 165. 
点 ? 则 当 逼 近 原 点 时 , 这 方程 左边 有 (一 ) 号 (图 165)。 

166. 项 数 的 最 大 值 与 最 小 值 。” 敲 要 求 国 数 f(x, y) 在 其 -- 葵 定 的 区 域 上 的 
最 大 伪 。 由 L631 岂 还 ,我 们 可 以 求 出 在 这 区 域内 所 有 的 极 大 值 , 就 是 这 区 域 中 那 
样 的 内 总 , 它 的 一 数值 大 于 它 附 近 点 的 贺 数 值 。 为 要 求 这 辆 数 的 最 大 值 ， 还 要 注 


当 +<ro 时 >0, 就 是 在 由 坐标 原点 引出 y 
A ~ 

一 如 二 0， 在 原点 它 有 一 个 第 二 类 歧 点 ; 若 

党 所 雁 区 域 的 边界 界 祝 ) 上 的 值 ， 再 比较 区 域 认 的 极 大 值 与 界 络 上 的 什 。 这 些 入 
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中 最 大 的 就 是 这 画 数 在 这 区 域 上 的 最 大 值 。 类 似 的 可 以 求 一 个 画 数 在 - -个 炊 定 的 
区 域 上 的 最 小 值 。 为 清楚 起 见 ,我 们 考虑 一 个 例 。 
在 下面 上 检定 一 个 由 OX 轴 ,O7 地 与 直 乱 


4 十 4 一 下 一 0 (16) 

作成 的 三 角形 04B (图 166)。 

要 在 这 三 角形 中 求 这 弱 一 个 点 :使 得 它 
三 顶点 的 距离 的 平方 和 最 小 。 

注意 , 顶点 4 与 B 的 坐标 各 为 (1， 0) 与 
(0, 1)， 于 是 可 以 写 出 由 变态 (4) 于 三 丁点 
的 距离 的 平方 和 的 发 术 式 : 

图 166. 2272 十 242 十 (7 1)2- (y—1)?, 

蛮 一 阶 含 导数 等 于 零 , 得 到 z=4%= 二 。 不 难 证 明 ,这 组 值 对 孔 于 -- 个 极 小 仁 。 
再 诗 葵 在 这 三 角形 边界 上 > 的 值 。 为 要 诗 座 在 边 04 上 2 的 值 ， 须 要 在 * 的 表达 
式 中 衣 y=0: 


3 一 222 十 (7 一 了 3 十 工 
其 站 ?可 以 在 区 间 [， 由 改变。 依照 [60] 作 法 ,得 到 在 边 04 .上 2 在 点 0， 就 是 
当 "一 计时 到 ， 最 小 值 :一 忆 。 间 样 在 边 0B 上 , * 在 点 也 , 就 是 当 y= 志 时， 达到 
蝴 小 值 “= 与。 为 要 强 共 在 边 4B 上 * 的 值 ,须要 依照 方程 (16) 在 * 的 雪 达 式 中 


役 y 一 1 一 z: 

一 3z2 十 3(zZ 一 二 2， 
其 中 之 i 1] 上 上 改变。 在 这 情形 下 ,在 点 如 ,就 是 当 2 二 y= 二 时 ， z 次 
到 最 小 值 *= 翅 。 如 此 我 们 得 到 下 面 这 个 可 能 是 这 函数 的 最 小 值 的 表 : 


| 
1 1 1 | L111 1 
| | 3 3 本 0 ] 0, 3 a’ 2 
Ta 
| 站 - 章 3 2 
| oo | | 
由 这 珍 我 们 看 出 ,在 点 ( 三 ， 二 ) 达 到 最 小 什 。 二 伍 。 对 于 任意 三 角形 ， 也 可 以 


游 虑 这 个 周 题 , 未知 点 是 三 人 角 形 的 重心 
167. 相对 极 大 值 与 极 小 值 以上, 我们 讨 诊 责 数 的 权 大 值 与 李 小 
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a 


值 时 , 讼 这 画 数 所 依赖 的 变量 都 是 自 变 量 。 在 这 种 情形 下 的 梅 大 值 与 
栎 小 值 时 做 礼 对 的 。 现在 我 们 若 虑 另 一 种 情形 , 就 是 画 数 所 依赖 的 变 
量 是 由 茶 些 关 系 式 相连 么 的 。 在 这 种 情形 下 的 榴 大 值 与 述 小 值 叶 伍 相 
对 的 。 
设 要 求 (mm 十 %) 个 变量 w 的 图 数 
flwi, das te en A hs ea) 
的 标 大 值 与 极 小 值 ,其 中 2 由 7 Woon 
Vi (0 Pay 0 Tm419 Dntn) =0 GL=1,2,.,%) (17) 
相连 系 。 
以 下 ,为 省 颖 起 网, 我 们 不 写 出 而 数 中 所 全 的 元 。 对 于 % 个 变量 解 
这 % 个 关系 式 (17) ,例如 : 解 出 
Tmt1iy Tntas ,Vatn! 
我 们 就 可 以 由 其 余 mn 个 自 变量 
1 Coy “sy Wm 
袁 达 省 们 , 把 这 些 表 达 式 代入 到 画 数 中 ,得 到 一 个 m 个 和 月 变量 的 画 
数 , 于 是 这 问题 就 化 为 求 冯 对 的 极 大 值 与 极 小 值 了 。 但 是 解 方 程 组 (17) 
时 , 常 是 非常 县 烦 , 大 至 于 有 时 就 作 不 出 来 , 我 们 现在 各 解 这 问题 的 另 
一 个 方法 ,时 做 拉 格 朗 日 滋 数 法 。 
设 在 基 一 点 型 1， Vay Tm 4) 负数 (Wl Za， Tnin) 达到 相 
对 标 大 值 或 标 小 值 。 才 在 点 开 导数 存在 ,就 可 以 肯定 ,在 点 41 酚 数 ./ 
的 全 微分 应 当 等 于 雳 [162j] : 
区- es (18) 
另 一 方面 ,由 关系 式 (17) 求 微分 ,在 点 以 得 到 下 面 % 个 等 式 : 


Sopran=0 (i=1,2,, 只。 


i, 
Mi Ma, ,Mn 
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机 与 关系 式 (18) 逐 项 相 加 ,就 得 到 : 


用 十 岩 ol 001 Ops OP 1 
> 0 )ae, 0。 19) 


再 确定 这 %% 个 琴 数 ,使 得 个 因 变 量 的 微分 
Cs (Pm 2) “+ 》 Cn3n 
的 系 效 部 等 于 雳 ,加 是 由 多 个 万 程 
of 


i 


Or, Os Ons 人 = 
(s=m+1, m+2, ,m+n) (20) 
中 确定 和， he， ， Ano 
这 时 关系 式 (19) 左边 只 剩 下 含有 自 变 量 的 微分 
QQ da 1 , Oy 
的 项 ,就 是 
(2 十 Ai 2 -Ag + 十 An ja 一 0 (21) 


但 是 自 变量 的 微分 dr1, dzs，…, dzw 是 任意 的 量 。 访 其 中 一 个 等 
于 二 其余 都 等 于 大, 由 等 区 \21) 推 出 这 等 尺 所 有 的 系数 都 应 当 等 于 震 
[1581 ,就 是 


of 下 90O1 十 入 。 Ops ‘0 = (s=1, 2 "sy Mm) o 


Or On, OX, 
(22) 
以 上 所 有 的 公式 中 ,由 (18) 起 ,应 当 算 作 变 量 % 是 代入 以 点 以 的 
坐标 的 , 并且 按照 我 们 的 假设 , 在 点 以 ,了 达到 相对 极 大 值 或 极 小 值 。 
特别 如 在 用 以 确定 ja, Xs， …, hs 的 方程 (20) 中 ,就 是 这 样 的 。 
如 此 ,方程 (22) , (20) 与 (17) 就 是 在 点 (2%1, Ys，… ,zwm4n) 达到 相对 
榴 大 值 或 极 小 值 的 必要 条 件 。 
方程 组 (22) , (20) 与 (17) 一 共 是 (m 填 2n) 个 方程 ;由宇 们 可 以 确定 


ET ea a ph Tp a ea eg ee ea ea Sg eg eg ea a eg Ft Wa a ed eg a ed a Ta a a a Mea LY a a a 


出 (nt 个 变量 z 以 及 % 个 乘 数 入 的 值 。 
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由 方程 组 (22) 与 (20) 看 出 ,为 要 求 出 , 当 丽 数 了 达到 相对 检 大 值 或 
棣 小 值 时 , 变量 x 应 取 的 值 ; 须要 路 由 下 面 这 等 式 所 确定 的 疯 数 多 对 
于 所 有 的 必 的 偏 导数 都 等 于 老 : 


Me a a a We ed 


D=f+AgpitAspst .TAD 
其 中 入, hy、 7 算 作 寅 最 。 再 解 它们 与 名 个 方程 (17) 所 组 成 的 联 
江 方 程 组 。 我 们 现在 不 考虑 充分 条 件 。 
注意 , 在 引 人 和 人 上述 法 则 时 ，, 我 们 不 仅 假设 了 与 9; 的 偏 导 数 都 存 
在 , 并 且 假 设 了 由 方程 组 (20) 可 能 确定 2 个 乘 数 入 ,As，… ,和 。 因 
此 ,由 上 述 法 如 可 能 得 不 到 使 历数 上 达到 相对 标 大 值 或 标 小 值 的 某 些 
值 (za Za， …，2Zonrn)。， 以 下 我 们 就 这 问题 的 简单 情形 , 更 仔 竹 地 加 以 诗 
葵 , 并 使 上 述 理 论 更 趋 精密 。 
168. 补充 知识 ” 设 要 求 殉 数 /zy 9) 的 相对 极 大 值 与 极 小 值 , x 与 4y 有 一 
补充 条 件 
p(T, Yy) =0, (23) 
地 设 在 点 (zoy yo) 达到 一 个 神 对 极 大 值 , 这 里 p(zoybyo) 二 0。 设 p(w) 仍 在 点 (40)V0) 
及 其 近 傍 有 如 和 纺 一 阶 依 导 数 , 并 山 
py, (To Yo) 二 1。 (24) 
这 时 ,方程 (23) 在 z= 近 偿 唯一 确定 一 个 画 数 y=w(z)， 连 秆 ,有 过 千 导 数 ,并 且 
加 一 (ao) [15?]。 代 入 y=w (7) 到 汞 数 了 (zx, 人 中 ， 我 们 可 以 衣冠 ,一 个 变量 了 的 
芽 数 j[zy 6 (0 应 当 在 = zo 时 达到 极 大 值 ， 于是， 当 z=2Zo 了 时 ， 它 的 全 导数 应 当 
等 于 零 , 就 是 
fr, (xos Yo) 十 万 (azo to)w (20) =0, 
代 天 y=w(7z) 到 (23) 中 ,对 zx 求 导 数 , 在 点 (xo, yo) 得 到 [69 : 
py, (Xo Yo) 十 9 (zo Yo) 2 (zo) =0。 
用 入 乘 第 二 个 方程 再 与 第 一 个 逐 项 相 加 ， 得 到 : 
(Cf%, + Ap) + (fy t MPy) (to) 一 0。 
由 条 件 及, 十》p,, 一 0 确定, 根据 (24) ,这 是 可 能 的 ;于 是 就 有 了 ,X95 二 0， 就 是 
求 则 两 个 方 各 :: 
fi + sp =0, fy trpy=0) (25) 
青 添上 方程 ptzoy 4J0) 二 0， 加 | 此 证 朋 了 莱 数 法 是 合理 的 。 车 条 件 人 2 名 不 成 谍 ; 束 是 
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py, (zo) Y0) 二 0; 如 果 er (2zoy 加 ) 于 0， 则 可 以 像 上 面 一 样 考 处， 只 要 把 x 与 y 的 地 
位 五 换 ，、 车 在 点 (zoy W) 我 们 有: 

Dr, (roy tf0) =0, py, (To yo) =0， (26) 
则 不 能 证 明 点 (20 如) 可 青 利用 滋 数 法 得 到 。 

等 式 (26) 识 明 点 (20，go) 是 曲线 (23) 的 一 个 奇 点 [的 。 现在 我 们 葵 一 个 
例 , 在 这 例 中 ,在 有 相对 极 小 值 的 点 条 件 (26) 成立 。 诈 要求 由 点 (一 L， 0) 到 千 六 方 
拢 物 线 好 -人 =0 (0 图 37) 上 的 点 的 最 短 距 离 。. 如 此 就 要 求 酌 数 了 = (z 十 2+ 
十 妈 的 最 小 值 ， 其 中 9= 妈 一 如 =0。 由 几何 显 风 ,在 点 (0，0) 达到 便 小 值 ， 而 这 点 
是 这 抛物 纯 的 奇 点 。 用 乘 数 法 得 出 下 面 两 个 方程 : 

2(7 十 1) 一 3XZ2 一 0， 24 十 2 -0。 

代入 z=0,y=0， 第 一 个 方程 化 为 不 合理 等 式 2=0, 第 二 个 方程 当 % 是 任何 
数 时 都 满足 。 在 这 情形 下， 用 乘 数 法 得 不 到 达到 相对 檬 小 值 的 点 (0, 0) 。 类 似 的 
可 以 诅 明 , 若 在 点 (zo; yy 20) 一 个 事 数 达到 极 大 值 或 标 小 值 , 并 有 一 个 补充 条 件 
9(z) 4 4) 二 0 这 时 ,只 要 图 数 9 的 偏 导 数 至 少 有 一 个 在 点 (x0, yo， 20) 不 等 于 雳 ， 
则 这 点 可 以 由 和 滋 数 法 得 到 。 

类 侯 的 可 以 推广 到 更 普 沉 的 情形 ,只 是 要 用 到 关于 方程 租 的 隐 列 数 存 在 定理 ， 
这 是 我 们 在 [57] 中 难过 的 。 例 如 ， 届 酌 数 /zy 2) 在 点 (2o, ps 20) 达 到 一 个 相 
对 极 大 值 ,并 有 两 个 补 这 条件: 

z Px, yy 2) =0; (zy ty 2) =0, (27) 
设 导 数 都 存在 而 连 米 , 替 且 
pyo (‘Tos Yo Zo) pa, Loy Yo 20) — Pr (Tos Yo 20) yy, (Xo, Yoy 20) 地 0。 (25) 

这 人 时, 方程 (27) 唯一 确定 医 数 y= 二 ww (x) ， z= 二 wz (z+) ， 使 得 0 = Wi (20) 20 一 
= wa(20) 。 把 这 两 个 国 数 代入 了 中 ,得 到 一 个 变量 x 的 列 数 , 它 当 x=xo 时 有 极 大 
值 : 由 此 推 岩 : 

fz, Toy Yos 50) + fy, (Los yoy 20) wi (xo) + fs x0, Yos $0) ws (zo) = 0 
代 天 次数 (27) 中 ,对 zz 求 导数 ,在 点 (zo， 加 ，20) 得 到 : 
Pzot Phi To) + Paw2 (70) =0, ys, + yy (20) + yrs (x0) 一 0。 
把 这 两 个 等 式 各 屁 以 和 1，*s, 与 上 而 的 逐 项 相 加 : 
U zt Mpa, t Npz) + (fy, t+ NPY, + Nopy,) wr (zo) 十 
二 (fz 十 和 pz 十 Map ) oo (10) 一 0。 (29) 
注意 (28) ;, 可 以 肯定 ,由 下 面 两 个 方程 : | 
fy, t+ Ay, + rpy,=0, f A 十 和 ap 十 和 spz, 一 0 (30) 
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一 一 一 一 一 


丰 以 确定 入 1 与 和 Xs, 于 是 方程 (29) 化 为 等 式 


广 十 和 po + py = (31) 
于 是 在 这 情形 下 和 潍 煞 法 可 用 。 程 (30) 与 ye 
P(Xoy Yoy 20) = 与 yl(%0y yoy 20) =0, 


oad ;不 对 yo 与 2 求 导 数 而 对 20 与 名， 或 对 
与 2 求 , 若 (28) 左边 的 疏 达 式 与 这 里 所 襄 的 两 个 类 似 的 素 达 式 部 等 于 等 , 划 对 于 点 
(40， yo， #0) 不 能 用 胰 数 法 。 在 下 一 段 我 们 考虑 的 例 中 , 设 有 这 种 情形 。 例 如 , 在 

一 中 我 们 有 一 个 补充 条 件 (32), 而 在 这 条 件 的 左边 ， 44，B, C 中 至 少 有 一 个 数 

不 等 于 硅 。 衣 CC 丰 0，, 则 左边 对 z 的 俩 导数 等 于 C， 于 是 在 任何 点 (zy y, 2?) 不 等 于 
考 。 这 瑶 明 ,在 这 情形 下 ,由 箭 数 法 应 尖 得 到 所 有 的 答案 。 

现 妥 二 二 个 变量 的 情形 , 我 们 来 简短 叙述 相对 术 大 值 与 栋 小 值 的 克 分 条 件 。 
设 要 在 什 充 条 件 p(x4; y, 2#) = 二 0 下 , 求 苑 数 f(z, yz) 的 相对 极 大 值 与 极 小 值 。 
作 疼 数 全 = 了 十 Xp。 命 其 对 zy y,z 的 一 春 偶 导 数 等 于 雾 , 再 计算 补充 方程 ， 假 识 
我 们 得 到 值 x=20; y= 二 yoy 2 二 20; 入 = 和 No。 我 们 应 验算 刚直 所 得 到 的 值 ， 亦 即 应 
对 一 切 与 (zo， yo， 20) 现 分 近 是 满足 补充 方程 8 (x) y,; 4) =0 的 (x， yy 5) ,来 确 定 其 
jz 9 2) 一 了 (xzoy Wo so) 的 符号 。 引 进 殴 数 了 (2，9，2) = 二 (X,Y 92) 十 Xp (TY2), 
由 补充 方程 直接 推出 ， 可 取 差 多 (zy 9 2) 一 上 (Xoy yoy 20) 来 代替 盖 了 (x, yy) sz) 一 
一 xzoy yoy 20) 且 只 须 考 处 它 的 符号 。 由 条 件 玖 数 六 (x; 9 3) 在 点 (zo yoy 20) 的 
一 阶 导 数 等 于 奢 。 按 泰 勒 公式 把 它 展开 到 二 阶 导 数 为 上 上) 得 到 琢 达 式 [ 力 看 
1651: 

V (Ty Yy 2) Yro Yoy 50) = Arar + Ardy? + dgyd22 + 
+2agdxdy +20aad rdz + J 十 … 
其 中 ex 表示 国 数 少 (z，29y 5) 在 点 (xzoy yo so) 的 相应 的 二 阶 依 导数 的 值 ， 且 用 
Qay， dz 藤 示 变量 的 改变 量 。 假定 ， pzo zo Yoy 20) 于 0， 十 是 由 什 充 方程 确定 出 
# 二 w(X;Y)， 并 且 名 二 w(x0; Yo)。 由 补充 方程 得 : 
Pr (X,Y 2) d+ py(X, yy 2)dYy + pe (Lr, tj 2)d2 =0, 
把 值 zx 一 zy y 二 yoy 2 一 20 代入 之 后 ,我 们 可 用 dx 与 dy 胡 达 dd%: 


dz 一 一 oo (20y，tWoy， 20) ;> Pyo Loy Yo 20) 0 200 dy, 
Ps, (Koy Yo $0) px, (Xo0, Yo 20) 


把 dz 的 这 个 表达 式 代 入 前面 的 公式 中 , 且 把 同类 项 集 在 一 起 ,得 到 
v2 Yy 2) 一 几 (00y Wo 20) = Adz? +2Bardy + Cdy?+...o 
现 可 用 [163] 中 全 大 值 与 极 小 值 的 御 别 法 。 例 如 ,车 40 一 >0 上 4 >0， 则 融雪 
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f(xy YZ) 在 点 (Xos Yos 20) 有 相对 极 小 值 。 由 [tp03] 中 的 讨论 而 接 推出 ， 作为 所 述 
法 则 的 基础 ， 只 须 假定 ， 国 数 (x) yy 人 ) 与 0(zy 9 2) 在 点 (zoy yo， ?0) 及 其 近 傍 有 
将 到 二 阶 的 加 入 导 禾 。 

关于 相对 极 大 值 与 模 小 值 的 充分 条 件 的 问题 ， 我们 不 想 更 仔 和 地 讨论 了 。 上 
面 讨论 中 最 主要 是 用 着 多 (zy，V，2) 一 (Xo Yo 20) 来 代替 其 f (x, 9 2) 一 了 (x0, Wo， 
5o) ， 而 盖 凡 (2 2 9 一 上 (X03 bo 20) 在 点 (zoy yo; 20) 的 一 阶 导数 等 于 零 , 同时 因 变 
量 的 微分 02 通过 自 变 量 的 微分 qz， ay 由 一 次 方程 确定 。 类 似 地 可 以 确定 更 多 元 
责 数 在 更 多 补充 条 件 下 的 充分 条 件 。 

i69. 例 1. 求 由 点 (a, by c) 到 平面 


Ar+By+Cz+D=0 (32) 
的 最 短 上 距离。 由 所 夫 的 点 (4; by 6) 到 变 点 (zx; y; 2) 的 中 高 平方 由 公式 : 
人生 一 (和 一 二 2 二 (一 划 十 (一 二 (33) 


艇 达 。 
在 这 情形 下 ,坐标 (X,Yy,，3) 应 当 渍 足 方程 (32) (点 应 当 在 平面 上 上 )。 在 条 件 (32) 
下 求 胡 达 式 (33) 的 模 小 值 。 作 山 数 : 
修一 X03+ (y+ (0+A(ArtBy+Cts+D), 
让 它 对 2， y， 2 的 偏 导 数 等 于 等 ,得 到 |: 


1 1 1 
X=4— FAM4) y=b -5b, 0 Cs (34) 
把 这 些 值 代入 (32) 中 ,可 以 确定 和 
2(4a+Bb+Cct+D) 
和 ATB2TO? 5 


我 们 得 到 唯一 的 一 个 合 案 ,因为 最 小 值 应 当 和 在 在 ;所 以 它们 对 应 于 所 要 求 的 变 
量 的 值 。 把 (G34) 中 这 些 值 代入 表达 式 (33) 中， 得 到 由 这 点 到 这 平面 的 最 短 距 祛 的 
妻 达 式 : 
3 = (42+ Br+02), 
其 中 Xi 由 公式 (35) 确定 。 
2 分 检 居 的 正 数 为 二 个 正 数 419，2 的 和 ,使 得 过 这 式 : 


Pa/ (36) 
最 大 ;其 忠心 必 卫 是 葵 定 的 正 数 。 就 是 在 条 件 
字 十 4 十 3 一 4 (37) 


下 , 求 胡 达 式 (36) 的 极 大 值 。 
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我 们 求 才 达 式 (36) 的 对 数 
mlog t+nlortyp logz 


it 
m log x+n iog ty 二 hnhiogz 二 AZ 十 1 十 3 一 0)o 


ne 和 于 人 区 得 到 : 


从 | A] 人 + 
青 几 关 柔 式 (37) ,得 到 : 
久 十 和 十 为 
人 
a 
吏 是 
遇 ma | 一 Ha 2 Da (38) 


十 7 起 Hn ~ m+ntp on. ?4 十 至 十 人 

这 里 求 出 的 变量 的 值 都 是 正 数 。 可 以 证 明 ,， 在 所 设 条 件 下 直达 式 (36) 应 当 有 最 大 
值 * 于 是 像 例 1 一 样 ,这 唯一 的 党 案 ， 就 是 所 要 求 的 ,对 应 于 表达 式 (36) 取 最 大 什 
时 变量 的 值 。 

公式 (35) 议 明 , 数 4 须要 分 成 的 三 份 与 指数 m,n, 2 成 比例 。 

建 沪 写 者 在 以 上 两 个 例 中 按 前 段 所 述 方 法 计 前 充分 条 件 。 

3 在 长 为 儿 的 号 攻 -- 颈 所 上 条 公司 纺 ， 各 关 C 也 2 人 7 家 条 
线 上 电流 强度 各 为 fo 人 1 i918o、 斌 求 要 起 
样 选择 各 导线 的 伐 断 面积 go， 941， gz 人 
使 得 线路 lo (Co 2 ;Cloy 惧 画 端的 及 


吕 依 差 是 瑟 而 用 的 材料 最少 ( 阅 107)。 
所 葵 物 筑 作成 的 线 , 当 长 与 横断 面积 为 1 
时 ,; 电 崩 记 作 。 
% 8 
要 求 变量 go 41，…， 94 的 辆 数 交 z J 
V =iogo Tiq t+ + lrgr 园 167. 
的 最 小 值 。 
注意 所 栓 的 电位 差 瑟 ， 可 以 号 出 大 个 关系 式 : 
mca ts ) B=0 i (39) 


作 疼 数 : 


B= (logo t+ iq1t lg + 六 | (2 十 2 <)-p | 
o 8 
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于 人 对 do 0 gx 的 侦 导 数 等 于 宕 ,得 到 : 


一 Maat ee tA) =0) J Me =0 (s=1, 2, … kb) (40) 
0 


EE 


由 条 件 (39) 得 到 : 
Ue li EE_ lio 
d1 (2 C do 
用 记 这 共同 的 量 , 可 以 是 成 : 
4 el (41) 
由 方程 (40) 就 有 : 
A =i 


把 这 些 % 的 表达 式 代 大 (40) 的 第 一 个 方程 中 ,得 到 : 
和 一 区 (28 十 理 丰 十 十 1 入 


Vio(l211 + 2 


或 4 一 有 lo 
C do | 
由 此 得 到 : go = lio + io CPi 十 1212 十 ne Ei) |。 


代入 这 go 的 表达 式 到 关系 式 (41) 中 ,得 到 g1, gq2， …， gy: 


. ) G3=1, 2，…) k), 


ct to loip 


J + MV io (L271 十 [2 十 十 族 和 ) 
如 世 ，, 由 扩 的 极 大 值 与 极 小 值 的 必要 条 件 , 我 们 得 到 唯一 的 一 粗 正 值 go qi， 
… 4， 由 物理 学 知道 , 当 适 当选 择 横断 面 时 ,应 当 有 一 个 用 的 材料 最 少 的 时 候 ; 所 
以 可 以 肯定 ,得 到 的 值 goy qd，… ;gx 是 这 奖 题 的 解 ， 
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$ 17. 复数 


170. 复数 ” 若 只 限于 实数 , 则 我 们 知道 , 开 方 有 时 不 可 能 ;例如 负 
效 - 开 倘 次 方 在 实数 域内 没有 答案 。 因此 ， 实 系数 的 二 次 方程 不 总 有 实 
根 。 由 于 这 个 情况 , 自然 要 扩充 数 的 概念 ,引出 较 广 义 的 新 数 ,而 使 实 
数 只 是 新 数 里 的 特殊 情形 。 同时 还 要 确定 这 些 新 数 的 运算 , 使 得 实数 
所 具有 的 基本 运算 定律 , 新 数 仍然 保持 有 。 以 下 我 们 说 明 , 这 是 可 能 
的 。 

不 羽 是 作 开 方 时 实数 不 惠 应 用 ,只 由 儿 何 方面 考虑 ,也 会 引起 数 的 
概念 的 扩充 。 我 们 先 就 几何 方面 , 作 数 的 概念 的 扩充 。 

我 们 知道 ,任何 实数 ,可 以 由 车 定 的 OX 轴 上 的 线段 来 表示 ,或 把 
所 有 这 样 的 线段 的 起 点 定 为 坐标 原点 , 就 由 0 轴 上 的 点 来 表示 ; 反 
之 , 0X 轴 上 任何 一 个 线段 或 一 点 对 应 于 一 个 确定 的 实数 。 

现在 我 们 不 只 考虑 OX 轴 , 而 考虑 整个 平面 , 作出 0X, OF 两 个 
坐标 轴 , 如 此 就 可 以 扩充 数 的 概念 ;我 们 让 这 平面 上 每 一 个 矢量 或 是 每 
一 点 对 应 一 个 数 ,这 样 的 数 叫做 复数 

若是 对 于 长 诬 相 等 而 且 方向 相同 的 矢量 不 加 区 别 ,其实 数 不 仅 对 
应 于 OX 轴 上 的 矢量 ,也 对 应 于 平行 于 OZ 轴 的 矢量 。 例 如 ,长 度 等 于 
1, 而 方向 与 正 向 0X 轴 相 同 的 矢量 对 应 于 实数 1。 

长度 等 于 1, 而 方向 与 正 向 OF 轴 相 同 的 矢量 , 记 作 i, 叫做 碟 单 


mm 一 一 


(402) 


中 327， 复数 z < 


与 PN 之 和 素 示 (图 168) 。 不 行 于 OX 辅 的 矢量 人 MP 对 应 于 某 一 实 
数 4。 把 平行 于 OF 轴 的 矢量 PN 所 对 应 的 记 作 好， 其 中 2》 是 一 个 实 
数 , 宅 的 绥 对 值 等 于 矢量 PN 的 长 度 ; 若 PN 的 方向 与 正 向 OF 轴 相 
辣 ,这 个 数 就 是 正 的 ,车 与 正 向 OF 轴 相 友 , 就 是 负 的 。 如 此 ,一 个 矢量 
MN 对 应 于 一 个 复数 , 记 作 


& 十 22。 
”注意 , 表达 式 5 二 好 中 的 记号 十 不 是 运算 号 。 这 个 表达 式 要 整个 考虑 
: 作 一 个 记 复 数 的 记号 。 以 后 确定 复数 的 加 
法 时 ,再 仔细 考虑 这 旋 号 。 

实数 a 与 5 各 对 应 于 矢量 MXN 在 两 


个 耸 标 轴 上 的 投影 的 大 小 。 

自 坐 标 原 点 作 矢 量 04 (图 168) ,使 长 

加 168. 度 及 方向 都 与 MAN 的 相同 。 这 矢量 的 端 

点 4 的 坐标 就 是 (4, 5) ,于 是 我 们 也 可 以 让 点 4 对 应 于 矢量 于 六 与 


04 所 对 应 的 复数 4 十 bi。 

所 以 ,平面 上 任何 一 个 矢量 (平面 上 任何 一 点 ) 对 应 于 一 个 确定 的 
复数 ec 士 中 。 实 数 4 与 六 各 对 应 于 所 考虑 的 矢量 在 坐标 轴 上 的 投影 
(考虑 的 点 的 坐标 ) 。 

在 表达 式 a 二 0% 中 ,给 a 与 5 所 有 可 能 的 实数 值 ,就 得 到 复数 的 全 
体 ,& 是 做 复数 的 实 部 , % 叶 做 虚 部 。 

特别 是 平行 于 LA 于 的 天 量 , 所 对 应 的 复数 与 它 的 实 部 相同 : 

¢+0%= 0, (1) 

由 几何 解释 推出 两 个 复数 相等 的 概念 。 两 个 矢量 , 若 长 度 与 方向 
都 相同 ,就 是 在 坐标 加 上 的 投影 对 应 相等 时 , 算 作 相等 ;所 以 两 个 复数 ， 
必须 此 仅 须 它们 的 实 部 与 虚 部 分 别 相 等 时 , 算 作 相 等 ;于 是 复数 相等 的 

di 十 0 一 aa 十 Di 相当 于 @1=09，01 二 0s。 (2) 
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竺 曾 是 
cx 十 好 =0 相当 于 4 二 0, 5 二 0。 


矢量 MN ,除去 由 在 坐标 轴 上 的 投影 来 确定 它 以 外 ,还 可 以 由 另外 
两 个 量 来 确定 它 , 就 是 它 的 长 度 7 以 及 它 与 正 向 0X 轴 作 成 的 角度 9 
(图 168)。 洛 我 们 算 作 复 数 4 十 02 对 应 于 坐标 是 (0 的 点 ， 则 显然 7 
与 0 是 这 点 的 栎 坐标。 我 们 知道 ,有 下 面 的 关系 式 成 了 江 : 


g&=7 €08 pm, b=7 sin o, 


-二 一 一 0 
2 


0 =are te sb 
了 


正 数 7 叫做 复数 a+bi 的 模 ,9 叫做 它 的 幅 角 。 辐 角 的 确定 可 以 
其 一 个 27 的 倍数 ,因为 当 夭 量 MN 和 绕 型 点 向 任何 一 方 转 整 数 图 时 ， 
它 仍 回 原 位 。 当 7?=0 时 , 复数 等 于 震 , 它 的 辐 角 不 确定 。 这 里 两 个 复 
数 相等 的 条 件 就 是 ,它们 的 模 应 当 相 等 ,而 直角 只 能 类 一 个 2 的 倍数 ， 

正 实 数 有 辐 和 角 2%m， 和 负 实 数 有 四 角 (2 十 1 其 中 是 任何 整数 。 
若 一 个 复数 的 实 部 等 于 雳 ， 则 这 复数 是 码 的 形状 , 叫做 虚数 。 这 样 的 
数 对 应 的 矢量 琅 行 于 0Y 轴 , 于 是 虚数 六 的 翅 角 , 当 >0 时 , 等 于 
(到 +28m); 当 5<0 时 , 等 于 (了 +2hx)。 


实数 的 模 与 宪 的 绝对 值 相 同 。 为 要 记 数 2 十 % 的 模 , 把 这 数 两 边 
各 男 一 小 区 : 


lot+bi| 一 人/ a2+b?, 
以 后 我 们 有 时 用 一 个 字母 记 复 数 。 阁 a 记 复 数 ,上 旭 它 的 模 训 作 
jal。 应 用 表达 式 43 ), a 与 6 可 以 用 模 与 辐 角 来 表示 , 于 是 复数 可 以 
记 作 
r(cos pp 十 Sin 0)。 
这 时 我 们 说 把 复数 写成 三 角 式 。 
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并， 复数 加 减法 几 个 矢量 的 和 由 这 些 矢 量 作成 的 多 边 形 的 封 
亲 线 表示 。 汪 意 这 封闭 线 的 投影 等 于 其 余 各 边 投影 之 和 ,于 是 我 们 了 引 
出 下 面 复数 加 法 的 定义 : 

CRE 古 大 本 证 生生 证 人 生生 证。 
二 (QQs 十 十 @y) 十 (01 十 bs 车 … 十 0,)%。 (吉林 
不 难看 出 ,复数 的 和 不 依赖 于 各 珊 的 先后 肛 序 (交换 律 ); ,并 昌 各 项 可 以 
任意 组 合 ( 精 合 律 ) ,因为 实数 wx 的 和 与 实数 6 的 和 有 这 两 个 性 质 。 

如 上 所 迟 , 复 数 4& 十 0 就 是 实数 4。 同样 0+6%i 可 以 简写 作 好 (看 
数 )。 应 用 加 法 定义 ,我 们 可 以 说 复数 6+5i 是 实数 4 与 虚数 好 的 和 ; 
就 是 4 十 0%== (ga 十 0 十 (0462)。 

减法 是 施法 的 逆 运 个 ,就 是 , 差 

X 十 2 一 (十 Di) — (G+ bo%) 
由 条 件 2 十 22) 十 (as 十 0s2) = Qt1+ O10 
确定 ,根据 (4) 与 (2): sw 二 qs 一 m1，9+b9= 轴 ， 就 是 4 二 一 gs， 
y 二 01 一 6。， 于 是 得 到 : 
CE (5) 
我 们 看 出 , 减 掉 复数 as 十 2%， 相 当 于 破 减 数 ci 十 0 加 上 一 个 复数 
(一 0s 一 53i6)。 于 是 减 掉 一 个 矢量 时 ,只 要 由 菩 碱 的 矢量 ,加 上 一 个 与 要 
考虑 一 个 矢量 4s4i, 起 点 4s 对 应 于 复数 ca 十 bai 端点 41 对 应 于 
xi 十 4。 显然 这 个 矢量 是 矢量 041 与 04。 
hadb) 之 入 (图 169), 于 是 它 对 应 于 复数 : 
(arastb ba (@1—&s) + (bi1— bo)i, 
PO 等 于 它 的 端点 对 应 的 复数 与 起 点 对 应 的 复 
数 之 益 。 
图 “169. 现在 看 两 个 复数 的 和 与 差 的 模 的 性 
质 。 注 意 , 复 数 的 模 等 于 尼 对 应 的 矢量 之 长 ;着 且 三 角形 的 一 边 小 于 其 
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余 两 边 之 和 ,于 是 得 到 {图 170): 

latas| < |al 十 |as|， 
其中 等 号 只 有 在 复数 a 与 ms 对 应 的 矢量 方向 相同 时 成 立 , 也 就 是 在 
这 两 个 数 的 亏 角 相等 或 差 一 个 2 的 悦 数 时 成 立 。 这 个 性 质 ,在 任何 有 
限 项 和 时 都 成 立 : 

[oa 十 as 十 … 十 om S|o| 十 |oa| 十 … 十 |an|， 
的 
中 等 号 只 有 在 各 项 的 辐 角 相等 或 只 益 2r 
的 倍数 时 成 立 。 

注 营 到 三 角形 的 一 边 大 于 其 余 两 边 之 
十 ,可 以 配 成 : 

‘otas!> | ~ |as|, 
吏 是 两 项 和 的 模 大 于 或 等 于 这 两 项 的 模 之 
浅 。 等 号 只 有 在 对 应 的 矢量 方向 相反 时 成 
Yo 图 ”170. 

由 以 上 天 莉 与 复数 的 减法 推出 , 对 于 两 个 复数 之 盖 的 模 , 像 和 的 模 
一 样 ,我 们 有 (图 170) : 

adii 一 |as|j 科 |ad 一 os| 委 io 十 |asi。 

172， 复数 乘法 ”两 个 复数 乘积 的 定义 与 实数 的 聚积 类 似 , 我 们 考 
虑 一 个 数 与 工 的 琴 积 ,还 是 这 个 数 。 对 应 于 模 是 ” 辐 角 是 mw 的 复数 的 
天 景 可 以 由 单位 矢量 得 来 ,单位 矢量 是 长 度 等 于 1, 方向 与 正 向 0 轴 
相同 的 天 量 , 它 对 应 于 数 1; 所 述 矢 量 只 要 把 单位 矢量 的 长 度 借 起 
水, 用 在 正方 向 转 一 个 角度 2 就 得 和 到 了 。 

到 有 天 量 at, Qs, 把 上 述 由 单位 矢量 得 出 矢量 as 的 方法 作用 到 
ci 上 ,得 到 的 矢量 吓 做 ai， as 的 瑟 积 。 

充 ay 9g1) ra， 03) 各 为 对 应 于 矢量 wy as 的 复数 的 模 与 焉 饥 ， 
旧 显 然 它 们 的 聚积 对 应 的 复数 的 模 是 "ars， 辐 角 是 (pl 十 oa) 。 如 此 我 
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们 得 到 下 面 复数 于 积 的 定义 : 
沽 个 复数 的 采 积 是 -个 复数 , 写 的 模 等 于 两 个 因子 的 模 的 环 积 , 幅 
胃 等 于 两 个 因子 的 辐 角 的 和 。 
如 此 , 当 复 数 写 成 二 角 式 时 ,就 有 : 
Ti(C08 01 十 2Sin 9p1)* Ta(C0S Do 十 4Sin po) 一 
一 Yiys[cos(Di 十 gs) 十 ?Sin(oi 十 Oo)]。 (6) 
现在 询 复 数 不 写 成 三 角 式 时 , 求 乘积 的 法 有 ; 
(1+ 01%) (Gg oa) = H+ 
利用 上 述 因 子 的 模 与 辐 航 的 让 法 ,可 以 写成: 
0 一 #4 60SOD1，0 一 ?19in m1, Qs—rs C08 ms, pb3 一 SIin 03， 


依照 乘积 的 定义 ( 6 ) : 


汉 一 Yiys COS(P1+ 08), Y=71rg Sin(wi+ 9a), 
由 此 :; 
T=717s(008 Di e0s 03 一 Sinopi Sin gs) 一 
=71 C0S 91°Ts C09 ga— 71n 1°rs SiN 03 一 
—ai0s— bibs, 
Y=717s (Sin 01603 pe e609 O1Sin pa) = 
一 91SImn m1*T9 0605 ma rT1608 OoyoSln Wg = 
= bi0s + wibs, 
于 是 最 后 得 到 : 
(@ bi (Gat bi) = (00 hb) tt Dotabni, (7) 
当 0 一 2 一 0 时 , 两 个 因子 是 实数 ci, as, 于 是 琵 积 就 是 这 两 个 数 
的 磁 积 caics 。 
当 中 =ce= 一 0, 而 六 =0 王 工时 ,等 式 (7) 化 为 : 
2 一 包 一 一 工 ， 
就 是 看 年 似 的 生存 过 于 As 
依次 计算 ， 的 正 整数 次 方案 ,得 到 : 
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一 一 一 一- 一 一 


RE 
一 般 来 讨 , 当 上 是 任 休 和正 芝 数 时 : 
人 


染 ， 末 , 算 作 访 一 
车 aa 2 十 的 剧 复 数 4 一 也 时 做 a 的 共 正 数 , 常 记 作 a。 
依照 公式 (3 ): 
als a+b 
由 等 式 ( 7 ) 推出 
(a+6%) (ge—0%) = +b’, 
3 一 (& 十 他) (a—0¢) 一 Ca， 
共 塌 复数 业 积 等 于 它 人 它们 中 任何 一 个 的 横 的 平方 。 
ea 显 的 公式 : 
a+a=24, a—a=20, (8) 

由 公式 (4) 与 (7 间接 推 知 ,复数 的 加 法 与 乘法 适用 交换 律 ,就 是 ， 
利 与 积 不 依 轻 于 项 的 先后 欢 序 。 不 难看 出 ,和 车 合 律 与 分 配 律 也 是 对 的 ， 
就 是 : 

(Qi 二 Qe) 十 as 一 0d 十 (as 十 os) ，(alas) as 一 0t(as0s ) ， 
(ol 十 as) 司 一 dd 二 as o 
请 蒙 者 自己 证 明 。 

最 后 , 我 个 指出 ， 几 个 因子 乘积 的 模 等 于 各 因子 的 模 的 乘积 , 心 的 
旺角 等 于 各 因子 的 辐 角 的 和 。 如 此 ,复数 乘积 等 于 零 ,必须 上 且 仅 须 至 少 
一 个 因子 等 于 雳 。 

173. 复数 除法 ”复数 除法 的 定义 是 乘法 的 逆 运 算 。 如 此 , 若 被 除 
数 的 模 与 辐 角 是 (ri，21) ,除数 的 模 与 辐 骨 是 (7:;， 83)， 则 不 难看 出 ,者 
除数 不 是 雳 , 除 的 千 果 是 确定 的 , 商 的 模 是 元 辐 角 是 (9: 一 9a)。 把 商 


记 作 分 式 的 样子 ,可 以 写成 : 
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T1608 O1 十 2SIn p1) 
ecog aL SIN we) 
于 是 , 商 的 模 等 于 入 除数 与 除数 的 模 之 商 , 商 的 辐 角 等 于 彼 除 数 与 
”除数 的 旺角 之 差 。 若 rs=0, 则 公式 (9 ) 没 有 意义 。 
兰 税 除数 与 除数 不 用 三 角 式 ,而 用 01 十 01%, as 二 55, 划 在 公式 (9) 
中 民用 a1, as, 01, 0s， 表达 模 与 址 角 , 得 到 下 了 茄 这 个 商 的 表达 式 : 
CH 十 0 CaCs 十 bls mm bias— 010s 
Wb Qi+ 03 
这 也 可 以 直接 得 到 ,只 可 把 分 子 分 地 全 以 分 母 的 共 塌 数 , 使 分 母 中 没有 
% 就 砂 了: 
tb (CI 十 0 一 0288) (gst+ bbs) + (bigs— a1Da)1 
Qa bz a3 十 bs as+ bs 
于 是 : 


7 
= [cos(p1— ps) +isin(g1— 93)]。 ( 9) 


dc 7 0 

以 上 [1731 我 们 区 过 , 复数 的 加 法 与 乘法 适用 交换 律 ， 结合 律 与 分 
疮 律 。 所 以 , 在 只 取 实 数 时 , 由 这 些 定律 推出 的 公式 与 运算 的 方法 ,在 
含有 复数 时 ,都 是 对 的 ,例如 :加 括号 ,去 括号 ,化 简 公 式 , 指 数 是 整数 的 
牛 是 一 项 却 公 和 式 ,关于 等 疼 骤 数 与 等 比 级 数 的 公式 等 。 

还 要 指出 复数 具有 的 一 个 重要 的 性 质 。 由 公式 (4),，(《5)，(7)， 
(10) 直 楼 推出 :车 在 和 , 差 , 积 , 商 中 ,所 有 的 数 都 换 成 共 地 数 , 划 灶 果 也 

例 姑 ,在 公式 ( 7 站) 中 ,把 六 ,2s 摸 成 (一 1)，( 一 0。) ,得 到 : 

(mm— 0b1) (Ga— bei) 一 (aids 一 0 — (bias + Qarba)%o 

以 上 所 述 性 质 ， 显 然 对 于 任何 含有 复数 加 减 乘 除 的 表达 式 都 对 。 

174. 终 方 ”应 用 公式 (6), 取 %% 个 相同 的 因子 , 就 得 到 复数 乘 正 
整数 次 方 的 法 出 : 

(rleos 8 十 79in pg) ”=7"*(c0s ng + isin ng), Cl 

就 是 ,复数 乘 正 束 数 克 方 时 ,只 要 把 它 的 模 乘 部 样 多 次 方 , 把 旺角 依 方 


Wf ae i eT 
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指数 们 起 来 。 
在 公式 (11) 中 ,让 7?=1, 得 到 达 蒙 佛 公式 : 
(GOS@+LSIN Pm)*=C0SnNng tisn ng, (12) 
例 1. 把 等 式 (12) 的 左边 依 午 赂 二 项 式 公 式 展 开 , 再 让 两 边 的 实 部 与 虚 部 
相等 ,得 到 用 eo3 9 与 sin 9 的 方 宫 表 达 603 wy 与 sin ng 的 公式 中; 


COS np=c0s"@—( 2 9 ] COS'-20g sin? g+( 4 ) on-t psint WD as EE 
(一 D 对 入 ) coOS1-2 罗 Sin250 十 .… 十 


7D snp (n 是 偶数 ) 


是 J 
Te 1 (13) 


jcogop sinn-l1g9 (1 是 有 有数 ); 


sin ng=( 4 ] cos 9 sin gp 一 ( 3 )eosr-spsin? g++ 
_ 1 大 1 a a a 
十 《一 卫 ) ae bp Sin 由 十 … 路 


I neosgpsinn-l1gpg (% 是 偶数 ) 


rn 


ee —1) 3 sin*g (是 奇数 ) 。 
落 %=3, 由 公式 (12) 去 掉 括号 ,就 有 : 
cos3p + 31cosp asinp—3c0 9sinip— tsinig= 00s 39p+1 Sin 39, 
由 此 
cos30 一 60s30 一 3cososinayy sin3g=3 co0s8g sing—sinig, 
2. 求 和 : 
由) 一 工 十 7 COs 0 十 920p5 29 二 +r"1l eos (2 一 王 )9， 
Bn=7 sin p+728n 29 十 十 HL Sm 一)9 
的 表达 式 。 
x z=7 {608 p+t sin 9)， 
再 作 复数 : 
由, 十 加 2 一 工 二 Yeos mtisng) + (Cos 2p 十 4 SIn 29) 十 十 
+ra-illeos(n— lo+isinn—1)ol|, 


@ 我们 用 ( ， ) 部 个 元 素 中 取 双 个 的 粗 合 数 , 就 是 


(%) = ‘(4 _ n| 
mi 1:2...%m mIR—m)l 
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应 用 公式 (车 ) 与 等 比 级 数 和 的 公式 : 


4 十 召开 十 2 十 好 十 … 十 20-1 一 于 区 


= 


_ 1— (eos np+isinng) _ (1—ricosngp) 一 4 Sn 短信 
1—r(cosmt+isin ov) (一 个 e0S p) 一 4Y Slimn 由 
把 最 后 分 式 的 分 子 分 母 乘 以 分 怀 的 共 蜀 数 (1 一 ?+ cos gq) +1r sin py 得 到 : 
对. 寺 浊 Ld-r' eosng) oir sinngj Ld — rCosp) +irsing] _ 
We (一 ceos @)3 十 Y2Sln2 0 


| 


(dricosng) (1—reosg) +ritlsinpsinng 
Ee 
r2—27 cogp++1 
(lr"cosng)rsing— (I~rcospr"sinng ， 
7r23— Jr eos w+1 
__ rntleos(n—1)g—?7"cosngp—?r cosop+tl 
和 72—2r cosm+1 
ritisin(n—1)p—risin 29 十 YSIng ， 
十 一 一 一 一 一 一 一 一 ES A 
7 一 2r cos 0 十 ] 


全 条 件 (2 ), 实 部 与 虚 部 分 别 相等 ,就 有 : 
A 一 十 7 cos p+r? Cos 20 十 十 fil16os( 人 一 1)0 一 


-人 


to 


_ ?rntleos(%—1)p—?"cosngp—r cosp+l . 
+r2—2r cos 由 十 工 


B=? SIngtr2 sn 2 十.… 十 ”LSin( 儿 一 下 一 


ritlsin(n—1)g—r' sinngpi+r sing 


72—27 cos p+1 
算 作 实数 了 的 枢 对 值 小 于 1， 议 *%* 无 肪 培 加 , 取 杷 限 , 得 到 无 劣 胡 教 的 和 
1]—rceoso 


2 人 
了 十 608 由 十 92 60S 200 + Te 


(14) 
1 ‘3 91 本 二 一 r sing 
PO 
在 4, 与 如 ,的 表达 式 中 , 设 7=] 得 到 |: 
工 十 cos 9 十 cos 20 十 … 十 cos(2 一 工 )0 一 cos(n— Do—cosnp—cosp+l1_ 
2(1—eos ow) 
2 sin sin(n— 豆 ) +2sin? sin( 1 i 
re 
4 Sjn3 可 2 sins 
.np (nn—1)p 
Sng cos 一 7 一 
四 (45:) 


Sin 于 
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尖 似 的 得 到 : 
hp ， (一 二 
SI 六 古人 一 
sin 十 Sin 20 十 ,二 Sin 一 1 一 一 EE (19,) 
sin 5 
175， 开 方 ” 一 个 复数 的 即 次 根 是 一 个 复数 , 忆 乘 见 次 方 等 于 原来 
的 复数 。 
如 此 ,等 式 : 
~ recos miisin 0) =p(leos J +o sin y)) 
相当 于 等 式 : 


po"(eos ntisin ny)=7r(e09 pisin wm), 
由 于 复数 相伴 时, 模 应 该 相等 , 辑 角 只 能 差 25 的 倍数 ,得 到 : 
pn" 一 六 2 一 0 十 26r ， 
万 十 2 了 ， 


Hi 


其 中 ~ 了 是 这 根 的 算术 值 , 是 任何 整数 。 如 此 我 们 得 到 ; 
和 


由 小 : p=~Mr,， 由 二 


w 7fcog 0 二 zsin pg) = WT (cos sin 


就 是 ,复数 开 方 时 ,只 要 把 它 的 模 开 方 ,把 申 角 用 方 指数 除 。 

在 公式 (16) 中 ,5 可 以 取 所 有 的 整数 , 不 过 可 以 证 明 % 次 根 只 有 
个 不 同 的 值 ,它们 对 应 于 

人 (17) 

为 要 永明 这 一 点 ,我 们 注意 ,对 于 两 个 不 同 的 值 4 一 如, b=, 当 焉 
角 了 士 汪 亚 与 呈 寺 2 之 差 不 是 2 的 倍数 时 ,代入 到 公式 (16) 中 的 
灶 果 不 同 ,车 这 两 个 罩 角 之 差 是 2 的 倍数 ,区 糙 果 相同 。 

不 过 (17) 中 的 两 个 数 之 其 (f61 一 6) 的 炮 对 值 小 于 m%, 所 以 其: 

pih v2hsr _ bi hs 9 
1 ” 


1 


不 可 能 是 2x 的 倍数 ， 就 是 (17) 中 的 % 个 值 对 应 于 根 的 %% 个 不 同 的 
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值 。 
再 设 hs 是 一 个 整数 ,不 包 合 在 (17) 中 。 我 们 可 以 用 %% 除 ,写成 
ks = qn + ki, 
其 中 9 是 一 个 整数 , i 是 (17) 中 的 一 个 数 ,于 是 
p++ 2k sm 


= + wg, 
就 是 fs 对 应 的 根 的 值 与 包含 在 (147) 中 的 H 对 应 的 值 相同 。 所 以 , 复 
娄 的 如 次 横 有 各个 不 同 的 信 


在 这 情形 下 ,上 小 根 的 所 有 的 值 都 等 于 等 。 
例 1. 


有 当 根 号 下 的 数 等 于 雾 时 , 就 是 7=0 时 , 这 个 法 则 才 不 适用 
j 1 确定 “的 所 有 的 值 


i 的 模 等 于 1, 辐 角 等 于 万 ， 所 以 
a TT igsin — 二 GOS 


可 十 2jix D +2hr 
= 5 二 +t Sin (k=0, 1, 2), 
我 人 用 导 到 下 面 M 1 的 三 个 值 : 
cos 二 十 isin 4 +31 ost sin 深 == 一 VV 
cos + Sn 过 一 一 4。 
2， 考 趾 尽 工 的 所 有 的 值 , 就 是 二 项 方程 : 
Ss 
的 所 有 的 解 。 

1 的 模 等 于 1, 辐 角 等 于 党 ;所 以 

/1 = cos0isinl0 一 oos 一 一 十 4S]n 一 (k=0, 1 2 4 一) 。 
用 < 二 当天 一 上 时 这 个 模 的 值 : 


:一 cos 生 十 isin 
依照 达 募 佛 公式 : 


EK = C08 2 
就 是 方程 所 = 工 所 有 的 要 有 下 面 的 形状 


于 +SIn 
多 
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ek (k=0,1,2,..., %—1), 


这 里 =1。 
再 考虑 二 项 方程 : 
grt 
用 新 未 知 数 符 代 z, 识 
zs 一 MA 9) 


其 中 Ma 是 4 的 n 次 根 的 一 个 值 。 
代 天 到 所 葵 的 方程 中 ,得 到 % 的 一 个 方程 : 


ui=], 
由 此 看 出 ; 方 和 二 4 所 有 的 根 可 以 写成 : 
Maee (k=0,1,2,..,, 4—1), 


其 中 ~ a 是 这 个 根 的 一 个 值 , se* 取 1 和 的 mw 次 根 的 所 有 的 什 。 
176， 指数 画 数 ”以 前 在 实 指数 x 的 情形 下 ,我 们 考虑 过 指数 函数 
。 现 在 我 们 推广 指数 画 数 的 概念 到 复 指数 的 情形 。 对 于 实 指数 , 画 
让 e” 可 以 写成 下 面 的 级 数 [129]: 


er 一 1 十 入 十 名 十 和 十 …。 


在 纯 虚 指数 的 情形 , 我 们 用 类 似 的 级 数 作 指 数 夯 数 的 定义 , 就 是 ， 


Sf 。 
HE: 
WW 


yo Yo) (YY) 
Mr 分 1 T 9 > | 


分 别 实 部 | nl 
由 此 ， 再 回忆 os y 与 8 sin y 的 展开 般 数 1830 ,就 得 到 : 
e’=C0g8 ys gin Y, (18) 
有 时 这 公式 用 作 指 数 取 纯 虑 数 时 ,指数 画 数 的 定义 。 
用 (一 急 竺 代 4 
6 外 一 C0S 4 一 Sin y, (19) 


由 方程 (18) 与 (19) 解 出 cos y 与 sin gy, 就 得 到 尤 拉 公 式 ,用 入 虚 指数 的 
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指数 出 数 表达 三 角 画 数 的 公式 : 


evi evi | evi_e—ni 
多 OS 1 a 9 4 SN | 过 Sr 


由 公式 (18) 得 出 复数 的 指数 公式 , 设 模 是 了 辐 角 是 9: 
reos 由 十 2Simn 由) 一 Ye9 
对 于 任何 复 指数 ,指数 画 数 用 下 面 的 公式 作 定 义 : 
etvier0r = (009Y+% Sin y), {21) 
就 是 ov 这 个 数 的 核算 作 等 于 人 幅 角 等 于 
不 难 把 乘法 化 为 指数 相 加 的 法 则 推广 到 复 指 数 的 情形 : 


六 2 二 人 ww 十 0， 2 一 0 十 2 


中 (20) 


2 


Oe6=6° (C09Y+S Sn y) esfeos +o Sn yi), 
应 用 复数 乘法 法 则 [172]: 
Greer=ertn[eog(Yy+ yi) +o Sin (y+ Yi) 1 
这 每 式 右边 的 表达 式 , 依 照 定义 (21) ,可 以 写成 : 
ettgiwh 就 是 C++， 
除法 化 为 指数 相 减 的 法 则 : 
p2 


| = 一 


蔬 “1 


可 以 直接 由 汪 以 除数 的 倒数 得 到 。 
当 是 正 整数 时 ,我 们 有 
z (6*) "= O69 0 OF 
应 用 万 拉 公 式 ) 可 以 把 任何 sing 与 eos9 的 正 整 数 次 方 寡 或 这 样 的 方 寒 的 冬 
积 , 化 为 具 含 倍 骨 的 正 强 或 余 蝶 的 一 次 天 诸 项 之 和 : 


(ent i EC 一 中 出 


5 pie pi 
S11 B= 二 Den 》 十 | 
重 


nk pe 
COST 二 , 


(22) 


鸽 牛 焉 二 项 式 公式 展开 等 式 的 右边 ,再 依照 公式 (18) 与 (19) 把 指数 陋 数 化 大 
三 骨 关 数 , 了 就 得 到 未 知 表 达 式 。 
例 1. 


416 第 六 章 ” 复 数 ， 高 等 代数 利 步 与 柄 数 的 积 从 法 
(er! ee-vi) 到 加 pdpi de2n! 人 ee -dp! 
7 "1 16 16 16 


了 eipie-dpt 1] erie-29! 3 
DT 


一 
| 


03 29 十 二 cos 4。 


上 > 


(eri—e-n)t , (erite-r)s (epi 一 e-2pD3Ceri 一 e-90) _ 
16 8 2 
ee - 3e | 十 | = 69i) 人 一 6- 人 

128 
ee? 一 259i 一 号 p39， 十 deri 十 36- 中 一 Se 到 一 CE- 一 59i 十 e-T9i 
二 A 


Sint gy C033 太一 


3 3 1 
hz GAOS 39 BI 50 十 SO ipo 


注 管 ， cos p 的 任何 整数 次 医 与 sn 9 的 偶 次 若是 0 的 偶 玫 数 ,就 是 用 (一 9) 替 
代 9 时 它 作 未 变 , 这 样 的 偶 酌 数 的 表达 式 中 只 含有 倍 角 的 余 竹 。 若 是 mg 的 奇 苑 数 ， 
避 是 用 (一 急 蔡 代 mp 时 画 数 变 号 ,例如 sinp 的 奇 次 宕 ,这样 的 殴 数 的 展开 式 中 只 会 
有 倍 和 角 的 正弦 ,在 这 展开 式 中 一 定 没 有 常数 项 。 讨 论 三 角 极 数 时 ,我 们 再 仔 桨 弄 清 
楚 这 些 情况 。 

177 .三 角 夯 数 与 双 曲 线 夯 数 ”以 前 我 们 只 考虑 过 实 角 的 三 角 夯 
数 。 对 于 复 角 z, 我 们 依照 尤 拉 仅 式 来 定义 三 角 责 数 : 


oz! .et ， ei BE 一 2 
2 01 


这 里 ,右边 的 表达 式 中 , 对 于 复数 2, 用 [176] 中 确定 的 意义 。 
应 用 这 两 个 公式 与 指数 画 数 的 性 质 , 不 难看 出 , 对 于 复 角 ,下 列 三 
角 公 式 的 正确 性 。 下 列 各 关系 式 ,请 著者 练 敌 证明 : 


Sin” ?十 co8? 2 一 十 。 


一 eOSs 由 一 


Sin (Zz 二 21) 一 Sin z 608 zi 二 C08 % Sin 2 、 
COS (2 21) 一 608 2 608 Z1— Sinz Sin 21 . 
本 数 娩 2 与 ctg z 用 下 列 公 式 来 定义 : 
_Sinz J ei—e™* 1 esi—l 


GOSZ 2% eie st 2 erc1? 
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0092 .eTe” ~ er! 十 ] 
clg 2— = v Oe 2si 了” 
现在 还 双 曲线 画 数 。 
双 曲 线 正 弦 与 余弦 用 王 列 公式 来 定义 : 
hy 一 Sin Ee” 二 ,A 
§ 5 一， ch z 一 CO0S ? 可 一， 


Snh2z 多 一 上 627 一 上 
chz2 ete * el] 
0 Cte Bp 
Sh2 ee—e*: 6 一 
应 用 这 些 公 式 , 不 难 引 出 下 列 的 公式 : 
ech? z— gh? z=1, 
Sh (21++za) 一 sh 1 ch zs++ ch 2 sh zs, 
ch(%1 +2s) 一 eh z1 eh zs+ Sh 21 Sh zs, (28) 
sh 22=2shzchz, eh2z=ceh’z+t+sh’z, 


2th zx _ 工 十 cth 2 
工 十 th3z 7 a 2cthz “ 


如 此 引出 双 曲 线 三 角 的 公式 , 与 普通 图 三 角 的 公式 很 类 似 。 只 要 
在 普通 三 角 公 式 中 ,用 sh > 替代 Sin z, 用 ch xz 替代 cos 2 就 得 到 双向 
线 三 角 的 公式 。 这 可 以 由 双 曲 线 画 数 的 定义 直接 推出 。 

应 用 以 上 所 述 , 不 难得 到 下 面 双 曲线 画 数 化 和 为 积 的 公式 : 


th 22 一 


sh 21 -+ Sh zs = 2sh oh 


sh > — sh zs = 2Sh 各 oh 和 
(24) 


ch 2 十 ch zs = 2ch ha s 


可 


ch re ch ~9 一 29h sh 


现在 我 们 考虑 当 变量 取 实 数值 时 , 双 曲 线 画 数 : 
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Gr cn 
a 
2 


2 
27 
th p= 7 cth ?一 和 


夯 数 y=chz 的 留 形 是 惹 链 线 y 
[78] , 在 [178] 中 我 们 再 仔 和 讨论 | 


亡 - CAX 
. 轿 171 上 表示 出 ch 4w, sh ww, th 2， 


cth zw 的 图 形 。 : i 
直接 求 导 数 ,得 到 下 列 的 表达 式 : ” ” pA ee i 


d sh wx 


3 一 Ch 2， 


dathz_ 1 wcethz a 
dl hi» dz sh 2 Shx 


由 此 得 到 积分 表 : 加 191. 


sh 2 oz 一 ch 2 十 C， 


人 var=sh s+0C, 


[we Ue = 一 Cth z+C, 


“ 双 曲 线 Pp COSt 与 s sin 上 对 于 轩 
i 十 %2 一 Q 
一 样 , 贺 数 oh 上 与 中 对 于 等 轴 双 曲线 : 
太一 久 一 0 
的 参 变量 才 示 法 ;有 辐 样 的 作用 。 
这 个 图 的 参 变 方 程 是 : 


4 
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m=0C0st, y= snt, 
而 这 等 轴 双 曲线 有 
r=a6hi, y=% Shi, 
这 不 难 由 关系 式 : 
ch2 一 8h2 {=1 
来 肯定 。 


在 图 与 双 曲线 中 ; 这 参 变量 i 的 几何 意义 也 是 一 样 的 。 若 用 8 记 
局 形 4OM (图 172) 的 面积 ,用 So 记 这 图 的 全 面积 , 旭 显 然 


Qn 
’ 
y 
WW od Mx) 
,人 a Mtn i 
w 
区 1 工 72， 图 178. 


和 
| 


再 设 用 S 训 等 轴 双 曲线 中 类 似 的 局 形 (图 178) 的 面积 。 我 们 就 


有 : 
S$= 胡 积 OMN 一 面积 AMN = 三 og 一 | y dz 一 


-二 DA -| VE- 
依 [99] 中 公式 计算 积分 , 求 出 : 


S=ioV/ PH -3 a ogo+ V0)]:= 


= 二 02 .0g (e+ Ys-l )。 
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知 仍 用 D6 记 图 面积 , 襄 
4 一 2m 亲 一 log 人 


则 不 难 求 出 : 


2 一 可 (对 十 e 一 4ch 


y=\M 人 2 一 0 一 /oaohsf 一 03 一 0 sh +, 
于 是 我 们 得 到 等 轴 双 曲线 的 参 变 方程 。 


178. 县 闫 钱 ”讨论 一 条 密度 均匀 的 链子 , 两 端 各 里 在 点 41 与 4; 时 所 作成 
的 曲线 (图 174) 。 


y 
,~ Ml,be) 
Wy 
六 - | 
tom , 
" jo (g(a + dem) Ey / ord 
pds A(and 党 ， 
7 : Ne 5 
二 


| 
| 
[ 矿 
和 


i % 
, 


和 
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一 一 一 


在 这 曲线 所 在 的 平面 上 ,作出 水 平 的 0X 轴 与 贫 直 向 上 的 07 轴 。 考 虑 这 链 
子 的 一 小 自 用 Mi= 改 。 由 于 这 小 段 的 重量 以 及 链子 的 其 余部 分 的 关系 , 在 这 -- 攻 
二 受 张 力 了 与 Ti 自作 用 。 这 些 张 力 沿 切 线 方 向 作用 在 这 小 段 的 两 端 胜 与 M1(7 
党 切 厂 的 负 向 , 71 党 切线 的 正 向 ) 。 重 量 与 这 一 段 的 长 成 正比 : 

dp=p ds, 
其 中 p 是 这 链子 的 浅 密 庆 ( 单 位 长 的 重量 ) 。 

为 要 平衡 , 必 伏 且 仅 须 , 这 小 段 上 的 作用 力 在 水 平 与 锥 直方 向 的 分 力 和 都 等 于 
党 。 因 为 这 小 息 ds 的 重力 是 锅 直 的 , 它 的 水 平分 力 等 于 零 , 所 以 7 与 全 的 水 平分 
力 应 当 大 小 相等 方 身 相反 。 用 Zo 记 它 们 的 水 平分 力 的 大 小 。 

由 图 我 们 得 到 :各 铝 交 分 力 的 表达 式 : 

-tea=—Toy, To te(a+da) =To0(y' + dy'), 

这 里 lx 是, 当 届 点 下 改变 到 点 Mi 时 ,切线 与 OX 轴 所 作 角 度 a 的 改变 量 , dy 
是 对 应 的 切线 科举 为 改 变量 。 

读 人 与 71 的 谷 直 分 力 与 重力 p ds 之 和 等 于 震 , 得 到 ; 

2760( 人 十 00 站 一 Zooy 一 0 一， 


就 是 To dy' = p ds, 
可 以 写成 : 
To dy 一 pwV 1+y? da。 (25) 
应 用 分 离 变 量 法 [931; 
dy’ dz .prob. 
Vity? hi SR 


注意 ,是 一 个 常 其 ,与 张力 的 水 平分 力 成 正比 ,与 链子 的 线 密 度 成 反比 。 
求 积分 ,得 到 六 树 : 
lg (y' + MM 1+y) | ) 


T+ 


由 此 e = +V Ly; 
为 要 确定 几 , 用 这 窜 式 两 边 除 一: 
_ 全 + 人 (1 1 
Rs 


. a 
1 二 A/ 1 十 十 4 fo 
由 这 两 个 等 式 笑 项 相 减 , 求 出 : 

1 者 二 AL 是 十 人 1 
VY 三 i > Fg 


每 积分 一 次 ,; 时 到 未 知 曲 杀 航 方程 ; 


2 绒 六 章 复数， 高 等 代数 和 初步 与 画 数 的 积分 法 
y 十 Ca 和 人 e i (26) 
任意 弟 量 C1 与 Cs 由 曲线 多 过 点 di (aiy 如) 与 4a(aay， ba) 这 个 条 件 确定 。 不 
过 ,在 应 用 上 , 最 大 的 兴趣 不 在 于 这 曲线 的 方程 ,就 是 不 在 于 常量 01 与 C。。 而 在 
于 点 筷 ， 妇 ;的 水 平 距离 , 铃 相 距离 与 弧 414, 之 长 的 关 和 柔 。 
讨 询 这 三 个 量 的 关系 时 , 我 们 可 以 玫 行 移动 坐标 轴 。 到 点 (一 a 一 C02) 作 原 
尽 ， 就 可 以 算 作 方程 (26) 中 Ci=Ca=0, 于 是 这 方程 化 为 最 简单 的 形状 
y= (er te k) =keh 元 (26,) 
由 此 显 见 ,这 曲线 是 县 链 镜 。 
设 如 上 所 壕 , 选 定 坐标 轴 后 ,41 的 坐标 是 (ez bi) ;， 4; 的 坐标 是 (azy b2)。 用 
ls 各 记 41, 4; 卫 的 水 平 距 离 , 欠 站 用 况 与 弧 长 ,就 有 : 
(=as—a1s hh=bs— b= kp( ch 一 ch 2 )， 


5 a fs ( a a 
一 ] '2 dx = 十 Sha 一 cx 一 haxrx=kl sh-2 — sh-t 
8 |， A 十 20 | 刀 工 十 8 7d | x , S sh )。 


一 S :| ni” | 一 一 上 mt | 了 “2 : 1 


号 一 pin sh 二 25 ch 2 站 二 2 sb ela 


由 此 ,根据 (23) 中 圭一 个 公式 : 


2—h2=4h2 sh? 可 


于 是 得 到 : ， 与 3 的 关系 。 
这 关系 式 可 以 写成 下 面 的 公式 : 


) 
了 _ Vs 

| [ 

2k 

若 答 定 晤 点 与 链 长 , 旭 量 7) 疡 与 ss 已 知 ,于 是 可 以 由 方程 (27) 确定 k; 若 线 窗 

度 P 也 已 知 ) 就 可 以 求 出 绰 力 的 水 平分 力 To。 

为 写 起 来 简短 起 见 , 识 : 

1 ， Ms 一 ja 

28 


(27) 


cs 一 to 


方程 (27) 就 可 以 吴 成 : 
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0。 vy 
回忆 指数 本 数 展 成 的 航 数 [129], 得 到 : 
sh _ ei—e-t £2 £4 6 
py 
2 


由 此 看 出 ， 当 上 由 0 培 加 到 十 时， 也 保持 由 1 增加 到 + ce。 所 以 , 当 尾 总 


狂 定 一 个 值 c 宇 1 时 , 应 用 双 曲 ed 可 以 算出 方程 (271) 的 一 个 正 根 。 答 定 
的 量 儿 与 s 应 当 满足 下 面 这 条 件 : 


二 或 s2>=h3 二 - 3， 


这 由 几何 方面 很 容易 看 到 , 因为 Mh?+ 吕 是 统 
414, 之 长 ,出 s 是 这 两 点 间 基 链 米 的 弧 长 。 
例如 全 
s 一 100m， i=50m, 
h=20m, p=20kg/m, 


我 们 得 到 : z 、 
c 一 0.02\10000 一 400=0.8w 6 =1.96, 
由 表 求 出 方程 (271) 的 根 : 
! 
=z=2.15, 
因此 一 天 0 一 we 50 _ x 20=232 ke 
92t' 2x2.15 9 


设 两 个 县 点 一 样 高 , 计 论 链子 下 竹 的 距离 了 (图 175): 
i "i 
f= 04 -00=5(ewte Ww) -b= (emt 2), 


把 指数 琐 数 展 成 航 数 ,得 到 ; 
A 1 1 -| 4 
21 923.k 二 丰 4 
Ss = 
同 柱 ,对 于 $= A414，,， A (27) h=0]: 
7, 5 -人 1 i 
Ss=ek sh de “ee 2°*) (十 可 5 + i 


在 级 数 (28) 中 只 取 一 项 ,得 到 的 近似 值 : 


Ei te 


~- 十。 《23) 


-+ (29) 


se EL 一 ~ 


山 例如 慷 克 与 局 治 直 。 
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在 (29) 中 取 前 两 项 ,再 代入 这 个 六 的 玫 达 式 : 
3 1 
求 微分 ,得 到 链 长 的 改变 量 与 下 焉 距 误 的 改变 量 之 提 的 关系 : 
da Lo 或 df ds, 
我 们 得 到 方程 (25) 时 , 设 在 链 的 任 y 
何 一 般 上 作用 的 重力 与 这 一 段 的 长 度 成 
正比 。 有 时 ,例如 悬 桥 的 链子 ,这 个 重力 AL 3 
就 不 与 这 一 段 的 长 度 成 正比 ,而 与 这 一 人 ”了 
段 在 水 平 轴 上 的 投影 长 成 正比 。 当 桥 板 
的 负载 与 链 重 比较 起 来 足够 大 时 是 这 样 
的 。 在 这 情形 下 ; 替代 方程 (25) , 我 们 
有 : 


~ 


T% dy'=0 dx, 
由 此 风 一 六 7 十 CH 
加 176， 
于 是 ss 十 C4Z 十 Ca9 
0 


就 是 这 曲线 是 抛物 钱 。 
设 巧 点 41 与 4 等 高 ,而 这 抛物 线 的 顶点 是 坐标 原点 (图 176) , 于 是 它 的 方 
程 是 : 


像 上 面 一 样 ,我 们 确定 ! = 4;4， 与 1=04， 
由 抛物 线 的 方程 得 到 |: 


由 此 4a= 寺 。 
再 算 弧 4i42 的 长 度 , 它 等 于 上 04。 长 度 的 二 们 |: 


人 

四 
:=2| Vi + da dr, 

0 
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由 千 顿 二 项 式 公式 就 有 : 
MV 十 4a32xz2 = (1 -+ 4a2r2) 5 一 十 2a273 一 20404 十 9 
再 求 积分 ,就 得 到 的 展开 式 : 
小 


| 
a 一 一 = 二 二 33 二 4i15. 曙 唱 蜂 
S (十 去 2 J 
代 大 上 和 面 求 出 的 & 的 表达 式 : 


s=1+ (下 | /) Pal 人 上 | 


| | ) 有 


其 中 二 于。 只 取 这 展开 起 的 前 两 项 ,得 到 近似 公式 : 


S f2 
ee 
ee 


与 对 于 和 若 链 灼 的 公式 相同 。 
179、 对 数 “ 巷 的 某 -一 个 复数 过 等 于 复数 cos pisin g) ,到 
这 个 指数 时 傲 这 个 数 的 自然 对 数 。 我 们 用 记号 Log 记 这 自然 对 数 , 可 
以 说 ,等 去 
loglr (cog misIn 0D) 一 2 十 


相当 于 etyi~:r (C0g p+4% Sin oO)。 

后 面 这 等 式 可 以 写成 : 

e* (cogs yi sny) =7(c08 p+ dn wo), 
由 此 ,上 比较 模 与 辐 角 ,得 到 : 
= 11 一 六 十 部 和 (=0, 土 ], +2,…), 
就 是 2 一 ]0g7 而 2%=log ?+ (p+ 2hm)Y, 
于 是 
Log[r(eos g++2%sin p)]=log r+ (@ -+ 2k)%, (30) 


就 是 ,一 个 复数 的 自然 对 数 ,等 于 -个 复数 , 它 的 实 部 是 模 的 普通 对 数 ， 
如 此 ,我 个 看 出 ,任何 数 的 自然 对 数 有 无 穷 多 个 值 。 有 有 问题 的 只 是 
于, 它 没 有 对 数 。 若 我 们 限制 辐 角 要 适合 不 等 式 : 


TPN, 
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则 这 样 得 到 的 值 呼 做 对 数 的 主 值 。 为 区 别 对 数 的 主 值 与 由 公式 (80) 所 
欠 的 一 般 值 起 见 , 我 们 用 log 记 主 值 ,所 以 
log [yw(ecos p+%sin wg)] =log 7 十 DY (81) 
其 中 一 TT 之 守信。 | : 
利用 对 数 可 以 确定 任何 复数 的 复 早 。 车 4 与» 是 复数 , 而 v 0， 
则 
人 一 C2Logy 
注意 Log %, 所 以 一 般 来 注 , w 有 无 穷 多 个 值 。 
例 1. 1 的 模 等 于 1, 轴 角 等 于 三 ， 所 以 


Logi=(S +2kz i (k=0, +1, +2, …)。 
2， 确 年 汪 : 
pW a (0 ( 开 一 0， 士 1,， 士 2，.…) 。 
180. 正 站 量 与 矢量 图 ”应 用 复数 于 著 和 振动 的 讨论 。 考 虑 交 变 电流 , 在 每 一 
颇 时 全 钱 路 的 电流 强大 同 为 ) 由 公式 
j= Ijm SIN (wt+ 9) (32) 
确定 ,其 路 玫 时 间 , jn o 与 p 都 是 常量 ， 
我 们 算 作 和 常量 和 是 正 的 , 它 呈 做 振幅 ;常量 w 叫做 角 频 率 , 与 周期 了 有 关系 式 


和 
常量 9 叫做 变动 电流 的 相 。 
强度 由 公式 (32) 确定 的 电流 呈 做 正弦 的 。 上 述 这 些 名 辞 也 同样 用 于 电压 ; 
2 一 2 Sin (wt + 9p), (33) 


以 下 我 们 考虑 ,由 公式 (32) 与 (33) 确定 的 , 俯 正 攻 律 变动 的 电流 与 电压 。 

同 频 奉 的 正 兹 量 有 简 韦 的 几何 表示 。 在 平面 上 过 鞭 一 点 O 引 一 条 个 线 ， 以 角 
速度 w 沼 顺 时 全 方向 旋转 , 这 个 洁 线 叫做 时 加 。 

设 2 半 0 时 ,起 始 的 正 向 时 轴 , 与 0X 轴 重 合 。 

作 估 量 04 (图 177)， 长 入， 与 起 始 的 正 向 时 轴 作 成 角度 wp (注意 访 角 度 时 道 
时 全 方向 向 算 作 正方 向 ) "在 时 列 tb, a 与 时 轴 作 成 的 角度 是 以 十 op， 因为 时 轴 
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04 的 端点 到 时 朝 的 重 线 长 ( 带 有 适当 的 符号 ) 答 出 量 j=j sin (wt 十 9)。 


te0 


图 177， 


表示 间 周 期 的 另 一 个 正 蓄 量 
JSin (wt + op) 
时 ,须要 作 卜 为 名 的 矢量 ,与 矢量 04 交 成 角度 
y= —po | 

如 此 ,利用 平面 上 的 固定 矢量 , 可 以 麦 示 间 周期 的 正弦 量 。 任 何 一 个 矢量 之 攻 
表示 对 应 的 正 豆 量 的 振幅 , 两 个 矢量 的 夹 角 表示 对 应 的 正 蓄 量 的 相 的 差 。 如 上 所 
壕 , 作 出 的 矢量 听 做 同 周期 正 居 量 系 的 矢量 图 。 

依照 封 表 线 投 影 定 理 , 关 量 图 上 上 几 个 矢量 的 几何 的 和 ,对 应 于 一 个 同 周期 的 正 
续 量 ,等 于 这 些 矢量 所 对 应 的 正 续 量 的 和 。 

应 用 [ty2] 中 乘法 定义 ,在 矢量 图 上 可 以 作出 各 种 运算 。 

以 下 我 们 用 同样 的 粗 体 字母 让 矢量 。 

矢量 了 冬 以 复数 “6 算 作 等 了 一 个 天 量 ， 它 可 以 把 矢量 了 的 长 度 7 倍 起 来 再 
坏 角 度 p 得 和 到， 就 是 乘积 "eg 可 以 依照 [位 罗 所 述 复 数 乘法 法 则 ， 由 矢量 j 柔 以 
reri 得 到 。 

洛 复 数 re?! 二 成 人 十 p) 的 形状 , 则 这 和 屁 积 可 以 写成 两 项 和 ! 

(at bt) 7 =aj+ bi, 

其 中 第 一 项 是 一 个 平行 于 天 基 的 天 量 ， 常 二 项 是 一 个 短 直 于 矢量 了 的 矢量 。 

任何 一 个 矢量 户 ， 可 以 依 画 个 互相 垂直 的 方向 分 解 , 写成 下 面 的 样子 : 

六 二 0 十 bj= (a 二 bt) jo 

这 时 ,je 十 好 | 等 于 矢量 ;与 广 的 长 度 比 , (e 士 2 的 辐 角 表示 矢量 方 与 1 的 夹 

阴 。 这 个 角 等 于 矢量 广 与 了 对 应 的 正弦 量 的 相 的 差 。 
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我 们 介绍 正 引 量 (32) 的 平方 由 值 的 概念 ， 用 记 哆 弄 ( 入 起 它 。 息 的 定义 是 : 
| | i 
-了 (人 一 二 | do 
er 
求 表 达 式 本 
2= 2, SIn2 (wt i+ op) 一 二 议 一 Im C0S S(O) 


由 0 到 了 = 空 的 积分 , 得 到 : 


J i Io 1 1 
AI ( 和) 一 < i 去 J SI1n 2 (wt 二 全 ) ”Dno 


这 平方 中 值 的 于 方 根 虹 做 正弦 量 的 有 效 值 或 实际 作 x 际 值 
j= VD = 


在 实用 上 上, 作 舌 量 央 时 ,常用 的 矢量 , 长 庶 不 等 于 振 饥 ,而 等 于 量 的 有 效 值 ;就 
是 ,与 以 上 所 作 的 和 失 量 长 庆 比 为 1: V2。 
由 公式 (32) 求 导数 ,得 到 ; 


一 贡 ) COS (Wt + ) = wn sin( of 十 四 十 -本 上 
dea 


i (34) 
由 公式 (32) 求 积分 , 若 要 仍 得 双 | 同 周期 的 正 玻 量 ,就 不 须要 任意 常量 ,于 是 有 
| dt— 一 二 知 eos(oi 十 内 一 一 知 sin( of 十 g 一 : i 
由 此 推出 外: 
|; dt= 二 :yy (35) 


181. 例 1， 考 虑 里 速 有 电阻 E， 自 感 二 电容 的 电路 、 用 4 记 电 压 ， j 记 
电流 强度 , 由 物理 学 知道 ,有 关系 式 : 


v=Rj+ 工 鲁 十 ob at, 


我 们 只 归 于 考 处 稳定 状态 的 电流 ;并且 这 时 电压 与 电流 强 认 是 间 周 期 的 正 避 
。 下 面 这 方 方程 可 以 写成 矢量 式 ， 由 电压 矢量 " 与 电流 强度 矢量 了 替代 与 六 


0 本 部 半 应 应 于 正 蓄 莽 7 2 ;的 矢 基 ， |ia 弛 对 应 于 | 7 的 估量 。 


§17， 复 效 429 


dj 人 


ty -一 Rj+ hit -|j dt 
回忆 公式 (34) 与 (39) ,由 此 求 山 : 
* 。 寺 由 * 和 or 
b= Ri+wHhn ji+ ri™ (E+w)ji=t), (30) 
其 中 
w=wL 一 “一 及 十 全。 (37) 


这 里 得 到 的 电压 与 电流 强度 的 关系 有 普通 欧 姐 定律 的 形状 ; 只 是 欧姆 电阻 的 
地 位 执 成 一 个 复 因子 它 叶 做 这 线路 的 像 内 电 阳 ,由 三 项 电 胆 和 作 万 :区 如 了 
(8) 由 自 感 生 的 电阻 (wz 由 电容 


由 公式 (36) , 天 量 依 了 与 乓 醒 j ee Ri 与 wij。 前 者 陡 
做 五 特 的 电压 ,后 者 则 做 无 志 特 的 电 奈 。 这 两 个 名 词 很 明显 ,我 信 扎 | 算 这 个 线路 的 


i Ma om nd 


平均 功率 WW, 就 是 全 周期 的 瞬时 功率 vj 的 算术 中 值 
= 元 | 他 at = | sin (wt + og ) sin (wt + go) dt, 


其 中 写 弓 压 的 相 , ps 记 上 电流 唱 诬 的 相 , 这 里 
T=tmn Sn (Wt +P) = jm Sin (wt +p2)o 


不 难 求 出 : 


WW 一 -| [eos (p1 — pa) ~— COS (wt + pi + pa) jdt= 


= COS (D1 — pa) = Vorjer cos (1 — 2)o (38) 


知 此 , 当 电压 与 电流 强 庚 的 相 相同 或 差 x 时 ， 平 均 功率 的 相对 值 最 大 ; 当 相关 
三 时 ,平均 功率 的 阁 对 值 最 小 而 等 于 等 。 

注意 的 这 个 小 达 式 ,bb 的 无 瓦特 电压 Wi 座 耗 的 平均 功率 等 于 雪 , 因 为 伏 
其 mii 改 宜 于 矢量 加 于 是 所 有 变 为 焦 其 热 的 平均 功 秦 只 是 由 瓦特 的 〈 作 功 的 ) 电 
压 得 来 的 。 

关 柔 式 (36) 可 以 写成 : 

年 二 一 ?12， 

其 中 人 一 六 =g +ht) 


或 j=yb+T MM Vo 
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HE 


复 因子 7 叫做 钱 路 的 像 似 电导 ， 它 等 于 像 似 电阻 的 倒数 。 由 这 个 公式 电流 笑 
景 分 解 为 矿 特 的 与 无 瓦特 的 分 和 拓 量 G5 的 万 向 与 王 旺 2 的 方 网 )。 
2. 在 有 恒定 电流 的 复杂 线路 中 , 串 连 或 并 巡 有 电阻 时 , 计算 电阻 的 基本 法 则 
是 由 欧姆 定律 与 柯 希 畴 夫 完 律 得 来 的 ;在 稳定 变动 的 正弦 电流 线路 中 ,者 只 限于 电 
压 与 电流 强度 的 用 时 值 , 利 用 对 应 的 矢量 ,可 以 计算 欧姆 虱 似 电阻。 
若 线 路 中 有 申 束 的 像 似 电 阻 
= B+rn, ta= Rt roty*) 
则 电压 矢量 与 电流 矢量 有 关 柔 式 : 
名 一 其 中 全 一 人 十 和 十 (39) 
反之 , 略 电 阻 拉 连 , 则 有 关 邓 式 : 
bo= 如 六 其 中 而 = 元 十 区 二 (40) 


当 串 器 时 ， 这 个 像 似 电阻 ， 可 以 由 所 含 的 像 似 电阻 $19 23 用 图 作 山 ,只 要 作 
出 表示 这 些 复数 的 矢量 的 儿 何 的 和 就 成 了 。 
我 们 庄 并 过 两 个 父 似 电阻 时 的 作法 。 信 上述 法 则 有 


hs 1 _ _ 182 
l,l sj ta" 
1 $9 
设 z / 
"= pe ti p16, (2= pols, $1+$o = Poe , 
我 们 就 有 : 人 


0 


由 此 引出 下 面 的 几何 作法 (图 178) @, 先 求 出 和 5 十 f2=00; 作 A40D 相似 


nn, 


圆 179， 


Fear 一 mr 一 一 -一 = 一 i PE 


DD 图 上 为 简 寻 起 上 内，0X 轴 的 方向 与 矢量 如 相同 ,就 是 设 嫉 =0。 在 一 般 情形 下 , 只 
要 把 0X 轴 依 道 时 对 方 加 纺 骨 眩 内 就 成 。 
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ye 


于 和 C0B, 只 要 把 人 C0B 塘 到 0'0B' 青 引 直线 4D 1 C0'B', 
由 相似 三 骨 形 求 得 : 


0D = 04 _ 068, 谣 是 p= 人 02， 
OU Dp 


9=0—90 (91=00,， 
于 是 证 宛 。 

3， 考虑 在 磁性 加 合 下 的 两 个 线路 的 振动 ( 圈 14719)。 设 1) 和 各 记 厂 路 工 的 外 
电动 势 与 电流 强 床 , jo 记 厂 路 II 的 电流 强度 (线路 了 无 外 电动 势 ); i, fo, 荆 ， 
Ls， C1， Ca， 各 二 两 个 右 路 的 电阻 , 目 感 柔 数 与 电 徐 ， 弄 记 厂 路 1 与 II 的 互感 系 
数 。 

我 们 有 有 关系 式 : 

d) 


1f. 
Vy = Fn 二 7 十 型 五 + 可 | 21 at, 


0 = =Rojst Lz +NM 5 + jo At 
若 涝 感 稳 宁 状态 ,电压 与 电流 强 庆 依 同 频 率 正 玫 律 改变 , 则 这 两 个 方程 可 以 写 
成 天 量 式 : 


本 中 ] 9 量 ee t 可 
v1 =( Rr +o t +-0i 岂 + whij = wi,, 
_ (WOE 


0 =wMifit ( Rat woLait 7)js= Mijt tj 
CO 1 


其 中 音 与 吕 分 别 为 不 考 宕 直路 的 大 合 时 泊 生 路 上 与 厂 路 工 计算 的 像 似 电阻 。 
解 与 72) 不 难得 到 : 


fitat M3 0 tta waM2 1° 


于 是 前 一 个 方程 可 以 写成 : 
( | 
1 


我 们 可 以 讼 ,有 线路 II 时 ， 贱 路 工 的 像 似 电 阻 要 加 一 项 ， 


182. 曲 钱 的 复数 式 ” 若 用 OX 加 上 的 点 卖 示 突 堵 , 划 实 变 晤 的 改变 对 应 于 
OX 抽 上 上 点 的 移动 。 类 侯 的 , 复 变量 《二 7 的 改变 对 应 十 征 画 0F 二 点 的 移 
DB)e 

特别 有 兴趣 的 是 变量 ? 改变 时 画 成 一 条 曲 儿 的 情形 ;这 时 实 部 与 虚 部 ,就 是 华 
标 5 与 Y) 各 为 森 一 均 变 量 尺 的 列 数 ,这 个 寡 变 量 我 们 算 作 是 实 的 。 


了 一 


0 a 
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T= (WW Y=p (Wo (41) 
我 们 可 以 筋 写 成 : 
‘二 00 ， 其 中 (= 二 9 (WW +199(W)， 

这 个 方程 中 做 所 考 庶 的 曲 简 (4]) 的 复数 式 方 各 。 

方程 (41) 芥 出 所 老 吕 的 曲 克 在 直角 坐标 的 参 变 量 尖 示 法 、 若 把 变量 + 写成 指 
数 式 ,我 们 就 得 到 它 的 杞 坐标 表示 法 : 

“一 062 p=pu), 0=a(u)o 

在 这 个 表达 式 中 ,因子 p 就 是 |; 因子 es? 二 一 当 ? 是 实数 时 (9=0 或 7) 就 是 

“符号 ”( 圭 1) 一 一 是 长 庆 等 于 1 的 舌 量 , 记 作 z 


Spon == eai 一 


| 

(拉丁 字 “Signum 一 一 符号 一 一 的 给 写 ) 。 

由 矢量 图 引起 考 不 曲线 的 复数 式 方程 的 必要 ,着 在 关系 式 

UV=6] 

中 算 作 电流 矢量 j 保持 恒定 ,但 是 我 们 可 以 任意 改变 线路 , 则 要 改变 像 似 电阻 上 与 
矢量 5, 矢量 台 的 喘 尽 画 出 的 曲线 叫做 电压 图 ,作出 电压 图 就 可 以 得 到 矢量 v 的 改 
变 悄 形 。 点 也 画 成 一 条 曲 厂 (电阻 图) , 只 是 尺度 与 电压 图 不 同 ( 用 矢量 j 作 备 
位 55 

我 们 考 处 几 个 简 钊 曲 如 的 方程 。 

1. 过 定点 = 十 to 与 OX 轩 作 成 角 雇 & 的 直线 的 方程 是 : 

‘二 $0 二 + ue, 

其 中 参 变 量 沁 记 由 扣 fo 到? 的 距离 。 

2. 以 点 细作 略 心 竺 笃 为 7 的 ?的 方程 是 : 

二 如 十 ?ewi, 

3 中心 在 坐标 原点 ， 咎 翰 为 a 与 b 长 提 在 OX 二 上 的 椭 辐 有 复数 式 方程 

[7 : 


=X 十 i 二 4 608 wtbisinw—= et .a—b 


eu 十 eui 
只 总 


若 长 朝 与 0X 轴 作 成 角度 po, 划 这 杭 园 的 方程 成 为 


Es 


Ce ePui Ce ala 7 2 p—lti | 


一 般 情形 下 , 若 椭 六 中 心 在 点 ,长 轴 与 0X 埋 作 成 角度 go, 则 这 椭 加 有 方程 : 
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ry 上 


一 十 ea 人 + 二 | 
车 b=4a, 这 方程 成 为 咎 径 为 a 的 故 的 方程 ; 
f=to + aethtwl, 
其 中 (wo 土 多 与 参 变 量 x 的 作用 一 样 。 
荐 b= 二 0 得 到 - -个 直线 的 线段 : 


Ee 
$= Fae 一 各 二 lm COS 1 一 0 十 Per ， 


与 0X 轴 作 成 角度 m9, 发 为 24, 以 fo 为 中 点 因为 实 参 变量 + 二 a cosu 只 能 取 
(一 中 与 (二 0) 之 间 的 值 。 

汉 图 与 线段 , 考 上 处 作 当 短 企 轴 等 于 长 咎 轴 或 等 于 名 时 , 帆 加 的 权 虑 情形 。 我 们 
可 以 一 般 的 襄 , 方 程 


全 = + ue We (42) 
总 是 楷 图 的 方程 ,其 中 0， ,4s 是 任何 复数 。 
实际 上 , 设 : 
ui= Miesr, na= Myer, a po, i 一 把 ， 
方程 (42) 就 可 以 写成 : 


一 0 十 天 ietu+b0t 十 有 2e-0r60t 一 人 十 enetLgieGe oi Hse- (+o) , 

由 此 显 见 ;所 考 卡 的 曲 杀 确实 是 述 图 ,以 点 fo 为 中 心 , 竺 轴 各 为 (如 ] 土 贡 ,) ,长 轴 与 
OX 轩 作 成 角 讼 go， 就 是 在 天 量 与 ww 的 夹 角 的 分 航线 的 方向 。 当 六 ;= 二 0 时 , 林 
阅 成 为 圈 ; 当 以 ,= Ma 时 ,成 为 钱 段 ， 

4 言论 在 安排 有 电阻 , 目 感 与 电容 的 线路 中 ,变动 电流 的 现象 时 , 选 变 的 值 画 
成 的 曲 比 ,有 复数 式 方 程 : 

=rer!, (43) 

其 中 与 ?是 任何 复 常量 。 

惟 >= Naeri，7y 一 2 十 bo 化 为 概 坐 标 。 由 此 就 有 ; 


1 pes! 二 AcCPotetayvDu 一 Neavetbuteni, 


就 是 0 一 ieq b=but po 
bj— 
外 此 人 多 》 


让 一 
于 是 p=Neb (N=Nie 0) ， 
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就 是 所 考 患 的 曲线 是 对 数 晤 钱 | 图 180， 对 应 于 二 > 0 的 情形 )。 
对 于 过 复 沪 的 曲名 : 


一 Be? 下 TF YEN DEY 
可 以 先 作 分 螺 线 "。 


VEN Vo Vor + bg = Ver) 


图 ”180. 181. 
再 对 于 每 一 个 * 的 值 ,作对 应 值 Gy fa …6 的 几何 的 和 ,就 得 到 了 (图 181) 。 
183、 楷 和 振动 的 复数 式 表示 法 ”阻尼 水 和 振动 由 公式 ; 


T= Ae-at sin (wt qo) (44) 
天 达 , 其 中 4 与 是 正 的 常量 ,jl 用 复 量 
t= Ae (vo 2)i BD A (ot tpo~ 2)i (45) 


这 个 复 量 的 实 部 与 表达 式 (44) 相同 。 如 此 任何 一 个 阻尼 谐 和 振动 可 以 由 下 面 
形状 的 复 表达 式 
一 app 
的 实 部 表示 ;其 中 % 与 8 是 复数 。 在 公式 (45) 的 情形 下 ， 
n= Ae mw) ， 8 二 十 61。 
在 无 阻尼 贰 和 振动 的 情形 , :二 0, 于 是 6 是 实数 。 
表达 式 (43)， 当 


一 十 本 大 
v= Ae (1 ) 了 了 一 《中 十 51) 一 一 E 十 册 
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削 uo=t 
时 ,与 表达 式 (45) 相同 ， 
由 此 看 出 , 当 t 改变 时 ,点 画 出 对 数 蝇 重 ,这 时 极 角 6 是 时 间 +t 的 各 性 峡 数 : 
0 一 过 十 929 一 5 
就 是 由 坐标 原点 到 点 的 估量 秆 径 以 角速度 w 粮 原点 旋转 。 点 《在 0X 轴 上 的 反 
影 作 成 阻尼 振动 (44)。 若 e=0, 则 点 上 洛 图 p=4 运动, 于 是 它 在 0X 翰 上 的 投 
影 依 无 阻尼 蒿 和 振动 律 
X= sin (wt + po) 


运动 。 


$18、 多项式 的 基本 性 质 及 其 根 的 放 算 
184.， 代数 方程 ”在 这 一 革 中 ,我 们 讨论 多 项 式 : 
站 (2 =Q02 二 a2 十 二 Ox 十 -十 Gn-12 十 Qn， 
其 中 co 81，…,Qx，…， 0 是 给 定 的 复数 ,z 是 复 变 量 ， 并 且 我 们 算 作 
首 项 系数 oo 不 等 于 零 。 在 初等 代数 中 我 们 熟知 多 项 式 的 基本 运算 , 回 
忆 除 法 的 辕 果 ,车 jz) 与 9p (2) 是 两 个 多 项 式 , 9 (2) 的 次 数 不 高 于 f (2) 
的 次 数 ,有 f(z) 可 以 号 成 : 
fl) =9(2)°*Q(2) +R), 

其 中 人) 与 RG) 也 是 多 项 式 , 并 且 RCz) 的 次 数 低 于 9 (2) 的 次 效 , 多 
项 式 Q(z) 与 BR(z) 各 叫做 了 (2) 袖 p (2) 除 时 的 商 式 与 余 式 , 商 式 与 余 
式 是 完全 确定 的 多 项 式 , 所 以 f(z) 通过 wp (2) 写成 上 面 的 形状 是 唯一 
的 。 

当 2 的 基 一 个 值 使 得 多 项 芭 等 于 千 时, 尖 个 修 仇 这 多 天 共 风 要。 
如 此 ， f(z) 的 根 吏 是 方术 

fz) 一 Co34 十 CH 1 十 十 Qi 十 十 Cn-42 十 Co 一 人 (1) 

的 解 。 

这 个 方程 品 做 公关 代 毕 方 竹 。 

当 f(z) 用 二 项 式 (2 一 0) 除 时 , 商 式 Q(z) 是 (nw 一 二) 次 多 项 式 , 首 项 
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池 数 为 co, 余 式 已 不 含有 : 。 傅 除法 的 基本 心里 ,和 有 恒等式 
f(2) =(2—a)Q(2) + 
在 这 恒等式 中 , 代 人 z=&, 得 到 : 
R= f(a), 

就 是 ,多 项 式 (2) 被 除 于 (z 一 4) 时 , 余 式 等 于 f(a) ( 别 姥 定理 ) 。 

特别 是 ,为 要 使 得 多 持 式 f(z) 被 (2 一 0) 除 时 没有 余 式 ,必要 且 充 
分 的 条 件 是 


f (&) = 4 
辽 是 ,为 要 使 条 项 式 彼 除 于 (2 二 4) 时 淡 有 你 式 ,必须 且 仅 须 : 二 4 是 这 


多 项 式 的 根 。 z 
如 此 , 知道 了 多 项 式 的 一 个 根 := 一， 就 可 以 由 这 多 项 式 分 解 出 一 
个 因子 (一 2): 
f (2) = (2 一 g) 广 (2)， 
其 中 
f1(2) 一 oz 十 0120 十 十 六 s2 十 0 (po 一 co) 1 
其 鲜 的 根 是 (nw 一 1) 次 方程 
pozs*1 二 biz? 十 … 十 b，_az 十 bi_1 二 0 
的 根 。 
为 以 下 的 令 述 ,我 们 须要 下 面 这 个 问题 的 答案 :是 否 任 何 代数 方程 
有 根 ? 在 非 代数 方程 的 情形 ,答案 可 以 是 否定 的 。 例 如 ,方程 
6 一 0 (2=2+%) 
没有 根 , 因为 没有 一 个 % 的 值 使 得 左边 的 模 经 成 为 霉 。 但 是 在 代数 方 
中 :任何 代数 方程 至少 有 -个 实 根 或 复 根 。， 
我 们 现在 不 证 明 这 个 定理 , 在 岩 HI 中 , 诗 论 复 变 画 数 蕉 时 ， 再 证 
明 宅 。 
i186、 多 项 式 的 因 式 分 解 ” 任 何 多 项 式 
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f(z2) =a0r Fo + an_12+ a (2 
依照 基本 定理 ,有 一 个 根 2= 和 ,所 以 除 以 (z 一 饭 ) ,可 以 写成 [184]: 
f (2) = (2—21) (Qo 十) 
dh ,依照 基本 定理 ,有 一 个 根 %=zs, 所 以 除 
以 人 一 3) ,可 以 配 成 : 


(2) 一 2 一 为 ) (z 一 23| (ao 办 十) 。 
如 此 用 一 次 的 因子 除 , 最 后 我 们 得 到 下 面 的 f(z) 的 因 式 分 解 式 : 
f(2) =00(2—21) (228) (LOA), (8) 


就 是 ,任何 % 次 多 项 式 可 以 分 解 为 ww 十 1) 个 因子 、 其 中 第 一 个 “个 等 于 首 珊 
系数 ,其 余 的 是 (一 4) 形 状 的 一 次 二 项 式 。 

当代 入 z=z 时 (8 二 1 ,2,…,m) ,分 解 式 (3 ) 中 至 少 有 一 个 因子 成 
为 圭 ; 就 是 , 值 2=z, 是 f(z) 的 根 。 

除去 所 有 的 z， 外 ,zz 的 任何 值 不 可 能 是 f(%) 的 根 , 因 为 对 于 这 样 
的 值 , 分 解 式 (3 ) 中 没有 一 个 办 于 应 为 千 。 z 

车 所 有 的 数 % 彼 距 不 同 , 则 f(z) 恰好 有 个 不 同 的 根 。 海 数 %% 中 
有 相同 的 , 央 f(z) 的 不 同 的 根 的 数 月 少 于 4 。 

如 此 ,我 们 得 到 一 个 定理 : 久 次 多项式 (或 儿 文 代数 方程 ) 的 不 同 的 ) 的 不 同 的 
根 不 可 能 多 于 个。 

由 这 定理 直接 推出 下 面 的 车 果 : 车 已 知 一 个 不 高 于 % 次 的 多 项 式 
有 和 多 于 个 的 不 同 的 根 , 旭 这 多 项 式 所 有 的 系数 与 常数 项 都 每 于 竺 , 束 
是 ,这 多 项 式 恒 等 于 等。 

发 , 对 于 多 于 %% 个 的 不 同 的 z 的 值 , 两 个 不 高 于 % 次 的 多 项 式 
六 (2) 与 fs(2) 的 值 相 同 。 宅 们 的 差 (2) 一 fs (z) 也是 一 个 不 高 于 nn 次 
的 多 项 式 ,就 有 多 于 个 的 不 同 的 根 ,所 以 这 个 差 恒 等 于 震 , 于 是 f1(2) 
与 fs(z) 有 相同 的 系数 。 车 对 于 多 于 %% 个 的 不 同 的 z 的 值 ,两 个 不 高 
于 双 次 的 多 项 式 的 值 相同 , 则 这 两 个 多 项 式 所 有 的 系数 以 及 常数 磊 对 
应 相等 ,就 是 这 两 个 多 项 式 从 此 恒 等 。 
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一 一 一 一 


多 项 式 的 这 个 性 把 是 以 后 我 们 要 应 用 的 待定 系数 法 的 基础 。 这 方 
法 的 要 点 在 于 , 由 两 个 恒 等 的 多 项 式 , 推 出 * 的 同 次 窜 的 系数 相等 。 

我 们 得 到 的 分 解 式 ( 3 ) ,是 依 一 定 须 序 用 多 项 式 f(z) 的 一 次 因子 
除 得 的 畦 果 。 现 在 证 明 , 最 后 的 辕 果 不 估 束 于 除 的 步 骆 , 就 是 ,多 项 式 
有 了 唯一 的 因 式 分 解 式 。 

权 除 分 解 式 ( 3 ) 外 , 另 有 分 解 式 : 

f(z) = O02—A) 2 一 2 2)o (81) 
比较 这 两 个 分 解 式 ,可 以 写 出 恒等式 : 
0oe (2 一 入 ) (2 一 29)… (一 2) 二 00(Z 一 加 ) (2 一 咎 )… (Zz 一 入) 。 

这 恒等式 左边 当 >=% 时 等 于 雳 ; 于 是 右边 也 应 当 等 于 需 , 就 是 
中 至 少 有 一 个 数 应 当 等 于 和 。 例 如 , 可 以 算 作 =z。 恒等式 两 边 注 
掉 (z 一 %) ,得 到 等 式 : 

60 能 一 23)…( 人 2 一 为 ) =00(2 一 四 )… (2 一 2%) ， 

对 于 所 有 > 的 值 都 对 , 只 有 z= 久 可 能 例外 。 根 据 以 上 所 述 ， 这 个 等 式 
也 应 当 是 恒 等 。 像 上 面 一 样 ,可 证 沁 =2 等 等 以 至 于 5。 一 a0; 就 是 ,分 
解 式 (31) 应当 与 分 解 式 (3 ) 全 辐 。 

186， 重 根 ”我 们 已 经 说 过 , 在 分 解 式 ( 3 ) 中 出 现 的 数 ,可 能 有 
相同 的 。 在 分 解 式 4 3 ) 中 把 相同 的 因子 放 在 一 起 ,可 以 写成 : 


f (2) 一 Qo (2 一 各 ) bh (gg) 各， (2=8y) Ee (4 ) 
其 中 v1 roy "yy Cn 不 同 而 
i 十 bg 十 … 十 及, 二 (5) 


涯 在 如 此 号 成 的 分 解 式 中 有 因子 (2 一 2)“, 则 杠 z=%。 时 做 h 重 
根 ,一 般 来 瞳 , 霹 了 2) 被 (2 一 0)* 除 尽 , 而 不 能 被 (一 ct 除 尽 , 旭 多 
顶 趟 CC) 的 根 2=a 是 个 上 生根。 

现在 兢 重 根 的 另 一 个 独 别 法 。 为 此 我 们 洛 虑 泰勒 公式 。 首 先 要 操 
旧 , 多 项 式 了 (2) 的 导数 ,可 以 由 对 于 实 变 量 成 立 的 公式 ,同样 确定 : 

1 (2) 一 Co 十 0 十 十 Ci2 十 二 012 二 CN 
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站 《2 —nao lt (nie ?T+ 二 (n— bom Tan 1; 
f° (2) = =n WO— 1) go ?十 (7 一 二 ) (1 一 2 十 … 十 

二 (nb)(n—b— la 十 二 21 ss。 
OS 


f (0) =f 0) + fo) + EF f(a) + 
tH tt fa) (6) 


是 一 个 含有 a 与 > 的 代数 恒等式 ,不 仅 4 与 z 取 实 值 时 对 , 取 复 值 时 也 
对 。 
现在 我 们 讲 :=o 是 重 根 的 条 件 。 把 ( 6 ) 写成 ; 


1 =o") + 0) + 


0 A (= = -on (a) |+ 


tf +O+…+ 0) 


第 二 个 方 括号 内 的 多 项 式 的 次 数 低 于 (2 一 2)* 的 次 数 , 由 此 和 看 出 
[184] , 当 f(z) 被 (2 一 0)* 队 时, 第 一 个 方 括 号 内 是 商 式 , 第 二 个 是 余 
式 。 为 要 f(z) 裤 (2 一 a)* 除 尽 , 必须 且 仅 须 这 个 余 式 恒 等 于 雳 。 把 它 
考虑 作 变 量 (z 一 a) 的 多 项 式 ,得 到 下 面 的 条 件 : 

je) =f'(0) = fda) =0。 “7 

我 们 应 当 再 补充 上 条 件 : 

FeD(o) 关 0， (8) 
因为 若 fp(e) =0, 则 了 (2) 不 仅 被 (2 一 0)* 除 尽 ,也 窗 (2 一 21 除 尽 ， 
所 以 ,条 件 (7) 与 (8), 是 z=a 为 多 项 式 了 (2) 的 上 重 根 的 必要 且 充 分 
的 条 件 。 
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如 水 (2) 一 (2) ,于 是 : 
py (=F 80), HE) = 一天) 
敬 %==& 是 多 项 式 (2) 的 有 重 根 , 划 根据 、7 ) 与 48 ): 
va) = (ao) 一 出 (9) = = 0) =0 而 VN (60) #0, 
就 是 ，*=4 是 由 (2z) 或 六 (4) 的 (% 一 1) 重 根 。 一 一 就 是 , 一 个 多 项 式 
的 一 个 上 生根 是 这 多 项 式 的 导数 的 (4 一 1) 重 根 。 杀 种 应 用 这 个 性 质 ， 
可 以 肯定 , 它 是 二 险 导 数 的 (4 一 2) 重要 ,是 三 阶 导数 的 (% 一 3) 重要 和 
符 , 以 至 于 是 (h 二 了 阶 导数 的 一 重 根 , 或 者 设 日 根 。 
如 此 , 洛 了 (2z) 有 分 解 式 : 
(2) =a02 (2 Ro) 2) (9) 
则 jz) 有 : 
站 (10) 
其 中 w(x) 是 一 个 多 项 式 , 筷 与 1 (2) 没有 相同 的 根 。 
187. 和 那 氏 法 则 ”现在 我 们 计 , 当 栓 年 值 ?=a, 要 计算 f (2) 与 它 的 导数 的 
值 时 ,实用 上 较 方 便 的 法 则 。 
设 用 (zs 一 0) 除 f(z) 得 到 商 式 了 1(2) 而 余 riy 用 Gz 一 趾 除 1(2) 时 ,商户 (2) 面 
余 73， 等 等 ; 
fi2) = (Saf1(2) tr r= (9); 
六 (2) = (2—40) f(s) 十 fa r=f1(a); 
f2(2) 一 (一 413(2) +ra; ?3=f2(a); 


看 时 量 间 吉 吉 叶 委 和 生生 时 了 


把 公式 (6 ) 写成 : 
! pp fr 
7 =f (0 + 0+ RE 2 一 gj | 


这 个 公式 与 上 面 的 等 式 比较 ,得 到 : 
fi1(2) = 天 全 十 二 e+ 0 el "=f (0), 


同样 对 于 /0 得到， 
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网 pe CR 
3 2 (2) 3 二 《QI 十 人 (& pe a) 十 + AI (a) 
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于 是 一 般 来 芋 ; 
ren= (k=1, 2, .+ 1) 。 
现在 设 : 
2) 二 Qo2 二 G2 十 十 -12 十 Qn， 
fi (2) = 4 br24 by by; bar 
如 此 可 以 计算 商 式 的 系数 六 与 余数 b,。 去 掉 括 号 , 再 把 3 的 同 次 才 写 在 -起 :得 
到 恒等式 : 


U2 十 21 十 十 0 13 十 和 
二 (# 一 4) (bosi"i 填 bg"3 十 … 十 bi 22 十 bi) 四 i 和 
四 bo2" 十 (站 — Von) 22 十 (bo — Did)a2"*-2 十 ce TT 


本 《Pa -1 bi_gd) 2 CO b,_10) } 


比较 : 的 同 次 择 的 系数 : 


oo=boy m= —bod do=bo— ba, 1') 


《中 -一 a bad， Ch 2 b, 本 UTC 


由 此 : 


Di 1 一 四 -十 19 六 一 DG 十 Cr 一 7 


由 这 些 等 式 可 以 相 秋 确 宅 b, 。 
同样 ,把 (& 一 中 除 1(2) 时 的 丙 趟 与 余数 记 作 : 
j 2(2) =c021-? 十 C48" 十 "十 Gn-39 十 Cn-2;) Cn-1 二 ?93 
就 有 : 
co=bo} 04 三 Co04 十 0 ca 一 0 十 ba2) 
Cn-3 一 Cn-34 寺 bn-2 on- 一 en- 吧 十 DT 一 2 
就 是 , 像 利用 w 计算 六 一 样 , 可 以 利用 bs 相 移 计算 系数 ce。 
所 述 的 计算 法 吓 做 和 那 氏 靶 则 或 和 那 氏 算法 岂 。 
应 用 这 个 法 则 , 我们 得 到 量 -六 -2 。 


我 作用 下 万 计算 ,这 孢 无 织 解 中 了 。 


一 一 一 


" 


@ 为 要 得 到 所 要 的 党 案 , 须 女 依 所 确定 的 法 则 作出 所 有 的 运算 ,普通 叫做 算法 。 
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ee 


I Te 


ty 2, ds “3 O29 Oni Oh 
i a | 
多 -bod; bia, bsa, ;bn-ady bn-ady Dn-19 
bo=a0, bi; 0oy D3， “**) bss bn-1 b=7r1 = (8) 
十 Coly Cy CQ yg -20 Cr-20 a 
Se 二 
| g | 
, pe (ct) | 
(0 一 0 Cy (9 《81 9》 Cn-oy | Wn Se ] 
| | 
| (n-2) | 
| -2 (a) 
to=0 {1 | rn 二 2 | 
十 Nod ] i | 
| 
四 | 
jcD (a) 
0 = to Pe : 
"ny A 
pe a | 
nl! | 


例 求 : 2 一 一 9 时 ， 革 [ 数 
f(2)=2 +22t—222— 053+100 


与 它 的 导数 的 值 。 
ee 1， 2 0， 一 <， 20， 100 


-5, 1l5;, —75, 335， -1800 


二 | 


_1700=f (8) 
< 
1， -8, 55, 一 352 | 2120= (0) | 
-5, 65， 一 600 1 
0 62) 
-5, 90 . | 2! | 


| 
ET 


rs Er. = pri i 


1， -18 5 
”三 o1 


i | A) | 
4! 


dD | 
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188. 最 高 公 因 式 ” 省 虑 两 个 多 项 式 , 每 一 个 有 (3 ) 的 样子 的 因 式 
分 解 式 。 所 谓 这 两 个 多 项 式 的 最 高 公 因 式 是 指 ,在 人 1(2) 与 fa(z) 的 分 
解 式 中 都 出 现 的 ,所 有 的 (2 一 4) 形 状 的 二 项 因子 之 乘积 ,其 中 这 些 公 因 
子 所 取 的 方 指数 等 于 它们 在 访 (z) 与 fo(%) 的 分 解 式 中 的 次 数 之 较 低 
者 。 作 最 高 公 因 式 时 , 常 因 子 没 有 作用 。 如 此 两 个 多 项 式 的 最 高 公 因 
式 是 一 个 多 项 式 , 它 的 根 是 这 两 个 多 项 式 共同 的 根 ,这 个 根 重复 的 回 数 
等 于 它 对 于 这 两 个 多 项 式 重 复 的 回 数 之 较 少 者 。 若 答 定 的 多 项 却 没 有 
共同 的 根 , 就 说 它们 是 互 寅 的 。 与 以 上 完全 类 似 , 可 以 确定 几 个 多 项 式 
的 最 高 公 因 式 。 

为 要 由 上 述 方 法 作 最 高 公 因 式 , 须 要 有 答 定 多 项 式 的 一 次 因 式 分 
解 式 。 但 是 求 分 解 式 ( 3 ) 要 求 方程 f(z) 一 0 的 解 , 这 是 代数 学 的 一 个 
基本 问题 。 

不 过 ,可 以 像 在 算术 中 求 整数 的 最 大 公称 一 样 ,有 男 一 个 求 最 高 公 
因 式 的 方法 ,不 须要 因 式 分 解 式 , 对 做 驾 转 相 除 法 。 这 个 方法 的 作法 如 
下 。 设 话 (2) 的 次 数 不 低 于 户 (2) 的 次 数 ， 用 第 二 个 多 项 式 除 第 一 个 ， 
再 用 第 一 次 除 得 的 余 式 除 第 二 个 多 项 式 fs(z), 再 用 第 二 次 除 得 的 余 式 
除 第 一 次 的 余 式 , 看 到 除 得 的 余 式 等 于 雾 为 止 。 最 后 的 不 等 于 雾 的 余 
式 是 所 痊 的 两 个 多 项 式 的 最 高 仅 因 式 。 若 这 余 式 不 含有 2, 姑 所 答 的 
多 项 式 是 互 质 的 。 如 此 ,我 们 得 到 最 高 公 因 式 的 求法 , 求 时 各 多 项 式 的 
变量 依 降 晕 排列 。 用 D(z) 除 1(2) 及 fo(2) ,得 到 互 质 的 多 项 式 。 其 中 
一 个 或 两 个 可 能 不 含有 >z。 

比较 分 解 式 ( 9 ) 与 (10) ,我 们 看 出 ,多 项 式 (2z) 与 它 的 导 关 万 (2 
的 最 高 公 因 式 D(z) 是 

D(a) = 2a) (S20) 2 一 2 
其 中 我 们 不 要 常 因子 ,内 鸭 它 不 天 炊 要 。 
用 D(z) 除了 (2), 得 到 : 


-Pe -2) ea) (en) ; 
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就 是 用 多 项 式 f(z) 与 PCz) 的 最 高 公 因 式 除 f(z) 时 ,得 到 的 多 项 式 ， 
只 有 军 根 ,而 且 所 有 的 神志 了 的 不 同根 彼此 相同 。 

这 样 作法 时 做 解除 多 项 式 7(z) 的 重 根 。 我 们 看 出 ,为 此 无 短 解 方 
程 f(z) 一 0。 

若 jz) 与 广 (z) 互 质 , 则 jz) 所 有 的 根 都 是 单 根 ; 逆 之 普 然 。 

189， 实 和 多项式” 现在 考虑 实 系 数 多 项 式 : 

f (2) =000 Ta 十 十 nan， 
村 设 这 多 项 式 有 上 重复 根 2 一 4 十 0(0 关 0)， 束 是 
fiat) =f (or) = =f Ng+0) =0, 
FE 二 2) 一 4 二 8 天 0。 

在 表达 式  (o 十 1) 与 猪 导数 中 , 所 有 的 量 用 共 加 量 替换 。 这 时 ， 
由 于 系数 “ 部 是 实数 ,它们 保留 原来 的 量 , 只 是 \&+ 好 ) 换 成 (一 202) ， 
就 是 多项式 fz) 保 持原 样 ,不 过 在 其 中 代入 z=04 一 名 来 赫 换 z=4 十 如 ， 
由 [173] 知道 ,复数 用 共 元 数 殖 换 后 ,结果 也 要 者 ,就 是 ,多 项 式 的 值 也 
换 成 共 乾 的 。 如 于 得到: 

fla—b)=f (60D) 一 … 一 DC 一 的 ) 一 0 
fo—0%) = A— Bi#0, 

吏 是 阁 实 系数 多 其 和 式 有 上 重复 根 z=g 十 匀 ， 划 它 应 当 有 vv 当 有 上 重 其 乾 想 
2 一刀 一 0 

“ 所以, 实 系 数 多 项 式 f(z) 的 复 根 , 依 成 对 的 共 塌 根 分 配 。 最 变量 
z 只 取 实 值 ,把 它 记 作 z, 依照 公式 (3 ): 

2)=a0(2—21) 一 为) (7 一 

车 根 中 有 咸 的 , 划 对 应 它 侦 pg 和 
根 的 一 对 因子 相 乘 ,得 到 | 

[一 (十 0 切 ] [2 一 (一 2)]=[c 一 co) 一 2 [Le 一 四 ) +81] 一 

0 十 9 

其 中 
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p=—20, 9=a’+0” (b+*0), 
如 此 ,一 对 共 堪 碰 根 对 应 于 一 个 二 次 的 实 因 子 , 于 是 我 们 推 知 : 实 
采 数 多 项 式 分 锰 为 一 次 与 二 葡 的 实 因子 。 
这 分 解 式 有 下 面 的 形状 : 
f 0) 一 00( 人 一 0 和 (一 08) te (Lp) D+ 
二 Pit T9120 十 2 人 十 03) 人 二 入 人 二 9 (11) 
尘 中 1 TVs, “”” 化 r 作为 fF (7) 的 Ai， ks， ” hb. 重 实 根 ， 而 二 次 因子 对 
应 请 ,7s，…， 1 重 成 对 的 共 埋 厅 根 。 
190， 方程 的 根 与 系数 的 关系 像 忆 前 一 样 , 如 人 za， 2 是 方 
二 
Gor An 
的 模 。 
依照 公式 (3 ) 有 有 恒等式: 
Go 十 QI2 十 和 十 Qn_12 十 Qn 二 Q0(2 一 21) (2 一 29) "(2 一 和 4) o 
应 用 初等 代数 中 二 项 式 乘 积 的 公式 ,可 以 写 gi 
C028 十 CH28m1 十 … 十 Cn 十 十 0n 一 
gfe 9s1+ a" 3 (Ll) Ps (= 11),1, 
其 中 54 记 由 数 及 (8 一 1, 2, …, 中 作成 的 所 有 可 能 的 乘积 之 和 ,每 个 乘 
积 中 有 上 全 因子 。 上 比 枕 2 的 辐 次 最 的 条 数 , 得 到 : 


Y _ Us | (Cr ee 0 
Si 一 一 一 ，8a3 一 一 -人 6 一 《一 二 一， 访 二 (一 4)" 一 ， 
0 C0 Yo wo 


{ 
24 十 2 十 … :十 > SS 
wo 


以 
ro Ed 十 i225 十 Ps 十 2 二 a2a 十 ws 十 2 -12 一 一， (19) 


[EE 
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这 些 公 式 是 二 次 方程 根 的 性 质 推 广 到 任何 高 次 方程 的 情形。 利用 
它们 ,当知 道 一 个 方程 的 根 时 ,可 能 作出 这 个 方程 来 。 

191， 三 次 方程 ”我 们 不 致力 于 实际 计算 代数 方程 的 根 的 问题 。 把 这 个 问题 
委托 于 近似 计算 。 我 们 只 区 三 次 方程 的 情形 , 而 这 里 所 区 的 有 些 计 算法 是 以 后 有 


用 的 。 
先 讨 论 三 次 方程 : 
雪 十 Cd 夫 十 aoy 十 03 一 0。 (13) 
用 新 未 知 数 x 疙 代 y, 让 
y 一 Z 十 Ko 


代入 在 方程 的 左边 ,得 到 方程 : 
T+ (atta)rt dtm taDrt (a Tani+ aa + a 一 0。 


若 设 a= -也 ， 则 9 项 没有 了 :于 是 推 知 ,代入 


方程 变换 成 : 
f(r) 一 03 十 DZ 十 9 一 (1 4) 

的 样子 , 它 不 含 好 的 项 。 

车 Pp 与 9 是 实数 , 划 方 程 (14) 或 者 有 三 个 实 根 ,或 者 有 一 个 实 根 与 两 个 共 二 虑 
根 [189]。 为 要 求 那 一 种 情形 成 立 , 我 们 作出 这 方程 左边 的 一 阶 导数 : 

广 (z2) =32+p。 

若 p>0, 则 疡 (z) > 0; 于 是 了 (x) 总 增加 而 只 有 一 个 实 根 , 因为 当 由 X= 一 > 

变 到 z= + co 时 , 丽 数 由 (一 ) 号 变 为 (+) 号 。 再 设 2<0。 不 难看 出 ， 画 数 f (2)， 


一 一 一 -mm 一 


当 x 二 一 一 卫 时 有 极 大 值 , 当 + 二 一 了 时 有 极 小 值 ,代入 x 的 这 两 个 值 在 画 才 
f(z) 的 表达 式 中 ,得 到 这 函数 的 极 大 值 与 极 小 什 的 玫 达 式 : 


若 这 两 个 值 同 号 ,就 是 
0 (a sg 
( 3 (qr j= + -07>0 


2 3 
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则 这 方程 只 有 一 个 实 要 ,在 区 并 [ 一 号 ， 一 /一 名) 内 ， 或 在 区 间 ( +/ 一 卫 ,+ 一 ) 
内 。 
车 f(s) 的 极 大 值 有 (十 ) 号 ,而 极 小 值 有 (一 ) 号 ,就 是 


号 
2 + 入 <0， (15») 


则 f( 一 00)， 久 ~/ 一 卫 jf(+W/ 一 加 )，f (+) 各 有 符号 (一)，(+)，( 一 )， 


(十 ) ， ny SY 此 外 ,注意 当 p>>0 时 , 一定 满足 条 件 (150)。 著 
者 可 以 证 明 , 在 


37=0 (15,) 


的 情形 ,方程 (14) 有 重 根 士 / 一- 与 根 闻 ,这 里 我 们 算 作 p 直 0, 于 是 由 (152) 推 知 
p<0。 当 p=0 而 4 考 0 时 ， Mn ; 于 是 方程 14) 成 为 十 9 二 0, 就 
是 x=~ 一 q, 由 此 推 知 方程 (44) 有 一 个 实 根 [175]。 当 p=g=0 时 ,方程 (4 是 
73 一 0， 有 三 重 椒 出 一 是。 


以 上 得 到 的 结果 列 在 下 表 中 : 
2 十 pw 十 &=0 
+ 和 >0 ) 一 个 实 根 两 个 共 彰 盛 模 
人 = 
红 十 把 <0 | 三 个 不 同 的 实 楼 
gp -a 


-图 182 上 表示 , 对 于 守 十 例 的 不 同情 形 , 枚 数 


yy 一代 十 DZ 十 9 
的 各 种 位 置 。 在 (154) 的 情形 , 二 重 根 对 应 于 曲 厂 与 0 和 轴 的 切 点 。 
现在 我 们 求 方程 144) 的 根 用 系数 来 表达 的 公式 。 这 个 公式 不 适合 于 实用 的 计 
算 ,在 下 一 段 中 ,我 们 应 用 三 角 黄 数 , 夺 论 实 用 .上 计算 模 的 合用 的 方法 。 
SR 来 蔡 代 未 知 数 2z， 访 


二 名 (16) 
代入 方程 (14) 中 : 
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(二 29) pV) -19 = 0， 了 
4 十 3 十 (十 (3 十 2 十 = 一 0 (7) JY 区 
未 知 数 4 及 受 下 列 条 件 的 限制 : 
了 2 十 罗 二 0， 
于 是 方 棕 导 全) 成 为 : 
十 D1 二 一 go 
如 此 , 同 题 化 为 解 两 个 方程 : 
uv — 一 与， 23 十 13 一 — go (18) 
把 第 一 个 方程 两 边 深 三 次 方 , 就 有 : 
ust3 二 一 上 


对 
一 
07) 十 人 二 一， 


于 是 推 知 ， ww 与 好 是 二 次 方程 


的 根 ; 就 是 网 周 182， 


二 toe 
最 后 ,依照 公式 i 


z= A + ee i (20) 
三 次 方程 (14) 的 解 的 公式 岂 做 卡 当 公式 (二 六 世 各 意大利 数学 宗 ) 
ei a 起见, 用 Ri 与 RR, 到 公式 (20) 中 立方 根 号 下 的 表达 式 : 
r= Ri+Y RR,, 

每 一 个 立方 根 有 三 个 不 同 的 值 [17 四 ]， 所 以 这 个 公式 粹 出 九 个 w 的 不 同 的 什 ， 
而 只 有 三 个 是 方程 (14) 的 模 , 多 出 来 的 zx 的 值 ; 是 由 于 把 方程 (18) 中 Ee 
关系 。 我 们 只 更 +Y 与 满足 关系 式 (18) 的 值 ， 就 是 我 们 应 当 只 取 羔 积 等 于 一己 3 
的 方 根 的 值 。 

用 : 记 1 的 一 个 立方 根 : 


| | 
se 一 cos 宁 +isin 宁 一 一 于 十 刘 忌 


4x . . 4x 1 . 
2 二 C03- 一 十? Sin 一 一 一 二 一 I 
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人 


于 是 裔 V 与 VE 是 满足 上 述 条 件 的 任何 一 组 值 。 它 们 匀 以 e 与 6 就 得 到 立方 
根 的 其 余 两 个 值 [1751。 

注 局 6 二 1, 得 到 方程 (4) 的 根 的 表达 式 : 

r=/R+VR, r= RI +e hh, 
ra = BR +s VR,, (21) 

这 里 筑 作 2 与 9 是 任何 复数 。 

192 三 次 方程 的 解 的 三 角 式 ” 设 方 程 (414) 的 系数 p 与 4 是 实数 ,我 们 旗 过 
卡 当 公式 不 适用 于 根 的 计算 ,我 们 再 能 一 个 榜 实 用 的 公式 。 我 们 分 四 种 情形 考 二 。 


2 03 
上 4 +b 0. 


由 这 条 件 推 知 2 天 0。 侠 式 (20) 中 很 号 下 的 才 达 式 也 与 BE 是 瞄 的 ,不 过 我 们 
知道 这 方程 的 三 个 根 是 实 的 [191]。 


FE 
3 3 a 
> V 生 + 纺 = -卫士 ! M 一 儿 一 瑟 一 reas 站 十 +Slin gq), 
由 此 [74]; 
[3 
z rN 7? 00 PT Dr Ss. 


r=%/r (cos2 二 SIn + 
+ (00s et Tising ts) (k=0, 1, 2)。 


在 两 项 中 ¢ 取 相间 的 值 时 ,两 项 相 滋 得 到 正 数 :Mr = 一 与 。 


最 后 得 到 : 
0 (k=0, 1, 2), 29) 


rod/ 7 eost i 


其 中 了 与 9 依 公 式 (22) 确 定 oe gs 22) 中 第 二 个 方程 的 
不 同 的 9， 就 按 公 式 (23) 得 到 同样 一 套 根 。 


2° 4 十 入 >0 而 p<0。 
方程 44 有 一 个 实 根 两 个 共 辐 虚 根 [19 切 。 由 上 式 推 知 一 扎 < 和 时 。 引 用 辅 有 
朋友 %, 让 


中 = 和 Sin wo (24,) 
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| 一 


于 是 


因为 根据 (2441): 


再 引用 角 许 所 ， 谈 
tg p= /tg 了 ? (24,) 
得 到 洋 根 的 表达 式 : 
五 3M 一 可 
es A/- 守 (tg p+etg 9) = — RE (25,) 
应 用 公式 (21) ,请 廊 者 证 明 , 盛 根 有 表达 式 : 
His tiV -pete 29 (25:) 
9 gq: ps 
2 +>0 而 p>0, 


和 


像 情形 2" 一 样 ,方程 (4) 有 一 个 实 根 两 个 共 酌 瞄 根 。 攻 时 A/ 2 可 能 小 于 | 人 


也 可 能 大 于 | ,于 是 若 代 公式 (241) ,我 们 51 用 角 朗 %, 下 


3 
pg ee DB Wo (261) 


3 , ey 
ey 
Ur La 

2 4 27 COS Ww 3 2 


3 @ 
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撤 三 就 有 : 加 
m= dgp-etg 由 = 加 ctg <9。 《201) 
碟 根 是 : 
VB tg 2p + NP (27;) 
2 3 
4° 和 + 所 =0。 


方程 (14) 有 重 模 ,在 这 情形 下 , 像 p=0 的 情形 一 样 , 方 程 的 解 不 难 求 。 

应 用 这 些 三 和 角 信 式 ， 利用 三 角 对 数 表 ， 可 以 计算 三 次 方程 的 根 ， 且 有 高 度 的 准 
确 性 。 

例 1. 

zs 二 9xz3- 上 23z 上 十 14 一 0。 

屋 xz=y~3。 方程 变换 成 

y’—4y—1=0，, 

这 个 方程 有 二 个 实 要 [19 二 。 

公式 (22) 输出 eos p， 由 径 求 出 p， 再 依 公 式 (23) 确定 根 : 


~27 
16 
p =71°956" 
= 28°40'597”, 学 =143°40'59", 3 — 963°40'597 
J 


E 
log 之 圭一 0.86350 


C09 站 一 -一 一 ， log cog p=1.51158 


log A =0. 32529, log(—ys) =0.26970, log(— wg) =1.40501 


| 
| 
一 


| 
N=2.1149, y= —1.8608, ys= —0.2641 | 
m= —0.8851, x3= —4.8608, zg= 一 3.254 | 
7 ) 
9 . 
T3 一 3x 十 5 一 0。 


依 公 式 (24) 确定 角度 w, 依 公 式 (242) 确定 角 许 p; 然后 依 公 式 (251) 与 (25。) 
计算 根 : 


452 第 六 次 复数 ， 敲 每 代数 初步 与 柄 数 的 积分 法 


= 一 一 人 EE ee 


lug sn oo 1 .C00203, 内 = 二 23°9441"， =11 4720"， 


EE EE Et Mp 


i 一 一 mt epg hi ge ,a eee et 8 ed dt De ce eg ig gf i 


log _ t=0.05821, 1 -1.1434 
号 站 rp 


| 

ee 

| 

E SiN 21 Sin 20p 


log ~ — » ete 29=1.98244, “— betg 29 =0.96087 


一 一 一 一 一 一 sr 


一 一 一 一 一 


| 

log tg p=1.77009, 9 一 30s291477， 2g9 =60s59'34" 
Ne 

] 

| 

| 

| 


J 一 —2.2808, vin da 一， 1434+0. Q6057 1 


反复 法 “时 党 ,未知 要 :有 一 个 不 太 准确 的 近似 值 ， 我 何 要 改善 这 个 要 
的 近似 值 。 反 复 法 或 相继 近似 法 莉 是 这 种 笑 正 模 的 近似 值 的 方法 。 上 以 下 显 见 这 个 
方法 ,不 只 适用 于 代数 方程 ,也 适用 于 三 角 方程 。 


六 ;方程 
z f(z) =0 : (28) 
号 成 下 全 的 形状 ;: 
fi1(2) =f,(7), (29) 
其 中 方 (z) 是 这 样 一 个 隐 数 , 当 任意 答 定 一 个 实数 m 时 ,方程 
f1(7) = 


有 一 个 容易 计算 到 高 度 准 确 的 实 根 。 利 用 反复 法 计算 方程 (29) 的 根 的 作法 如 下 : 
代入 未 知 根 的 近似 值 ww 到 方程 (29) 的 石 边 ,由 方程 : 
f1(7) =,2 {20) 
确 和 未 知 根 的 第 二 近似值 zo 
再 把 2 代入 (29) 的 右边 解 方程 六 (oo = 二 (4) 确定 第 三 近似 值 za 。 如 此 作 

下 去 , 确定 出 一 序列 的 值 : 

Toy Ty Tay *"'y Xn "pg (30) 
其 中 : 

f1(21) 一 jz20)， 


f1 (79) = 2 (1), 
ee : (31 ) 


和 证 


不 难说 出 所 得 到 的 近似 信和 钓 几何 意义 。 闲 知 根 是 曲线 
y =f1(7) (323) 
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4 
y=f2 (7%) (322) 
的 交点 的 横 坐标 。 
图 183 与 184 上 各 卖 示 两 条 曲线 ,在 图 183 上 ,导数 几 ( 轨 与 彤 (z) 在 交点 局 
号 ,而 在 图 1834 上 ， 弄 号 ;在 两 个 情形 下 ,都 有 : 
fs (8) i < 1 | 


六 有 ysf (x) 


等 式 (31) 对 应 于 下 面 的 作法 : 引 直 线 x= x 平行 于 0Y 四, 诡 曲 颖 4323) 于 一 点 
(20; V0) ; 过 这 交点 引 | 直线 平行 于 0OX 轴 ) 交 曲 午 (321) 于 一 点 (z1) Y0); 过 (Zay Vo) 
再 引 直 钱 平行 于 0 轴 , 交 曲线 (322) 于 一 点 (249 仿 ) ;过 这 交点 再 引 这 线 y= 雪 ; 交 
-曲线 (321) 于 一 点 (za 1); 如 此 作 下 去 。 这 些 交 所 的 模 坐 标 答 出 友 列 (30)。 
车 第 一 近似 值 与 足够 近 , 由 图 看 出 ,这 个 序列 趋向 8 为 极 眼 ;并 且 ， 当 (8) 
与 (8) 同 号 时 ,得 到 阶 形 折 厂 , 过 向 (图 183); 若 访 的 与 户 人 5 兄 号 ， 则 这 扩 
线 有 螺 线 的 形状 趋向 # (图 184) 。 我 们 不 蒋 序 列 (30) 趋 向 : 为 极限 的 条 件 ,也 不 答 
严格 的 证 明 。 在 很 多 情形 下 ,可 以 过 接 由 图 看 出 来 。 
上 述 求 近似 值 法 特别 适用 于 一 种 情形 ,这 时 方程 (29) 有 下 面 的 形状 : 
xx 一 户 (2) 0 
设 { 是 这 方程 的 根 , 我 们 已 知 它 的 一 个 近 做 值 : 
zo = 十 ho 
近似 值 的 序列 就 是 : 
T= falro), To 一 户 ( 人 1) 1 Xan=fa(Xn-1) yo 


可 以 证 朋 , 车 图 数 户 (xz 有 导数 2(7) 而 且 当 xz 在 个 一 问 与 个 十 和 之 半 时 ,这 
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导数 满足 条 件 
fa (mg<1l， 
上 则 当 %>o 时 ,确实 有 zu->s。 
例 1. 考虑 方程 


St—0.2=0, (33) 

它 的 实 根 是 弛 缕 
4 一 2) (3 和 44) 
y 二 X 十 0.2 (34,) 


交 扣 的 横 坐 标 (图 135)。 由 图 185 看 出 ， 

方程 (33) 有 一 个 正 根 ,两 个 负 根 ， 
在 变 友 44 与 了 ,各 对 应 于 正 根 与 绞 / 

对 值 较 大 的 负 根 ， 下 线 (342) 的 狼 奉 的 稳 图 185. 

对 值 小 于 曲线 (34) 的 切线 的 妊 率 的 纸 对 值 , 就 是 , 当 用 反复 法 求 方程 (33) 的 根 时 ， 

须要 写成 ， 


75 一 刀 十 0.2 。 


人 
0 


v=]1.037 
1 一 1.0434 
023 一] .0445 

T=1.044792 \ | 


于 是 得 到 未 知 要 准确 到 四 位 数 的 近似 值 。 
计算 枢 对 值 较 大 的 负 根 时 , 取 = 一 1 作 第 一 近似 值 。 


~ oO | Xn 二 0.2 


Tr 


-0.8 
21 一 一 DO.956 -D0D.756 
xX2= —0.9456 一 0.74656 
zae= —0.9430 -0.7430 
zi= -0.9423 | 0.7423 
05 一 一 D.94214 —0.74214 


z6= —0.94210 
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在 这 情形 下 ,类 襄 不 大 于 2x 10-"。 
态 C 对 应 于 起 对 值 较 小 多 负 根 , 在 这 点 ; 曲 钱 (344) 的 切线 的 匀 率 小 于 1 所 以 
应 用 有 反复 法 时 ,方程 (33) 须要 写成 : 
2 一 好 一 0 .2。 


取 x0==0 作 纠 一 近似值 得到: 


Xr 0 .2 | 2 
| -0 
2 = 一 个 .5 一 0.00033 


| | 
| xo= -0.20082 
| 


a 


> 近似 值 zs 准确 到 五 位 小 数 。 
在 这 三 种 情形 下 ,都 如 图 183 所 示 ， 
近似 入 令 阶 形 折 太 趋向 根 。 由 图 
155 可 以 承认 , 在 这 三 种 情形 下 , 当 
n 增加 时 近似值 x 单 届 改变 趋向 


未 知 根 。 
例 2 
r=te xo (39) 
这 个 方程 的 根 是 曲 亲 


/ y=7 Sy=tgz 
交点 的 模 坐 标 , 由 图 186 看 出 ,在 每 
一 个 区 间 


| (2n—D 3， (2n+D 瑟 | 


(2 二 0， 土 1， 士 2 十 总 ) 
上 ,区 方 程 有 -个 根 。 
图 “186， 对 于 正 根 , 有 近似 等 式 : 
a (2 +1)5， 
其 中 a; 记 方 程 (35) 的 第 个 正 根 。 
计算 通 近 可 的 根 ui 。 应 用 反复 法 ,把 方程 (35) 写成 


w= 二 Ar6¢ tg vy 
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Rk i bb 一 一 一 一 


并 取 0 地 作 第 -近似 入 。 


当 计 算 相 薰 的 近似 值 时 ， 须 要 取 反 正切 的 值 。 应 用 对 数 表 并 用 珀 度 第 你， 得 
3: 

Xo=4.7124; zr1=4.5033; Ta 一 4.4938; zs 一 4.4935 。 

194.， 午 瑚 法 ”图 183 与 184 所 示 , 求 恨 的 近似 值 的 反复 步 台 在 于 作 平行 于 举 
奈 厚 的 直线 。， 现 在 我 作 蕉 另 一 种 反复 步 评 , 应 用 笠 间 学 标 赤 的 下 窟 。 牛顿 法 是 这 
样 的 方法 之 一 。 

设 5 与 2 是 方程 

EN (36) 
的 一 个 根 皇 的 近似 值 ; 开 说 在 区 闻 [Lzoy， xzoj 上 这 磊 程 只 有 一 个 根 。 圈 187 与 188 上 
表示 则 生 

y= f(z) 
的 图 形 。 7 

点 殷 的 横 华 祭 是 根 :， 点 六 与 卫 的 
横 坐 标 各 为 这 个 根 的 近似 值 44 与 2。 
在 点 卫 引 这 上 出 古 的 切 乱 ,由 这 切线 与 
OX 轴 的 交点 外 作曲 矿 的 遂 华 标 810; 
在 点 @ 再 引 曲名 的 切线 OF 由 局 作 
曲线 的 金谷 奈 RE; 如 此 作 下 兴 , 由 图 
看 出 ;点 Piy Gy Ri，…… 趋向 点 4, 所 
PLC 人 科 和 J 烧 伐 标 X00 71 X23 征 根 才 
的 相 糙 的 近似 值 。 求 由 zt 表达 各 的 

切线 PQ 的 方程 是 : 图 187. 

Y—f (xzo) 一 万 (zo) (X— zo), 
代入 了 了 =0, 求 点 @ 的 横 举 标 : 


广 (xn) 
2 一 一世 37 
于 是 ,一 般 来 计 : 
i FT 1) i 和 下 4 证 
a 人 (=1, 2， i (29) 


我 们 由 图 看 出 , 考 7(z) 在 区 间 [z5, zo] 上 党 讽 而 且 冉 向 下 (或 向上) 时 ,也 就 
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是 当 (2) 王 了 "(x) 在 这 区 到 上 不 变 号 时 [57，?1，7， 确实 是 渐 近 于 根 # 我 们 
不 作 严 格 的 证 明 。 

注意 , 若 应 用 牛 邮 法 ) 不 从 问 点 70 
开始 , 而 从 2 开始 ,由 用 虚线 画 的 切线 
看 出 ,就 不 渐 近 于 根 。 在 蜀 183 的 情形 ， 
曲 矿 四 向 :就 是 "(zx) > 0 我 们 看 出 ， 
牛 师 法 须要 由 .fxz) >0 的 一 端 作 起 。 由 
图 187 看 出 , 当 f"(x) <0 时 ,牛顿 法 须 
要 由 约 坐 标 了 (x) <0 的 一 端 作 起 。 如 
此 ,我 们 得 到 下 面 的 法 则 : 若 在 区 间 [x， 
x0 上 了 (7) 与 .六 (2) 不 等 于 零 , 而 且 挫 
183. 集 标 了 ( 双 ) 与 了 zo) 界 号 , 则 应 用 牛 恒 
相 笨 的 近似 值 。 

195. 简单 播 补 法 ”再 划一 种 根 的 近似 计算 
读 。 过 弧 的 两 端 N 与 了 P 引 直线 。 汶 直线 与 OX 
翰 效 点 吾 的 横 坐 标 检 出 稻 的 近似 值 ( 轿 189)。 像 
上 面 一 样 ; 设 xz 与 Xo 是 区 间 两 端的 横 人 坐标。 过 
线 NP 的 方程 就 是 : 

上 一 (20) 人 太一 20 
Ta) 一 了 (0 网 一 加 
误工 =0) 求 出 点 了 的 横 坐 标的 表达 式 : 
.07 (0) 一 20j (20) 或 一 (Xo —20)J (zo) 
f (xo) —f (20) TC) = F(a) 

ne (3) 

把 一 段 曲 灯 用 过 芝 曲 线 两 端的 直 嫉 替代 ,相当 于 在 讨论 的 区 并 上 用 一 次 多 项 
式 符 代 卫 效 了 了 (7) ,和 而 这 多 项 式 在 区 并 两 端的 值 与 了 (2) 的 值 相同 ,或 者 讼 相当 于 假 
设 /(z) 的 改变 与 x 的 改变 成 正比 。 这 个 方法 叫做 简 窜 插 补 法 ,例如 ,在 应 用 对 数 
表 时 常用 这 方法 。 用 这 个 方法 计算 根 也 有 时 时 做 虚 位 法 。 

各 问 时 应 用 简 皇 插入 坡 与 牛顿 赤 , 可 以 由 两 个 值 3 与 各 求 近似 根 。 

例如 ; 设 在 一 六 xo) 7 与 大人 z) 同 民 ,天 秆 上 顿 法 须要 由 这 一 端 作 起 ， 

应 用 琴 个 方法 ,得 到 两 个 新 的 近似 值 (图 190) : 


RfTo) QT biro) 
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ao 一 Fo) > 
ER f (70) 
人 三 (7o) 
对 于 近似 值 x1 与 x1 可 以 再 应 用 
同 桩 的 公式 得 到 渐 值 : 


他 一 1 (11) 一 各 外 (21 ) 
001) 一 了 (1 


oa 了 Gy 
如 此 ,得 到 两 训 值 : 图 ”190. 
20， 1 RN ne i 本 
自 左右 两 方 潮 近 于 要 5。 | 
藻 与 x 的 前 几 位 小 数 相同 , 则 极 的 这 几 位 小 数 启 当 是 这 儿 个 数 。 
例 方程 


(2) = — Lr—0.2=0, 
我 们 在 [493] 中 的 例 1 考 虚 过 , 它 在 区 间 1<zx<1.1 上 有 一 个 正 根 ,而 在 这 区 间 上 ， 
f= 1, f(x) 一 20x3 

不 变 号 。 如 此 我 们 可 坟 设 : 


=i, z=1.1, 

计算 岁数 (x) 的 值 : 

f(D=-0.2,， Ff(1.1) =0.31051, 

由 此 看 用 ,在 右 姜 (X=1.1), 了 (2z) 与 户 (z) 同 号 ,于 是 牛顿 法 须要 由 右 端 作 起 。 

算 在 右 端 户 ( 妇 的 值 : 

f°(1.1) =6.3205, 
令 服 公式 (37) 与 (39) ,就 有 : 

-10.1LX0.2 1 .030， 


下 
一 一 一 一 


21 一 上 十 78106 


0.31051 
n=1.1— 50 =1.051。 


为 要 再 作 近 似 计 算 ， 求 出 : 
1 (1.039) = —0.0282, f(1.051) 一 0.0313， 产 (1.051) =5.1005, 
0.012 x 0.0282_] .04469, 


+ ot | 
由 站 Xo 039 十 0 O05 
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0.0313 
ro 一 下 ,0D1 一 RE 一 -1.04487， 
得 到 根 的 值 1.044609<#8<1.04487 


差 误 不 大 于 2x10-4[193]。 
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196， 有 理 分 式 的 部 分 分 式 ”以 前 我 们 讨 过 些 计算 不 定 积分 的 方 
法 。 在 这 节 中 我 们 较 有 和 柔 攻 的 把 这 个 周 题 补 请 完全 。 第 一 个 问题 是 有 
理 分 式 的 积分 ,就 是 两 个 多 项 式 商 的 积分 。 在 解决 这 个 问题 之 前 ,我们 
先 薪 把 一 个 有 理 分 式 写 成 较 简 单 的 分 式 之 和 的 公式 。 这 个 作法 对 做 分 
解 有 理 分 式 为 部 分 分 式 。 

坝 有 有 理 分 式 : 

Fo ° 

若 这 是 个 假 分 式 , 就 是 分 子 的 次 数 不 低 于 分 母 的 次 数 , 则 先 用 除 

法 ,得 到 一 个 整 多 项 式 Q(z) 与 一 个 趴 分 式 : 


FL) pF) 
天 Do) 4 


其 中 9 的 分 子 的 次 数 低 于 分 母 的 次 数 。 此 外 ,我们 算 作 这 个 苍 式 


不 可 网 ,就 是 , 算 作 分 子 与 分 母 互 质 [188j] 。 
起 w= 二 4% 是 分 母 的 有 重要: 
f (2)= (2—0)*fi(r) 而 f1(0) #0, 
我 们 证 明 , 这 个 分 式 可 以 写成 下 面 形状 的 和 : 
CS rte 2) 
其 中 4 是 一 个 常数 而 且 右 边 的 第 二 项 是 一 个 鞭 分 式 。 
作 等 式 : 


4 o (2) — Afi(z) 


pr) _ 4 
(LZ—a) :fis) (wor (worfilv) 
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硝 定 常数 4 使 得 在 边 分 式 的 分 子 税 (7z 一 习 除 得 尺 [184]: 
vw) —Afi(la) =0, 


£ 0) fF 于 二 四 
由 些 ， 2 (a) 人 六 Ca) 0)，, 
对 于 这 样 选 定 的 4,， 上 述 分 式 可 以 消 掉 (% 一 2) ,于 是 求 出 恒等式 


(2 )。 如 此 推 知 , 分 出 or 形状 的 简单 分 式 后 , 可 使 分 母 中 出 现 
的 (z 一 四 的 方 指数 至 少 降低 一 次 。 
设 分 母 有 因子 分 解 式 : 
JJ 
我 们 不 写 党 因子 ,因为 它 可 以 归并 到 分 子 中 去 。 萎 续 应 用 上 述 分 
出 简单 分 式 的 法 旭 , 得 到 这 有 理 式 的 部 分 分 式 : 


g(2) .ha a 
f(r) (wa (cp—a)™! ~ wo—& 
ee | 1. E 1 - 1 
, 3 2 2 
人 — go) sl mm 一 
(VC 一 03j (XT—@s, tT—Wo 
tt 型 量 而 本 二 本 本 和夫 面 重 了 号 哪 年 
A sh tn 
- Tp EE ed pi es 
(an) (wa Emel v 和 一刀 3 
Ht ， ht Hy 


再 看 这 恒等式 右边 的 系数 的 确定 方法 。 通 分 去 掉 分 峡 , 得 到 两 个 
多 项 式 的 恒等式 ,让 它们 的 对 应 系数 相等 ,得 到 确定 未 知 系 数 的 一 次 方 
程 租 。 这 种 方法 叫做 待定 条 数 法 ,在 [18 四 中 我 们 讨 过 。 

还 可 以 用 另 一 种 方法 ,就 是 在 上 述 的 多 项 式 恒等式 中 代入 4 的 不 
同 特殊 值 。 这 个 代 太 法 ,对 于 上 述 恒等式 的 任何 阶 导 数 ,也 可 以 应 用 。 

可 以 证 明 , 分 解 式 (3 ) 旺 唯一 的 ,就 是 , 它 的 系数 有 完全 确定 的 值 ， 
不 依赖 于 分 解 的 方法 。 这 里 我 们 不 证 。 以 后 我 们 在 例题 中 应 用 .上 逃 方 
法 确定 分 解 式 的 未 知 系数 。 

在 g(z) 与 (2) 是 实 多 项 式 的 情形 ,恒等式 (3 ) 的 右边 可 能 含有 
虐 项 , 对 应 于 分 母 的 虚 根 。 下 面 介绍 有 理 分 式 的 另 一 种 分 解 式 ,我们 只 
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嘻 分 堵 只 有 香 根 的 情形 ,| 对 为 这 种 情形 是 很 重 可 的 。 
分 母 的 一 对 冰 乾 复 要 z=4 土 2 对 应 于 简单 分 式 和 : 


一 ai 


abi YY 一 C 了 十 8 


通 分 母 相 前 ,得 到 下 面 形 状 的 简单 分 式 : 


Mz-N i 人 2 
mrtg (2 一 一 20 9=0 十 和 ho 
如 此 ,在 考虑 的 情形 下 , 实 有 理 分 式 分解 为 实 部 分 分 式 : 
ON _ 4 次 4s el 4 i 
Fl TQ HX—Qeo oP—&, 
a Ni Mw Ns ee Mewt+ Ns 4 
pv tg Z3 十 08 zg DT Wo 


其 中 第 一 列 分 式 对 应 于 分 坪 的 实 根 ,第 二 列 对 应 于 成 对 的 共 示 复 根 。 
“197， 有 理 分 式 的 积分 法 ”根据 公式 (1 ) ,有理 分 式 的 积分 可 以 化 

为 多 项 式 的 积分 与 其 有 理 分 式 的 积分 。 多 项 式 的 积分 仍然 得 到 多 项 

式 , 现 在 我 们 考虑 展 分 式 的 积分 。 

_ 落 分 式 的 分 攻 只 有 单 根 ,其 根据 公式 (4 ) ,整个 可 以 化 为 两 种 形状 


于 [es dw= A log(w—a)tC 
2—& 


Do [= Mz+ NN 
a potg 
回忆 [2 中 记述 ,得 到 下 面 的 结 : 
Mz+N 
如 此 ,在 考虑 的 情形 下 ,积分 的 精 果 是 对 数 画 数 与 反正 切 画 数 。 
青 交 虑 甘 有 理 分 式 的 分 蒜 有 重 根 的 情形 。 作 出 分 解 式 ( 3 )。 可 能 
其 中 有 看 数 出 现 , 在 以 下 的 计算 中 , 虚数 只 有 中 向 作用 ,在 最 后 烙 果 中 
就 没有 了 。 


dro 


av = log(w +ne+iq) -tr are te + 
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| 当 求 分 峡 高 于 一 次 的 简 单 分 式 的 积分 时 ,我 们 仍然 得 到 有 型 分 式 :: 
人 要 uy 人 ) 
(和 一 Qi 和 一 (1 —h+s) Cp 
积分 后 得 到 的 族 分 式 之 和 是 整个 积分 的 代数 部 分 , 递 分 医 得 到 属 
分 式 ; 


十 他 (人 -一 8 >) 。 


(Pa) rm a) ei. (mm) lo 


分 子 o(2) 是 一 个 多 项 式 , 宅 的 次 数 比 分 母 的 次 数 至 少 低 一 次 ,而 
这 个 分 母 , 就 是 被 积分 式 的 分 母 Fo) 与 它 的 一 阶 导 数 户 (z) 的 最 高 公 
因 式 D(x) [1881。 


剩 下 的 没有 积分 的 分 式 之 和 
A 是 2 上 A$™ 
Tw 光一 Cs 多 一 他 
通 分 母 ,可 以 号 成 壬 分 式 : 
CT (OD) 


其 中 wi1(w) 是 一 个 多 项 式 , 它 的 次 数 比 分 母 的 次 数 至 少 低 一 次 ,而 这 个 
分 母 是 (42) 被 D(z) 除 得 的 商 Di(z)。 如 此 我 们 得 到 下 面 这 个 额 米 
特 一 奥 斯 特 洛 烙 拉 斯 基 公 式 : 


p (7) w (w) 1 (2) 1 i 
| de= D(z) +| Dz) dp (5 ) 


维 然 不 知道 1 (7z) 的 根 , 多 项 式 D(z) 与 D(x) 也 可 以 确定 [188] 。 
更 在 我 们 要 确定 多 项 式 w(&) 与 ai(Z) 的 系数 , 可 以 算 作 它们 的 次 数 
比 对 应 的 分 母 低 一 次 。 由 等 式 (5 ) 求 导数 ,去 掉 积分 号 。 再 通 分 ,得 到 
一 个 恒 每 式 , 由 这 两 个 多 项 式 的 恒等式 ,应 用 待定 系数 法 或 代入 法 可 以 
确定 w(2) 与 oil2) 的 系数 。 

如 此 , 继 然 不 知道 分 母 的 根 , 由 额 米 特 一 奥 斯 特 洛 格 拉 斯 基 公 式 
可 以 得 到 真有 理 分 式 的 积分 的 代数 部 分 。 等 式 (5 ) 右 边 积分 号 下 的 分 
导 只 有 单 根 ,分 解 为 简单 分 式 和 ,可 以 计算 这 个 积分 ;并 且 我 们 知道 , 它 
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可 以 由 对 数 与 反正 切 表达 。 
例 依 腿 额 米 特 一 奥 斯 特 洛 格拉 斯 基 公 式 
| | dz .A+BIFY jx 十 ex 十 7 gy 


(xD2 IT xz 十 
对 工 求 导数 
1 (2ax + 8B) (x3+1)— ec 出 4 全 au 请 
rr TD 
通 分 ,就 有 : 


1= (2ax +B8) (x3+1) 一 3z3(aa2 Bry) 十 (6xz2 二 EX 十 9) (m+1), 
比 区 x 的 系数 ,得 到 5=0。 再 比 表 到 的 柔 数 , 得 到 ?= 0。 在 这 恒等式 中 代 和 人 
7 二 $= 二 0, 再 比较 其 他 方 幕 的 系数 ,就 有 : 
s—a=0, 7—28=0, 24+s=0， 8+7=1， 


由 此 得 到 : ua 一 Y 一 35 一 0， 8 一 地， 9 一 卫 ) 
于 是 推 知 ， | +3 
z 计算 最 后 的 积分 ,我 们 先 分 解 部 分 分 式 : 
EE _ 4 Mz NN 
+1 z+l rzr+i° 
通 分 义 ; 1=4(z23 一 2 二 TD + (Mr+N) (z+1), 


读 <= 一 1) 得 到 4 一 瑟 ， 再 比较 中 的 系数 与 常数 项 ,得 到 : 


了 1 让 一 
四 了 国王 0 
于 是 推 知 73+1 3(2 十 二 ) 3(22 一 2 十 1) 
碟 后 得 到 : 
| dx _1 | 各 - | 
23 二 1 3Jz+1 3Ja2—zri+l 
-+l log (z 二 了 一 下 loo (2Z3 一 4 十 1) 十 一 天 二 arc I 40, 
5 b V3 s 75 
由 此 
| 二 和 一 log (了 十 十) 一 于 log (xz2 一 4 十 二 ) 十 


(23 十 条 于 人 


2 
十 - 3 le 3 十 Ce 
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198. 含有 根 式 表达 式 的 积分 ”考虑 另 一 种 型 的 积分 . 它 可 以 化 为 
有 理 分 式 的 积分 
1]， 积 分 
jn[e( 9), (#8), pe 0 
其 中 请 琢 示 所 售 变 量 的 有 理 画 数 ， ep 而 入 ， 
4 ，… 是 有 理 数 。 设 这 些 分数 的 公分 母 是 mm。 引 用 新 变量 


QT+o jm 
pr 


这 时 ,最 然 ， 必 52 与 
CYN 十 DA Aart 
: (BF) (7) | 
部 是 t 的 肤 丙 数 , 于 是 积分 (6 ) 化 为 有 理 分 式 的 积分 。 
2， 二 项 式微 分 ”二 项 式微 分 的 积分 : 
mr+ 0X2)P dv, (7) 
其 中 m,n 与 〗 是 有 理 数 ,有 时 可 以 化 为 积分 (6 )。 


1 
总 一 t 


m+i_y 


| (十 jz dz= 二 | (+ br At 


若 p 或 一 


由 等 式 


是 整数 , 央 得 到 积分 (6 ) 的 形状 的 积分 。 


ml 


1 好 十 站 n ， 
| Ce 二 ?df= “ji Css df 
20 十 二 


推 知 , 当 一 一 十 2 是 整数 时 , 息 分 (7 ) 化 为 (6 ) 的 形状 。 


训 巴 谢 夫 有 -个 定型 , 按 这 定 融 , 盖 项 式微 分 的 积分 可 以 由 初等 时 
涩 表达 的 ,不 外 所 述 二 种 情形 。 


tp 


等 苞 ， 西数 的 积分 法 
199. | Eee， /于 现下 必 型 的 积分 “积分 


| Re， A a03a 十 DO 十 Cox， (8) 


其 中 R 表示 所 含 变量 的 有 理 丙 数 , 利用 尤 拉 替 换 ， 可 以 化 为 有 理 分 式 
的 积分 。 

在 5&>0 的 情形 ,可 以 应 用 尤 拉 第 一 登 换 : 

/ai 十 pw 十 6 一 一 人 Cs 
将 这 等 式 两 边 琵 万 , 解 ,得 到 : 
-aD 

由 此 看 出 ，z， 人 2 与 V 35 十 25 二 6 是 上 的 有 理 夯 数 , 于 是 积分 ( 8 ) 化 为 
有 姐 分 式 的 积分 。 

在 c>0 的 情形 ,可 以 应 用 尤 拉 第 一 笠 换 : 

NV ort bv+e= tet+ NC , 

以 下 戎 芒 者 赚 和 作出 来 。 

在 5<0 的 情形 ,三 项 式 (az* 十 bw 十 0) 应 当 有 实 根 与 xs, 因为 ， 
否则 ,对 于 所 有 2 的 实 值 , 它 有 (一 ) 号 , 而 Maz? 十 bw+6 是 虚 的 量 。 

在 这 三 项 式 有 实 根 的 情形 ,利用 尤 拉 第 三 茶 换 : 

Va(z— v1)(T— 2) =t(%— a), 

积分 (8 ) 可 以 化 为 有 理 分 式 的 积分 。 这 也 请 读 首 日 已 验证 。 

用 尤 拉 替换 ,时 常 要 作 复 杂 的 斋 算 ,所 以 我 们 再 请 积分 (8 ) 的 男 一 
种 计算 法 。 

把 这 根 武 记 作 : 

y= cz3 十 DZ 十 co 

y 的 任何 正 偶 次 守 是 2 的 多 项 式 , 所 以 咎 积 丙 数 不 难 写成 下 面 的 
形状 : 
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R(%, 轴 才 全 

其 中 (2) 都 是 2 的 多 项 式 。 把 分 母 有 理化 ,再 写成 两 项 和 , 这 表达 式 

可 以 写成 下 面 的 形状 : 

ws (2) sd (% ) 

el2) ws(T)Y 


第 一 项 是 有 理 分 式 , 我 们 已 痢 潮 过 它 的 积分 。 分 出 分 式 中 的 


有 人 Y) = 


wa(t) 
整 部 ,再 把 剩 下 的 惧 分 式 分 解 为 部 分 分 式 ,就 得 到 下 面 形 状 的 积分 : 
OO) 
| 了 (9) 
” ad 
v 
| (10) 


其 中 9 (2) 是 2 的 多 项 式 。 

现在 我 们 设 多 项 式 w.(z) 只 有 实 根 。 

在 考虑 积分 ( 9 ) 与 (10) 之 前 ,我 们 先 提 出 积分 ( 9 ) 的 两 个 特殊 情 
形 : 


| dx 
\/ az2 十 5 十 6 
Be 0 .0 


并 
A/ 一 化 一 0 十 02 pz 十 


-一 一 -一 arcSin = 十 C。 (12) 
J 
利用 尤 拉 第 一 于 卉 ,不 难得 到 公式 (11)。 积 分 (12) 我 们 以 前 [99] 
讲 过 。 
为 要 计算 积分 (9 ) ,应 用 公式 : 
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2 dt= (7) MV gs 十 BC 二 | 0 (18) 


J /az2 十 jz 十 6 "JVaor+brte 
其 中 由 (2) 是 一 个 比 g(x) 低 一 次 的 多 项 式 , 入 是 一 个 常数 。 公 式 (18) 
我 们 不 证 明 。 由 关系 式 (13) 求 导数 , 通 分 侠 , 得 到 两 个 多 项 式 的 恒 等 
忒 ,由 此 可 以 确定 多 项 式 出 (2) 的 系数 与 常数 和 。 


利用 替换 
Be 
让 
积分 (10) 可 设 化 为 积分 ( 9 )。 
俄 
lr ~ [2 tl 
t+ Vai—w+1 Wl 
ye Zz 一 7 十 1 
一 一 = -|—— 一 一 
| A | 
X23— 1 
一 zt 十 log (x 一 1 Er dz。 
g ) 一 Rs 
FL 1 
个 过 er 
沂 以 


T2323— 人 十 1 | 人 | dx 
PE ak F. | 十 PT Tr—— 
| xix+1 (zl1)V rrx+l1 
依 恨 公式 (13): 


r=as/ri—7+1 17| -7 
A/ 2 一 十 1 


| 加 
er 
四 这 关系 式 求 导 数 , 再 通 分 入 ;得 到 恒等式 

2 一 Cf3X 一 二 ) 十 2A， 


1 
于 是 根据 公式 (1D; 
/7,1 pr 
| + +1 十 却 -| xz- RE 厂 - ) tC 
| ep A T= 0 FV? 名 十 上 十 Lew 
1 
代入 0 


人 得到: 
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一 


| 一 一 一 到 一 a at 
DA 


ee pe 


本 1 1 1 ) 
= 一 和 二 TY 一 
log( =—=1+ 2 TN (xX—1)2 本 下 


-= 一 log (于 1 十 2A/ 3 一 2 十 下 +log (zx~1) +(0, 
最 后 得 到 : 
| +r rtl 
+ log(z+1+2 妇 一 十 1) 十 C。 


积分 (8 ) 是 亚 员 尔 积分 的 特殊 情形 。 所 谓 亚 共 尔 积分 是 下 面 形 状 的 积分 : 


|zc » 1) dt Cl) 
其 中 卫 走 示 所 含 恋 量 的 有 理 画 数 ,% 是 = 的 代数 责 数 ,就 是 由 方程 
J (ry Y) = (Lo) 
确定 的 z 的 函数 ,其 中 了 (7x, 0 是 2 与 9 的 多 项 式 。 若 
4 一 AP(z) 9 


其 中 (zm) 是 地 的 三 次 或 四 次 多 项 式 , 则 这 得 员 尔 积 分 时 侯 本 圆 积分。 在 参 三 中 我 
们 再 认 这 种 积分 。 这 种 积分 以 及 更 音 通 的 亚 上 内 和 尔 积分 ,一 般 来 淮 , 不 可 以 由 初 答 融 
数 才 达 。 车 多项式 P(z) 的 次 数 高 于 四 次 , 则 积分 (4) 叫 做 超 柚 圆 积分。 
车 表达 y 是 7X 的 代数 事 数 的 关系 式 (15) 具有 这 样 的 性 质 , zx 与 4 可 能 表达 成 
一 个 辅助 参 变 量 t+ 的 有 理 刚 数 ; 则 显然 亚 具 尔 积 分 化 为 有 理 分 式 的 积分 。 在 所 壕 
清 形 下 ;对 应 于 关系 式 (15) 的 代数 曲线 叫做 坚 行 曲线 。 例 如 , 万 拉 蔡 换 证 实则 稀 
yy2= 二 ar3 十 bz 十 


200. | Rsin 2, cos w)dw 型 的 积分 积分 
| Rl(sin v, eos 2) ds, (16) 
其 中 及 表示 所 售 变 量 的 有 妾 轴 数 ,党 引用 新 变量 


路 
i=tg-s 7 
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可 以 化 为 有 理 分 式 的 积分 。 
实际 上 ,依照 已 知 三 角 公 式 , 得 到 : 


SI 二 让 。 COS 一 1 4 
Dt 
半日 二 2 are te ;， 2= 了 六 4 
由 此 看 接 推出 以 上 的 首 和 定 。 


现在 计算 起 来 可 能 比较 简单 的 儿 个 特殊 情形 。 

1. 座 当 用 (一 Sin 2) 与 (一 C08 %) 分 别 赫 换 (sin z) 与 《cos2) 时， 
及 (sin vw, 608 ww) 不 变 , 就 是 就 (sin zw, co9z) 有 周期 x 。 

因为 Sin %=0e0g 2% te w, 
所 以 (sin w, eos mw) 是 ecosy 与 t 芭 gz 的 有 理 醒 数 , 当 用 (一 cos Z) 炉 模 
(cos Z) 时 , 它 不 变 , 就 是 只 售 有 cos 2 的 偶 次 蘑 ; 


R(sin w, cos 2) = Ri(cos 2, tg w)。 


在 这 情形 下 , 变 
一 to 
旭 积 分 (16) 化 为 有 理 分 式 的 积分 。 
实际 上 ,这 时 
at \ 1 
TT ?TT 


所 以 , 车 呈 (sin ov cos 2) 当 用 (一 sin o) 与 (一 cos 休 分 别 棕 换 sinz 
与 cos wv 时 不 变 , 旭 利 用 蔡 换 1 二 志 2 积分 416) 可 以 化 为 有 理 分 式 的 
2， 识 (sinw, 6082) 当 用 (一 Smo) 末代 Sino 时 ， 只 改变 符号 。 
天 图 数 
RR(sin %, CO8 %) 
Sin | 


当 作 上 上述 遂 代 时 不 变 , 吏 是 ,只 含有 sin2z 的 偶 次 党 ,于 是 


Rlsin w,cos %)= Ri(sin? x, eos 0)Sin 2。 
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代入 tt= cog yw, 得 到 : 
|RGinz， co8 mI dz%=— |Ra=-P， t) dat, 
吏 是 , 若 R(sin zx, c0s 2) 当 用 (一 sin 2) 过 代 sin2 时 只 变 符 号 ， 划 利用 
葵 换 1 一 Cs ,积分 (16) 化 为 有 理 分 式 的 积分 


3 同样 不 难 证 明 ,者 RE(Sin Dn 2, CC 008 2 ) ”) 当 用 用 《一 coS 2) 7) 和 祥 代 cos c0S2 时 
只 变 符号 , 旭 利 用 赫 换 t=sin 2, 积分 (16) 化 为 有 理 从 式 的 积分 。 


201. | ertP (woeos bw 十 Q(w)sin bw1dz 型 的 积分 积分 


| erg (8) dy, (17) 
其 中 plz) 是 42 的 nn 次 多 项 式 , 用 分 部 积分 法 ,化 为 
| “mt dn 一 二 eg (v) -二 |erp'(n) rh 
如 此 ,最 后 积分 中 的 多 项 式 pg'(%) 比 op (2) 低 一 次 。 炎 炉 作 分 部 积 
分 ,并 注意 z 
| Ew 一 4 e+ 
[FF 
得 到 : 
[ep (ot) dw =e (2) +0, / (18) 
其 中 由 (2%) 也 是 nn 次 多 项 式 , 就 是 ， 指数 豆 数 e” 与 一 个 nn 次 多 项 式 的 
科 积 的 积分 还 是 一 个 这 样 的 琵 积 。 
由 关系 趟 (18) 求 导数 ,得 到 的 恒等式 两 边 浓 去 e*, 依 待定 系数 法 ， 
可 以 确定 多 项 式 帆 (x) 的 系数 。 
央 考 处 较 普通 的 积分 : 
Es [已 (ZJ)eogs r+Q (ssin vl dar, (19) 
其 中 P(x) 与 Q(z) 是 4 的 多 贰 式 。 设 这 两 个 多 项 式 的 次 数 的 迷 高 的 
笃 %。51 用 复 量 作 辅 助 ,可 以 化 积分 (9) 为 积分 (17), 依 尤 拉 公 式 
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ep2i eeri bri _ ,—bri 


ee ,py C6 
COS HT = — Sin #2 = -一 一 


利用 这 两 个 表达 式 替 代 cos bz 与 Sn bx, 得 到 : 


| [Pw)eos pz 十 cysin brldz= 


-| et g(x) dw mas PDT) dy, 
其 中 9 (4%) 与 91(2) 都 是 不 高 于 % 次 的 多 项 式 。 应 用 公式 (18): 
| es[P(rw)eos 0 十 Qc)sin br1 d= 


= (2) + er (rz) +0, 
其 中 小 (z) 与 上 4z) 是 不 高 于 % 次 的 多 项 式 。 代 和 人 
e* "si~cog bw+t+i sin by, 
最 后 就 有 : 
| e [Plz)eos ott Qsin 0] dr = 


—es[R(w)eos br- Sr)sin bwl+O, ， (20) 

其 中 忌 (2) 与 3 2) 是 不 高 于 名次 的 多 项 式 、 如 此 ,我 们 看 出 ,积分 (19) 
有 与 它 的 被 积 豆 数 同 样 的 表达 式 , 并 且 , 在 这 积分 的 表达 式 中 的 多 项 式 
的 次 数 ,要 取 彼 积 而 数 中 的 多 项 式 的 较 高 的 次 数 。 

由 关系 式 (20) 求 导数 , 再 由 得 到 的 恒等式 消去 e”“， 比较 两 边 
2 co0g 07 与 wsSin bz(s= 二 0, ,2,…:, 9) 形状 的 同类 项 ,就 得 到 确定 多 
项 式 Rz%) 与 S(2) 的 系数 的 一 次 方程 组 。 注 意 ,车 积分 号 下 没有 cos bz 
或 sin bx, 公式 (20) 的 右边 仍然 要 写 出 这 两 个 二 角 阔 数 , 骨 用 上 述 的 法 
期 确定 多 项 式 BR(2) 与 S (2)。 

积分 


| (zw)Sintowi 6) Sin (Gert ba) C08 (CH di ) Cog(cet+i+ da) pc 
千 搂 可 以 化 为 积分 (19)。 
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实际 上 ,应 用 已 知 的 三 角 到 式 , 下 蕊 与 余 纱 的 和 与 差 可 以 表达 成 生 
积 ,友之 ,任何 上 述 两 个 三 角 郊 数 的 琵 积 可 以 化 为 正 落 或 余 范 的 和 或 六 。 
应 用 几 次 这 个 变换 ,积分 号 下 每 项 的 三 角 因 式 可 以 化 减 到 一 个 ,如 此 就 
得 到 (19) 形 状 的 积分 。 
例 ”依照 公式 (20) 
| ee sin pe 一 Coz(4d cos bri+B stbr) -CC, 


求 导 数 , 再 诈 去 ex7; 
sinbrx= (ad +bB)eo3 br+ (~—bA+ag)sin br, 


由 此 A+bB=0, —bA+aB=1, 
b I 
就 是 4 一 ”刺耳 而 ) 人 


最 后 和 结果; 


上 b 全 四 
ecr gn bx dv=er( — 一 二 一 一 -CO03 Dr -S89 ) 1 ， 
| a s br Ga in bx FO, 


(21) 
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